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Prélogo a la tercera edicién

Al preparar esta tercera edicién de Andlisis de redes, se tratd de
que el material tuviera la misma organizacion bdsica que en las
ediciones anteriores y, al mismo tiempo, afiadir €] material nece-
sarjo. para reflejar los cambios ocurridos en la manera de enseftar
este tema desde que aparecié la segunda edicién en 1964. Los
topicos que abarca el analisis de redes han aumentado y se han
hecho mas complejos, Para explicar como determiné cuiles topicos
debian incluirse y cudnto habia que profundizar en ellos, debo
decir que, en mi concepto, un curso de andlisis de redes constituye
una materia auxiliar para temas que se tratan dentro de los progra-
mas, de estudio de ingenierfa eléctrica. Este tema ha cumplido esta
funcién, durante mtho tiempo, aunque no todos los que lo ense-
fian estan dispuestos a reconocerlo. Por lo tanto, los temas que se °
estuddien deben introducir material que sea (til para cursos poste-
riores que siga el alumno y debe profundizarse de tal manera que
se faciliten los estudios para el siguiente curso. En consecuencia,
en este libro se usa la escritura de las ecuaciones para describir una
red que es el modelo de un sistema fisico, aplicindola a todos los
analisis de sistemas de conjuntos, por lo cual hay que estudiarla
con todo. detalle. La solucion de la ecuacion de estado, incluyendo
una interpreracién del significado de ¢At, donde 4 es una matriz,
puede posponerse para un curso subsecuente. ) ’

Una de las innovaciones de esta tercera edicion es el Apéndice E
que contiene una lista detallada de los temas apropiados para tra-
bajos en computadora o materias para un laboratorio de programas
afines, incluyendo una lista pormenorizada de referencias biblio-
graficas. Al final de los capituios en que se juzgod conveniente, se
agregaron sugerencias especificas referentes a ejercicios en compu-
tadora que refuerzan los temas estudiados en ellos: hay varios
factores por los que decidi proporcionar informacién de esta ma-
nera, en vez de introducir material de métodos numéricos o pre-
sentar una salida impresa de computadora para ilustrar las posibles
operaciones de computadora. El mas importante de todos es que el
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2 Prélogo a la tercera edicion

uso real que hace el estudiante de la computadora, depende mucho
de subrutinas de biblioteca de que dispone en cada centro de
computacién en cuyas bibliotecas contintian sucediéndose cambios
rapidos, ademas de que existe muy poca uniformidad de un texto
a otro. ! -

Las variables de estado han cobrado nueva importancia, por lo
que en este libro se estudian formalmente. El lector que desee
tener un gran dominio del analisis de redes, debera aprender todos
los métodos. Sin embargo, no parece posible que la formulacion de
la variable de estado de las ecuaciones substituya, por ejemplo, el
analisis nodal. Generalmente se considera que una buena practica
de estudio consiste en aprender uno o dos métodos antes de afiadir
otros al “saco de trucos”. Para el principiante, se recomiendan las
formulaciones tradicionales de nodo y circuito.

También se agregb un andlisis del teorema de Tellegen. Entre
paréntesis, la sencillez y elegancia de la aportacién de Tellegen, asi
como la gran variedad de aplicaciones ilustrativas que tiene siguen
causando admiracién entre los ingenieros. En esta edicibn aparece
un nuevo estudio del criterio de Nyquist, €l cual se omitio en la
segunda edicién. Este cambio se debe al nuevo énfasis que se ha
puesto en las redes activas y los problemas de estabilidad conco-
mitantes, y también a la valiosa informacién que se obtiene al
analizar dichas redes de acuerdo con el criterio de Nyquist.

Esta edicién presenta muchos problemas nuevos, as{ como las
versiones revisadas o actualizadas de otros que aparecfan en las
ediciones anteriores. Ademas, en el Apéndice G se incluyen mis
soluciones a los problemas, a fin de que el libro sea mas apropiado
para el estudio autodidictico. . B

Es enorme la deuda de gratitud del autor hacia sus estudiantes,
colegas y antiguos maestros. No tengo palabras para agradecerles a
ellos y a todos los que prestaron su ayuda y me alentaron para
preparar este libro. En particular, estoy agradecido con los lectores
que han tenido la bondad de enviarme sus impresiones respecto a
las dos primeras ediciones, asi como sugerencias para mejorar la ter-
cera. Por Gltimo, me place reconocer que me ha sido muy grato
colaborar con Virginia Huebner del College Book Editorial Depar-
tment de Prentice-Hall, y expresar mi gratitud a mi esposa, Evelyn,
quien me prestd su valiosa ayuda para corregir el manuscrito.

M. E. VAN VALKENBURG
Urbana, Hiinois
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Este libro se prepard para utilizarlo como recurso introductoric
para un segundo curso de anglisis de redes eléctricas, Se supone

€n un curso de cilculo.

La experiencia didictica obtenida durante el tiempo transcu-
rrido desde que se preparé la primera edicion del libro, refuerza mj
conviccién de que el estudiante debe iniciarse en el estudio del
andlisis de redes con el llamado caso “transitorio’’ y, de ahi,
proceder al estado estacionario senoidal y temas afines. No trato
de decir cuil es el orden bisico o mas importante, sino que
mediante este sistema e] estudiante principiante aprenderd mds

edicién es esencialmente igual que la de Ia primera.’
En los tres primerso ca itulos del libro se introducen los

formacién de Laplace es el medio por el que se correlaciona este
comportamiento natural de la req con las caracteristicas de la
excitacién (o sefial), cada una de las cuales se representa mediante
una transformada vy, luego, se estudia en relacién con los polos y
los ceros de la transformada. Después, se introduce el caso de
excitacion senoidal en operacion de estado permanente. A su vez,
esto conduce al estudio de varios temas importantes para el inge-
niero electricista, tales como grificas de Bode, potencia media,
pérdida de insercién Yy varios espectros de sefial. Seglin mi expe-
riencia, la introduccién a la transformacién de Laplace sin prucbas
no ha presentado ninguna dificultad 2 los estudiantes. Creo que
Whitchead* estaba en lo correcto al observar que, “. . .no es esen-

*Alfred North Whitehead, The Aims of Education, en ristica, Mentor
Books, Nueva York, 1949, pigina 15.
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cial que la demostracion de la verdad constituya la introduccion al
concepto”.

Cuando se prepar6 la primera edicion, se pensd que era nece-
sario demostrar la utilidad del método de polos y ceros e incluir
cierto material sobre varias aplicaciones importantes tales como las
redes LC de un puerto, filtros de pardmetros de imagen, redes de
amplificador de la variedad de sintonia escalonada y algunos temas
relacionados con el control antomatico. A partir de entonces, €l
método de polos y ceros quedd incluido definitivamente en los
programas de estudio y, por lo tanto, estos capitulos se han substi-
tuido. En toda la obra se incluyen mas ejemplos. Algunos temas se
abordan con mayor profundidad que en la primera edicién, inclu-
yendo la convolucién, el analisis senoidal en estado permarente, el
criterio de Routh-Hurwitz, la serie de Fourier y la integral de
Fourier. Los temas nuevos agregados en esta edicion son: para-
metros de dos puertos, lugares gedmétricos complejos y graficas de
Bode, potencia media, transferencia de potencia y pérdida de inser-
cibn. También se han afiadido tres apéndices que tratan de nume-
ros complejos, matrices y escalas de magnitud y frecuencia.

Es necesario agregar algo relativo a la notacién y las conven-
ciones. Las unidades de elemento se dan en ohms, henrys, farads,
volts y amperes, a menos que se indique otra cosa~tanto en el
texto como en las figuras. Utilicé limites en las integrales donde
juzgué que aclaraban o ayudaban a que el estudiante comprendiera
mejor la presentacion; cuando no €ra asf, preferi considerar al
signo de la integral como simbolo de un enunciado detallado ¢
implica que deben conocerse los limites sobre los que se efectia la
integracion. Asimismo, utilicé i(2) en lugar de 7, ¢ I(S) en lugar del’
cuando era pertinente identificar la variable. En cada caso, las
letras maytsculas se utilizan para las variables de frecuencia y las
mintsculas para las de tiempo. )

Fue dif{cil tomar algunas de las decisiones. Usé el término orden
al explicar las ecuaciones algebraicas relacionadas con el tiempo y,
luego, también a grade cuando se trata de ecuaciones algebraicas
relativas a frecuencia. Este uso concuerda con la practica técnica
actual que siguen los ingenieros; ¢l uso exclusivo de cualquiera de
ellas da origen a expresiones extrafias. En lo que respecta al sfm-
bolo para las funciones de transferencia para redes de dos puertos,
utilicé el subindice de orden 12, como en Z;, sabiendo %ue algu-
nos maestros tienen una marcada preferencia por Zp ZT 0 Zy.
Tanto en el texto como en las figuras se apreciara claramente cual
es la funcién de transferencia indicada, de modo que el riesgo de
confusién es minimo. Espero que no habrd ningin problema al
ifttercambiar 1 y 2, o al substituir 12 por medio de T. Por otra
parte, no serfa casi imposible incluir en las secciones de biblio-
grafie a todos los autores de cuyas obras he obtenido informacién
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en cada area; por lo tanto, sblo he escogido las referencias que
complementan el material dado o proporcionan alghn otro método
opcional que pueda facilitar la comprension del tema.

Una de las satisfacciones que he tenido al escribir un libro de
texto de esta indole, es que proporciona una excusa para comentar
y confrontar ideas tanto con colegas como con estudiantes, Deseo
expresar mi profunda gratitud a los estudiantes que, consciente o
inconscientemente, me han ayudado a determinar el orden de pre-
sentacién v los puntos que debia destacar. La mayor parte de la
revisién de la segunda edicibén se hizo mientras fui profesor invi-
tado en Ia Universidad de California en Berkeley, y en la Univer-
sidad de Colorado. También deseo expresar mi agradecimiento a
estas dos instituciones, al ignal que a la Universidad de Illinois por
los ttiles estudios que realicé en ellas.

Me complace agradecer a las siguientes personas que me dieron
su valiosa ayuda en estas dos ediciones: Don A. Baker, de Los
Alamos, Doran Baker, de la Universidad de Utah, Joseph Chen, de
IBM, José B. Cruz, Jr. de Illinois, L. Dale Harris‘ de la Universidad
de Utah, Shlomo Karni, de la Universidad de Nuevo México, Wan
Hee Kim, de la Universidad de Columbia, Jack Kobayashi, de la
Hughes Aircraft Company, Franklin F. Kuo, de Bell Telephone
Laboratories, Philip C. Magnusson, de la Universidad Estatal de
Oregon, Wataru Mayeda, de Illinois, William R. Perkins, de Ilinois,
Ronald A. Rohrer, de Illinois, Thomas S. Stout, de Thompson
Ramo-Wooldridge, Glen Wade, de la Universidad Cornell y Philip
Weinberg, de la Universidad Bradley. Ademas, Herbert M. Barnard
y Edwin C. Jones, Jr., me ayudaron mucho a mejorar el texto y
revisar las galeras. También quiero dar las gracias a W. L. Everitt y
Robert W.Newcomb por la asesoria editorial que me brindaron.
Finalmente, deseo expresar mi agradecimiento hacia mi esposa
Evelyn y mis hijos, por la paciencia y comprensién que me tuvie-
ron mientras preparaba esta obra.

M. E. VAN VALKENBURG

Urbana, Illinots
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CAPITULO ]

I Desarrollo del concepto
de circuito

1-1. INTRODUCCION

Una de las caracteristicas del método cientifico es la combinacié
continua de una gran variedad de hechos que se ajusten a una teori
simple y comprensible con la cual se expliquen tantas observacione
como sea posible. El quimico y educador norteamericano Jame
Conant ha utilizado el nombre esquema conceptual para la teoria o ;
representacién resultante.! Quizas el esquema conceptual con el que
més familiarizados estdn los estudiantes.de ciencia e ingenieria es el d¢
la teorfa atémica, de la que se toman las representaciones del electrér
y de la carga eléctrica. Otros esquemas conceptualed importantes son
Ia conservacion de la energia y la conservacién de la carga.

Aungue la electricidad y el magnetismo se conocian desde los _orf-
genes de la humanidad —la carga del dmbar por frilcién, y el uso del
imdn en la navegacién— no fue sino hasta el siglo XIX cuando se
lograron progresos notables en el desarrollo de un esquema conceptual.
Cuando, alrededor de 1800, Galvani y Volta descubrieron que la elec-
tricidad se podia producir por medios quimicos, la experimentacion se
simplificé notablemente. Poco tiempo después de Volta se hicieron
importantes descubrimientos. En 1820 Oersted relaciond. el campo
magnético con la corriente y Ampére midi6 la fuerza producida por la
corriente. En 1831 Faraday #, de un modo independiente, Henry,
descubreron la induccion eléctrica, En 1873 el fisico inglés James
Clerk Maxwell reunié éstos y otros experimentos para formar un es-
quema conceptual propiamente dicho. En las ecuaciones de Maxwell,

1 James B. Conant, Science and Common Sense (Yale University Press, Nueva
Haven, Conn. 1951).
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como se conoce este esquema, se explican todos los fendmenos eléc-
tricos y magnéticos de acuerdo con los campos que producen la carga
y la corriente. El éxito del esquema conceptual de Maxwell se corro-
bora, ya que los resultados deducidos de las ecuaciones de Maxwell,
concuerdan con las observaciones realizadas en un perfodo de mas de
100 afios.

En vista del éxito de Maxwell, ;por qué es necesario embarcarse
ahora en el estudio de otro esquema conceptual para los mismos fend-
menos, o sea, el circuito eléctrico? Y lo que también es importante,
jeomo se relacionan los dos conceptos? La respuesta a la primera de
estas preguntas estd en la utilidad practica del concepto de circuito.
Como cuestion prictica, a menudo ¢l interds reside no tanto en los
campos como en voltajes y corrientes. El concepto de circuito favo-
rece el andlisis hecho en funcién del voltaje y la corriente a partir de
las cuales se pueden calcular, si se desea, ofras’ cantidades —tales como
carga, campos, energia, potencia, etc. La segunda pregunta requiere
una contestacion més amplia, asi como una justificacion. En resumen,
los conceptos de circuito se fundamentan en los mismos hechos expe-
rimentales basicos que las ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, el
circuito incluye aproximaciones que no estin comprendidas en el con-
cepto mds general de la teorfa del campo. Es importante que se com-
prenda la naturaleza de estas aproximaciones —las limitaciones de la
teoria de circuitos— antes de desarrollar el tema.

Conviene definir la funcién’ de circuitos' conforme a dos bloques
bésicos: carga y energia. La carga y la encrgia se pueden considerar
como los minimos comunes -denominadores para describir los: fené-
menos- eléctricos, cantidades primitivas en funcién de las ‘cuales se
puede desarrollar el esquema conceptual del circuito eléctrico. Un. cir-
cuito fisico es un sistema de aparatos interconectados. Aqui, el vo-
cablo aparato incluye fuentes de energia, alambres de cenexidn, com-
ponentes, cargas, etc. Un circuito. transfiere y transforma energia; la
transferencia de energfa se logra mediante la transferencia de cargas.
En el circuito, la energia se transfiere de un punto de suministro {la
fuente) hasta un punto de transformacién’ o conversion denominado
carga (o sumidero). En este proceso, se puede almacenar energia.

1-2. CARGA'Y ENERGIA

Al griego Tales de Mileto se le atribuye haber descubierto, aproxi-
madamente en el afio 600 antes de Cristo, que cuando se frota con
fuerza 4mbar con un trozo de seda o piel, el dmbar se “electrifica” y
atrae pequefios trozos de hilo. Siglos més tarde, Coulomb utilizd en
Francia (y por su parte; Cavendish, en Inglaterra) esta misma técnica
de producir electricidad, para establecer la ley de la inversa de los
cuadrados en la atraccién de cuerpos cargados.”

N
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El conocimiento actual de la naturaleza de la carga se basa en el
esquema conceptual de la teorfa atdmica. El dtomo se representa
como un nicleo cargado positivamente, que estd rodeado por electro-
nes de carga negativa. En el 4tomo neutro, la carga total del niicleo es
igual a la carga total de los electrones. Cuando se quitan electrones a
una substancia, ésta queda cargada positivamente. Una substancia que
tiene un exceso de electrones tiene carga negativa.

La unidad bdsica de carga es la del electrén. La unidad MKS de
carga es el coulomb. El electrén tiene una carga de 1.6021 x 10~1?
coulombs.

El fenémeno de la transferencia de carga de un punto de un cir-
cuito a otro se describe mediante el término corriente eléctrica. La
corriente eléctrica se puede definir como la rapidez con la que la
carga eléctrica ‘se transfiere a través de un corte transversal del con-
ductor, Un movimiento desordenado de los electrones dentro de un
metal no constituye una corriente a menos que se tenga una transfe-
rencia neta de carga con el tiempo.

Expresada como ecuacién, la corrients? es

4 .
i=2 (1-1

Si la carga g se mide en coulombs y el tiempo ¢ se mide en
segundos, la corriente se mide en amperes (en honor del fisico fran-
cés André Ampére).” Puesto que el electron tiene una carga de
1.6021 x 10-'? coulombs, se infiere que una corriente de 1 amp
corresponde al movimiento de 1/(1.6021 X 10—1%) = 6.24 x 10'® elec-
trones que pasan por cualquier seccion transversal de una trayectoria,
en 1 segundo.

De acuerdo con el esquema conceptual de la teoria atémica, todas
las substancias se representan como compuestas de itomos. En un
solido, algunos electrones estdn relativamente libres del nicleo, es de-
cir, las fuerzas de atraccién que se ejercen en estos elementos son
extremadamente pequefias. Tales electrones se denominan electrones
libres. Una corriente eléctrica es la rapidez con la que las cargas de
estos electrones libres pasan de un dtomo al siguiente, como se ilustra
en la figura 1-1.

G 24 X 10'% electrones/seg
Ampere de corriente

Figura 1-1. Representacién del é o 3= Carga o> (2/; D_’%

movimiento de carga en un con-
ductor. Area de seccién transversal

2 El sfmbolo  de la corriente se debe al vacablo francés intensité.
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En algunos materiales existen muchos ‘electrones libres, .de manera
que se pueden obtener con facilidad corrientes intensas. Esos materia-
les se denominan conductores. La mayoria de los meteiles y algunos
liquidos son buenos conductores. Los materiales \que:tienen relativa-
mente pocos electrones libres se conocen como . aislantes. Entre los
materiales aislantes més comunes estin el vidrio, la mica;'los pldsticos,
etcétera. Hay otros matediales llamados semiconductores que tienen un
papel importante en la electronica. Los dos semiconductores mds comu-
nes son el germanio y el silicio. el

Se ha generalizado el concepto erréneo de que, puesto que algunas
ondas . eléctricas se propagan aproximadamente a la velocidad de la luz,
los electrones se desplazan dentro del conductor con la misma velo-
cidad. La velocidad media real del desplazamiento de.los_electrones
libres es apenas de unos cuantos milimetros por segundo. (Véase el
ejemplo numérico del problema 1-2.)

Otro esquema conceptual en el que se basa el razonamiento, es el
de la conservacion de la energia. Debido a la preparacién adquirida en
los métodos cientificos, se sospecha inmediatamente de cualquier mé-
todo que pretenda crear energfa. La ley de conservacion de la energia
establece que ésta no crea ni se destruye, sino que tan solo se trans-
forma. La energfa eléctrica se obtiene a partir de la conversién de otra
forma de energia. Existen varias maneras de lograr esto, entre las
cuales estdn las que siguen:

(1) Conversion de energia electromecdnica. El generador giratorio,
disefiado seglin la invencién de Faraday en 1831, produce ener-
gia eléctrica a partir de la energfa mecénica de rotacion. Por lo
general, la energfa mecénica se obtiene al convertir energia tér-
mica por medio de una turbina; a su vez, la energia térmica se
obtiene convirtiendo energia quimica mediante la combustion
de un combustible fésil o nuclear. En algunas ocasiones se ob-
tiene por conversién de energia hidrdulica mediante generadores
hidroeléctricos.

(2) Conversion de energla electroquimica. Las baterias eléctricas

producen energia por conversion de energia quimica. Un uso

potencialmente importante de estas baterias es el del automovil
eléctrico. Las celdas de combustible se incluyen en esta clasifi-
cacién general.

Conversion de _energfy magnetohidrodinamica (MHD). Estos dis-

positivos generan energfa eléctrica a partir de la energia mecd-

nica de un gas ionizado de alta velocidad.

€]

~

(4) Conversion de energia fotovoltica. Los dispositivos de esta cla-
se pueden convertir directamente la energfa luminosa en energfa
eléctrica. La celda solar es el dispositivo mds conocido de este
tipo.
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La funcién de cada una de estas diferentes fuentes de energia eléc-
trica es la misma en lo que respecta a energfa y carga. Por ejemplo,
en una forma de bateria se sumergen dos electrodos metdlicos —uno
de zinc y otro de cobre— en 4cido sulfiirico diluido. La formacién de
iones de zinc y cobre hace que la carga negativa se acumule en los
electrodos. Se obtiene energia mediante la diferencia en la energia de
ionizacion del zinc y el cobre dentro de la reaccién quimica. Al ce-
mmarse el circuito de la baterfa mediante una conexion externa, como
se indica en la figura 1-2; la energia quimica se gastd como trabajo’
para cada unidad de carga al transportar la carga alrededor del circuito

" extemno. La cantidad “energia por unidad de carga” o, lo que es lo

Circuita externo
Flujo de cargas

- N
~Terminal  + Terminal
E

Dispositivo para proporcionar
energia a cuerpos cargados
mediante conversién de
energia quimica

Figura 1-2. Representacién de
una baterfa para ilustrar el flujo
de electrones. El sentido de la
comriente se analiza en la sec-
cién 2-1.

mismo, “trabajo por unidad de carga” recibe el nombre de voltaje. En
forma de ecuacién se expresa como sigue,

=¥ 12
v=- (1-2)

Si w es el trabajo (o emergia) en joules y g es la carga en cou-
lombs, el voltaje v se mide en volts (en honor de Alessandro Volta).
El voltaje de una fuente de energfa se describe a veces por medio del
témmino fuerza electromotriz, cuya abreviatura es fem en los textos de
electricidad. Aqui no se denomina fuerza al voltaje porque esto puede
vonducir a errores.

Si a una cantidad diferencial de carga dg se le da un incremento
diferencial de energfa dw, el potencial de la carga se incrementa por la
cantidad

dw

ik (-3

Si este potencial se multiplica por la corriente, dq/dt, como sigue,

aw ., dq _dw _
Pz il ey -4

se puede ver que el resultado es una rapidez de cambio de energia
que es la potencia p. Por tanto, la potencia es el producto del poten-
cial y la corriente,
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- p=0 (1-5)

La energia, como funcién de la potencia, se encuentra integrando la
ecuacion (14). En consecuencia, la energia total en cualquier tiempo
dado ¢ es la integral

W= J'imp dr (1-6)

El cambio de energia del tiempo #, al tiempo 7 se puede encon-
trar del mismo modo integrando desde f; hasta £,.%

1-3. LA RELACION DE LOS CONCEPTOS
DE CAMPO Y DE CIRCUITO

Al desarrollar el esquema conceptual de circuito se seguirdn tres
etapas idénticas para cada uno de los tres parametros. Estas etapas
son: .

(1) El fenomeno fisico. Se verd en forma cuantitativa un fenomeno
eléctrico que se observa por experimentacién. Esto se hard en
funcién de carga y energia.

(2) Interpretacion del campo. A continuacién se analizard la inter-
pretacion del fenémeno de acuerdo con una cantidad de campo.

(3) Interpretacion del circuito. Por Gltimo, se introducird un paré-
metro de circuito para relacionar el voltaje y la corriente en
vez de la relacién de campo.

1-4. EL PARAMETRO CAPACITANCIA

(1) Fenomeno fisico. La presencia de carga en dos substancias espa-
cialmente separadas —por ejemplo, las que aparecen en la figura 13—
da origen a una “accién a una distancia” en la forma de una fuerza

§ P
o S

Figura 1-3. lustracion de des
ib ias cargadas espaciab

3La ecuacién (1-6) y las que siguen se pueden escribir en funcién de la
variable ficticia x, como

w= Jiwp(x) dx

El uso de ¢ para indicar dos cosas en una ecuacion no debe infundir confusién.
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entre ambas substancias. Este fendmeno se considera una propiedad de
la naturaleza, es decir, un hecho experimental bésico. Coulomb encon-
tré que esta fuerza era de tal indole que “las cargas de mismo signo
se repelen” y “las cargas de signo contrario se atraen” y que la fuerza
varia de acuerdo con la ecuacion

F=%1% 1-7

En esta ecuacidn, F es la fuerza en newtons dirigida de una carga
puntual a otra carga puntual, » es la separacion de las cargas puntuales
en metros, € es la permitividad que tiene un valor para el espacio libre
de 8.854 X 10~!2 farad por metro en el sistema MKS y ¢, y g2 son
las cargas medidas en coulombs. Se debe entender que esta ecuacién
se aplica estrictamente a las cargas puntuales. No obstante, la ecuacion
se puede aplicar a cualquier distribucion de cargas mediante la suma
vectorial de todas las fuerzas.

{2) Interpretacion de campo. Este fenomeno se puede describir en
términos de una fuerza sobre una unidad de carga situada entre dos
cuerpos cargados. Esta fuerza por unidad de carga, es una cantidad
vectorial, ya que la fuerza es una cantidad vectorial; se denomina
campo eléctrico de valor

=£ .
E=2 (1-8)

Como ayuda conceptual, este campo se puede representar por me-
dio de lineas trazadas en el sentido de la fuerza que se ejerceria sobre
la unidad de carga positiva exploradora en cada punto. Estas lineas se
ilustran en la figura 1-4. Tales lineas son ayudas conceptuales: no se
debe pensar que existen en realidad. El campo eléctrico se puede
evaluar para cualquier problema en particular aplicando las ecuaciones
-7y y (1-8).

(3) Interpretacion de circuitos. El campo eléctrico E de la ecuacion
(1-8) existird entre conductores cargados de forma arbitraria. Como
caso especial, véanse los conductores de placa paralela que aparecen en
la figura 1-4. Supbngase que las placas de drea 4 son lo suficiente-
mente grandes para que se pueda despreciar la deformacién de campo
en los extremos de ellas. Sea la carga en la placa superior igual a q.
La densidad de carga en la placa serd g/d. De acuerdo con la ley de
Gauss,

g= f DcoshdS (1-9)
s

en donde D es la densidad de flujo, dS' es un elémento de superficie
y 0 es el dngulo formado entre D y dS; esto permite ver que, para las

£ 4+ 4+ + 4+ +

Figura 14. Lineas del campo
eléctrico o “lineas de fuerza”
entre dos conductores cargados.
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placas paralelas, ¢ = DA. La densidad de flujo y el campo eléctrico
estdn relacionados por medio de la ecuacién © = ¢E, de tal modo que

E= eiA (1-10)

El voltaje estd expresado ahora en funcion del campo eléctrico por
medio de v, = J'DE cos 6 dl. Para las placas paralelas, esto implica que

v=FEd, en donde d es la separacion de las placas. De donde se tiene
que

p .
=(=)g=D 1-11

v (eA)q 7 -1
en donde D se define como la elastancia. La reciproca de D se define
como la capacitancia C. De acuerdo con C, la ecuacién (i-11) se
convierte en

q=Cv (1-12)
de manera que, para las placas paralelas,

€4
C= = (1-13)

Para conductores de otras formas, C se puede determinar mediante
un procedimiento similar. En cada caso, C serd una funcién de la
geometria de los conductores y de e. En la ecuacion (1-12), si q se
mide en coulombs y v en volts, la unidad de C es el farad (en honor
de Michael Faraday), y la unidad D lleva el nombre extrafio de daraf
(que és farad deletreado en sentido inverso). La cantidad C (o la
cantidad D) que caracteriza el sistema en estudio y permite escribir la
simple relaci6n que hay entre v y ¢, se conoce como pardmetro de
circuito, o sea, la capacitancia de un sistema.

Para alcanzar el objetivo propuesto: establecer una relacion entre el
voltaje y la corriente en un sistema capacitivo, queda todavia la tarea
de estudiar lz -elacién entre la carga y la corriente dada por la ecua-
cién

i=

& (1-14)

Si existe una carga inicial en el sistema, qo, y ésta aumenta lineal-
mente con el tiempo, en cualquier instante la carga se puede escribir
como sigue

g=go+kt (1-15)

La corriente se- puede encontrar diferenciando la carga con respecto
al tiempo, lo cual da el valor
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i="i=kf (1-16)

Por tarito, se puede ver que la corriente del sistema es indepen-
diente de la carga inicial que éste tenga. Para ir en otra direccion, la
computacion de la carga, dada la corriente, se integra dg =i dt. Para
encontrar la carga de las placas en el tiempo ¢ se integra sobre todo el
tiempo anterior.

q= L"‘” (1-17)

Esta ecuacion se puede escribir en forma distinta separando la in-
tegral en dos partes.

q=jlidz+j;idz=qn+j;fdt (1-18)

Para Jlegar a este resultado se observa que la corriente para ¢ <0, o
la informacién equivalente, se da casi siempre como parte del pro-
blema, en tanto que la corriente para >0 se desconoce y se debe
determinar. En realidad, no se interesa la corriente dentro del intervalo
—oo<t<0, sino s6lo la integral de esta corriente, que es la carga
acumulada en las placas del capacitor como resultado de toda la co-
rriente para el tiempo anterior a t =0. Esta cantidad constante se desig-
na como go. Volviendo una vez mis a la relacién q = Cv, la corriente
y el voltaje se relacionan por medio de la ecuacién

S
,Z(Fv? : (1-19)

Si la capacitancia C no varia con el tiempo (o con la carga), en-
tonces

. Ady
i=CZ 1-20
b (1-20)
Sin embargo, si C no es constante, sino que varfa como uma fun-
cién del tiempo, la corriente se debe encontrar a partir de la relacion
general
i=4

-2 (Cv)zcd_”+v‘;_f (121

dt

Del mismo modo, principiando con la ecuacién v =Dyq, se encuentra
que

< 1,
szfﬂ,ldtzﬁf_m’dt (1-22)

Las ecuaciones (1-19) 'y (1-22) relacionan al voltaje y la gorriente
para un sistema capacitivo a través del parametro de circuito C.
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Figura 1-5. Un .capacitor im-
pulsado por motor produce una
capacitancia que varfa con el
tiempo, como $¢ ilustra en (),
de tal manera que la corrente
de la baterfa es la que se mues-
tra en (¢).
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EJEMPLO 1

En el dibujo de la figura 1-5(a) se muestran dos placas, a una de las
cuales la impulsa un motor de velocidad constante, de tal manera que
la capacitancia entre las dos placas varia de acuerdo con la ecuacion

C) = Cy(1 — cos eaf) (1-23)

Si el potencidl de la baterfa permanece constante a V volts, la
corriente, como funcion del tiempo, se puede encontrar por medio de
la ecuacién 1-21 como sigue

- % (Co) = % = wC,Vsen ot (1-24)

Esta variacion de la corriente en funcion del tiempo se muestra en
1a figura 1-5(c).

De acuerdo con la relacion q = Cv, se puede ver que un cambio
instantineo en el producto C¥ implica un cambio instantaneo en g, 1o
que a su vez, implica una corriente infinita. Al estudiar sistemas fi-
sicos, se excluye la posibilidad de una cormente infinita. Las conclu-
siones a que de acuerdo con esta restriccion se llega en el capitulo 8
se volverén a ver cuando se estudie la idealizacién matemitica de una
funcion de una duracion extremadamente pequefia y una magnitud
extremadamente grande conocida como funcion de impulso. Abhora se
exaninardn las consecuencias de suponer que los valores de la corrien-
te tienen un limite finito. De acuerdo con el intervalo At=1ty ~ b,
en donde g o Cv cambia en una cantidad finita como se ilustra en la
figura 1-6, At no puede ser cero. £l cambio instantdneo de Cv que se
indica como la curva 1, queda descartado. Los cambios tipicos de Cy
0 g que se permiten son los que sefialan las curvas 2y 3.

! 2 {posible)

~3 {posible)

! Figura 16, lustracién de los
posibles cambios en el tiempo
del producto Cv en un sistema
fisico.

(v} o q

t; At t;  tiempo

De acuerdo con otro planteamiento, la carga se da como

¢

q(t) = g, + j idt (1-25)
0

mediante la ecuacidn (1-18). La integral de esta ecuacion no puede

tener un valor finito para tiempo cero con i finita; en otras palabras,

lim { idt=0, iz (1-26)

e Y0
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Figura 1-7. Integracidn de la
corriente para dar la caiga, in-
terpretada como la swna de
4reas infinitesimales.

El proceso de integracion se ilustra en la figura 1-7 como la suma
de las 4reas infinitesimales, siendo i la altura y d¢ el ancho. El inter-
valo de 1= 0 a t; debe ser mayor que cero para cualquier drea que se
vaya a sumar.

Estas ecuaciones matemdticas ayudan a visualizar el requisito de que
fa carga en un sistema capacitivo no puede aumentar o disminuir en
tiempo cero. No obstante, la capacitancia o el voltaje pueden cambiar
instanténeamente siempre y cuando el producto de las dos cantidades
se mantenga constante, como sigue

Cw, = (v, (1-27)

en donde los subindices 1 y 2 se refieren a las condiciones que exis-
ten en tiempos separados por un intervalo pequefifsimo (por ejemplo,
antes y después de cerrar un interruptor).

En la mayorfa de los casos que se veran, la capacitancia de una red
no cambia con el tiempo. De acuerdo con esta condicion, 1a exposi-
cién anterior se simplifica para llegar a la conclusion importante de
que el voltgje en un sistema capacifivo no puede cambiar instantd-
neamente.

1-5. EL PARAMETRO INDUCTANCIA

(1) El fenomeno fisico. En 1820 Oersted hizo el importante descu-
brimiento de que la fuerza entre dos substancias cargadas depende de
la rapidez del flujo de la carga (la corriente). En el experimento de
Oersted, la aguja de una brijula se desvi6 debido a la presencia de un
conductor portador de corriente, indicando que el efecto se relacio-
naba con el magnetismo. En el mismo aflo, Ampére mjdi6 la fuerza
producida por la corriente y expreso la relacién en forma de ecuacion.
Este efecto magnético es una “accion a distancia”, al jgual que sucede
en el caso de la fuerza entre cuerpos cargados. Esta “accién a distan-
cia” es un hecho bésico observado, es decir, no se deduce de otros
conocimientos.

(2) Interpretacion de campo. El fenbmeno antes descrito se puede
interpretar de acuerdo con la fuerza por unidad de polo magpético en
todos los puntos del espacio. Oersted descubrié que esta fuerza estaba
dirigida a dngulo recto con el conductor portador de la corriente. De
acuerdo con la geometria de la figura 1-8(c), Ampére describié una

;___—
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Figura 1-8. Identificacién de
las cantidades que determinan el
campo magnético en el punto P
,a partir de la ecuacién 1-28.

Figura 1-9. Convenciones acer-
ca del campo magnético y del
fluyjo para una corriente cuyo
sentido es hacia afuera de la pd-
gina.
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densidad de campo magnético B, la fuerza por unidad de polo magné-
tico con un valor de

i cos & dl
dB = "47— (1-28)

en donde g es la permeabilidad magnética que es funcién del medio
en que existe el campo magnético, i es la corriente en amperes y las
otras cantidades se definen en la figura. La figura 1-9(z) muestra el
corte transversal de un conductor que porta una corriente. De acuerdo
con la ecuacién (1-28), la densidad del campo magnético serd cons-
tante a una distancia constante del conductor. Se pueden trazar lineas
continuas con flechas para indicar el sentido de B, como una ayuda
conceptual. Estas son lineas de densidad del campo magnético o “li-
neas de fuerza”. Para geometrias mds complejas que la que aparece en
la figura 1-9(a), la posicién de las lneas se puede encontrar integran-
do la ecuacion (1-28) o moviendo. experimentalmente un polo magné-
tico “puntual” (si existiera) de un lugar a otro en el espacio. Una
briijula puede dar una indicacién aproximada de los sentidos.

A veces es conveniente reemplazar las lineas de densidad del campo
magnético por lineas de flujo magnético definidas por la ecuacion
integral

¢= LBcosﬂdS (1-29)

en donde @ es el dngulo entre la superficie de integracién y la den-
sidad de campo B. Si las corrientes de cada uno de los ¥ conductores
que se representan en la figura 1-9(b) estdn en un sentido tal que sus
flujos se suman, entonces, se dice que existen V¢ concatenamientos de
flujo.* No obstante, si las lineas de flujo ¢, enlazan a N; conduc-
tores, las lineas ¢, enlazan N, conductores y asi sucesivamente, el
nimero total de enlaces. de flujo o flujo concatenado se encuentra me-
diante la suma algebraica

y=3 N4, (1-30)

Suponiendo que todas las lineas enlacen o concatenen a todos los
conductores, la ecuacién (1-29) se puede modificar para dar el flujo
concatenado como

W:NJ'SB cos 84S L (13D

4 Pard una exposicién de algunos de los problemas encontrados en el uso (y
las aplicaciones equivocadas) del concepto del flujo concatenado, véanse .dos
obras clasicas: Joseph Slepian, “Lines of Force in electric and magnetic fields™,
Am. J. Phys, 19, 87 (1951), y L.V. Bewley, Flux Linkages and Electromag-
netic Induction (The Macmillan Company, Nueva York, 1952; reimpresa por
Dover Publications, Inc., Nueva York, 1964 ). ) :
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El siguiente descubrimiento experimental - bisico se le atribuye a
Faraday. Faraday experimenté con dos circuitos conductores préximos
en el espacio. Encontré que un campo magnético varighle producido
por un circuito inducia un voltaje en el otro. El campo magnético
variable se podia producir mediante (1) un conductor que se desplaza
en el espacio o (2) una corriente que cambia con el tiempo,

Faraday no represent6 este método de inducir un voltaje como si
fuera una “accién a distancia”, sino en funcién de los cambios en el
flujo concatenado. Un conductor que se mueve en un campo magné-
tico (como sucede -en el “caso de un generador) se considera que “cor-
ta flujo” y, por tanto, “reduce el flyjo concatenado”; el voltaje que se
induce en un conductor estacionario (como en un transformador) se
considera como algo originado por un “flujo concatenado variable” en
el tiempo. Estas representaciones son valiosas como ayudas conceptua-
les siempre y cuando no se les dé un significado fisico al flujo conca-
tenado que, después de todo, sélo es un medio para explicar la accién
a distancia. La ley de Faraday es

=
v = k;l— (1-32)
en donde k es una constante de proporcionalidad. En el sistema MKS,
las unidades se seleccionan de tal manera que k tenga el valor de Ia
unidad: Cuando ¢ estd en weber-vueltas, ¢ esti en segundos y k=1,
entonces v estd en volts.

(3) Interpretacion de circuito, Para deducir la relacién de circuito
entre voltaje y corriente en el sistema descrito en (2), se principia con
la ley de Faraday,

= -
v=2 (1-33)
o su forma integral equivalente
v=[ va (1-34)

Incidentalmente, se observard la semejanza de esta expresién con la
que corresponde a la carga en términos de la corriente,

q :f idr (1-35)

Comparando las dos ecuaciones, se puede ver que ¢ es al voltaje
como la carga es a la corriente. Ahora, el flujo concatenado se rela-
ciona con el campo magnético mediante la ecuacién (131) y, a su
vez, la densidad del campo magnético se relaciona con la cotriente por
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la ley de Ampere, ecuacion (1-28). Al hacer estas substituciones, Supo-
niendo que i se puede eliminar de la integral S se tiene .que

el

El término ae la integral, que se puede - evaluar mateméticamente
para figuras geométricas simples 0 se puede encontral midiendo ¥ € i,
se define como el pardmetro inductancia (o € coeficiente de induc-
tancia). Si ¥ ¢ i se refieren al mismo sistema fisico, €l parimetro s¢
define como autoinductancia, representada por 1a Jetra L como

y=Li (-30

Sin embargo, si una corriente i1 produce un flujo concatenado Y2
en otro circuito, el pardmetro es de inductancia mutua 'y ¢l simbolo
se cambia a M, como sigue

y, = Mails (1-38)

(Nuevamernte, note l1a similitud enire estas ecuaciones y 1a relacion
g=Cv) Al substituir 1a ecuaciéni (1-37) en ia ley de Faraday, se
obtiene una ecuacidn que relaciona 2l voltaje ¥ ja corriente dentro de
un circuito magnético, :

Cp= A i) (1-39)
\ dt /
N e

5 Gi el sistema acoplado magnéticamente €8 no lineal, por contenel algun
medio saturable, se puede decir que el flujo concatenado con el ciscuito k €
una funcion de las corrientes de todos los ofros circuitos acoplados,

Y= Wk(il»iZyily-'-;in)
De acuerdo con la eonacion (1-32), € voltaje en €l circuito k estd dado POF la
ley de Faraday como sigue:
_dyydwndi  Ovediz dypdie o ... 00ndi
o= =G G a e Y A

Cada término de derivada parcial se evalia manteniendo constantes todas las
demds cotrientes. Estos términos se pueden definit como coeficientes de induc-
tancia, de manera que el voltaje s convierte en

P i di di
vk =Mklé‘;—,‘+Mk2%:‘+"'+ka—lek o Mg
en donde M representa 1a inductancia mutua ylLla autoinducmncia Cuando el

gistema es lineal, est2 ecuacion se reduce 2 ja que mis adelante S identifica
como (1-51).
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(en donde M substituye a L en los casos apropiados). Si la inductancia
no varfa con el tiempo, la ecuacién (1-39) se convierte en

v=L1% (1-40)

La ecuacion (1-39) se puede integrar para dar
i= i var (1-41)
L)..

La cantidad (1/L) se representa a veces mediante el signo I', que es
la letra “gama” maytscula del alfabeto griego. El henry (designado en
honor del cientffico estadounidense Joseph Henry) es la unidad MKS
para la inductancia.

En el caso del sistema capacitivo, se encontrd que la carga y el
producto Cv no pueden cambiar instantineamente. Se podrfa pensar
que existe una relacion similar para un sistema inductivo en vista de
las analogias que se han sefialado anfes. En efecto, existe esta relacion
que se puede encontrar, con ayuda de la ecuacién (1-34), en la si-
guiente forma:

w=wu+fnvd1 (1-42)

De acuerdo con los argumentos que se dan en la seccion anterior
respecto a la capacitancia, la integral de esta ecuacion tiene un valor
cero para t=0, suponiendo que v es finita. Por tanto, en un sistema
alterado en forma instantinea —por gjemplo, cerrando un interruptor—
el flujo concatenado debe ser el mismo antes y después de que se
altera el sistema, pero solo durante un intervalo extremadamente COI-
to. De acuerdo con la ecuacién (142),

W =y, = una constante (1-43)

que equivale a decir que el flujo concatenado no puede cambiar ins-
tantdneamente en un sistema determinado. Esta conclusion se describe
como ¢l principio del flujo concatenado constante. Si se hace que el sub-
tndice 1 se relacione con el tiempo inmediatamente antes de que se altere
¢l sistema y el subindice 2 se relacione con ¢l mismo sistema después de
que se altera, estos conceptos se pueden resumir mediante las ecua-
ciones

vi=y: of Lii=Lh (1-44)

El principio del flujo concatenado constante. es similar al principio
de la conservacién de la cantidad de movimiento en la mecanica. La
analogfa es util debido a que a veces es mis facil visualizar los cam-

e
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bios en un sistema mecénico que en un circuito eléctrico. La ley de
fuerza, de Newton. es

F= 7 My (1-45)

en donde F es la fuerza, M la masa y v la velocidad. E} producto My
se conoce como cantidad de movimiento; la cantidad de movimiento
de un sistema no puede cambiar en forma instantinea. En un sistema
como el de un cohete, en donde se pierdc masa en funcién del tiem-
po, la velocidad debe cambiar en tal forma que la cantidad de movi-
miento permanezca constante. Se verd que existe un nimero de leyes
de conservacién andlogas:

(1) La conservacién de la carga:
9i=q. y Cuw =Cpu, i oo
(2) La conservacién del flujo concatenado:
vy=vw, y Lj =L, CEN)
(3) La conservacién de la cantidad de movimiento:
p=p, y My =My, F# oo

Cuando la inductancia se mantiene constante, se produce una im-
portante especializacién del principio del flujo concatenado constante.
En un sistema inductivo fijo, la corriente no puede cambiar instanti-
neamente.

EJEMPLO 2

En un determinado sistema inductivo se tiene la forma de onda de
corriente que aparece en la figura 1-10. Se debe encontrar el voltaje

i ‘4\ Figura 1-10, La variacién de co-
n 1 mriente en - funcién del tiempo

' 1 2 3 4 ¢t que se considera en el ejem-
plo 2.

que produce esta forma de onda de corriente y la carga asociada,
expresindolas ambas en funcion del tiempo. Se supondrd que L per-
manece constante. La relacion v = L(di/dt) indica que el voltaje se
puede encontrar diferenciando la corriente y multiplicando por una
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constante. El resultado se ilustra en la figura 1-11. La carga se puede
- determinar integrando la corriente para dar el resultado que se sefiala
en la figura 1-12.

Figura 1-11. Forma de onda del
voltaje comespondiente a la co-
tdente de la figura 1-10, en un
inductor.

Figura 1-12. Forma de onda de
la carga comespondiente a la co-
miente de la figura 1-10. L B

Es importante que se pueda aplicar el concepto de Ia inductancia a
varios sistemas con acoplamiento magnético. En la figura 1-13 se ilus-
tra un conjunto de tres bobinas acopladas magnéticamente. Para sim-
plificar el sistema por ahora, sean i e i3 =0y se considerari el
efecto de la corriente 7,. La corrente iy produce el flujo concatenado
¥ que, de acuerdo con-la ecuacién (1-37), ¢s

W= L, (=15 =0) (1-46)

en donde L, es el parimetro de autoinductancia (Uamado casi siempre
s6lo inductancia). En cada uno de los otros circuitos, 7; producird un
flujo concatenado proporcional 2 su pardmetro de inductancia mutua,
Para el sistema particular que se estudia,

Ya=Myi, y Wy = My, (2 =1i=0) (1-47)

El orden de los subindices de M Tequiere una mayor atencidén. De
acuerdo con las dos ecuaciones, debe de quedar claro que el primer
subindice se refiere al flujo concatenado y el segundo a la corriente.
Este acuerdo particular se ha aceptado para dar la simetria deseada a
las ecuaciones generales, que es el siguiente tema de estudio. Una
ayuda para recordar este acuerdo en particular es que los subindices
estin en el orden de “efecto, causa”, si se supone que, para esie
esquema conceptual, la corriente produce el flyjo.

En el caso general, se tendrin fuentes o cargas conectadas a cada
una de las bobinas que aparecen en la figura 1-13 Y ninguna corriente
serd cero. Se supondrd por ahora que los sentidos de las corrientes y
los sentidos de los devanados de las bobinas son tales que todos los
flujos concatenados son aditivos, posponiendo el caso mds general para
el capitulo 2. El flujo concatenado total en la bobina 1 se compone
del flujo concatenado producido por la corriente en la bobina 1 mds

Figura 1-13. Representacién ¢
tres bobinas acopladas magné
camente,
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los flujos concatenados producidos por las corrientes i e i3. En forma
de ecuacion, esto se expresa como

w, =L, + Miais + Mishs (1-48)
y lo mismo para las otras dos bobinas,

W2 = Muiy + Loy + Msis (1-49)
Wy = Mayi + My,i, + Lsis (1-50)

La simetrfa que se vio en el parrafo anterior es evidente ahora. Los
coeficientes de inductancia mutua tienen subindices que designan tanto
el renglén como la columna en ¢l arreglo de ecuaciones anterior.

El interés que aqui se tiene por flujos concatenados constituye solo
un punto de apoyo para los voltajes. El voltaje que se induce en cada
bobina estd dado por la ley de Faraday como la rapidez de variacion
del flujo concatenado. Si los pardmetros de inductancia son constantes,
estos voltajes se determinan facilmente mediante diferenciacién y son

”1=L1%+ M”%—FM”% 1-51)
vy = M Bt 1 B4, G (1-52)
vy = Mo G2 M, 2 LG (1-53)

En los capitulos 2 y 3 se estudiaran las condiciones en las que son
negativos algunos de los términos de estas ecuaciones.

1-6. EL PARAMETRO RESISTENCIA

(1) Fendmeno fisico. El paso de electrones a través de un material
1o se logra sin que éstos sufran choques con otras particulas atémicas.
Es mis, estas colisiones no son eldsticas y se pierde energia en cada
una de ellas. Tal pérdida de energia por unidad de carga se interpreta
como cafda en el potencial a través del material. La cantidad de
energia que pierden los electrones se relaciona con las propiedades
fisicas de una substancia en particular.

(2) Interpreracion de campo. El fisico alemén Georg Simon Ohm
descubrié experimentalmente que existe una relacién entre la corriente
en una substancia y la cafda de potencial. De acuerdo con el concepto
de campo, el cambio en energia por unidad de carga produce una
f“efza por unidad de carga —o campo eléctrico. Este efecto se puede
interpretar en términos de un campo en &l sentido de la corriente a
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través de la substancia conductora. El experimento de Ohm se puede
expresat de acuerdo con este campo y la corriente por unidad de drea
transversal como

J=oE (1-54)

en donde, en unidades MKS, J es la densidad de corriente en amperes
por metro?, E es el campo a lo largo de la substancia conductora en
volts por-metro, y o es la conductividad de la substancia, que es una
constante para cada material.

(3) Interpretacion de circuito. Si la substancia portadora de la co-
rriente tiene una geometria idealizada, tal como la que se'indica en la
figura 1-14(b), se puede reducir la forma de campo de la ley de Ohm
para relacionar la corriente y el voltaje. Si el conductor es de seccién
transversal uniforme, la corrente y la densidad de corriente se pueden
relacionar mediante la ecuacidn

i:j Jcos@dS =JS (1-55)
5

en donde S es el drea del corte transversal. Para la misma geometria
simple, el campo eléctrico es uniforme y estd dirigido en el sentido
longitudinal del alambre conductor, es decir,

v=El . (1-56)

como un caso especial de la relacion méds general

0= f'Ecos odl (1-57)
I

Pequefia secion
uniforme

Figura 1-14. Conductores e identificacién de las cantidades in-
cluidas en la ley de Ohm.

6 En realidad, la ecuacién (1-54) es un caso especial que es vilido sblo para
substancias isbtropas. De igual manera, 0 es independiente de la magnitud de
E solo para el rango lineal de operacidn.

|
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Al substituir las ecuaciones (1-55) y (1-56) en 1a forma de campo
de la ley de Ohm, la ecuacién (1-54) da

La cantidad (//oS), que es una constante para la geometria cons-
tante del conductor, recibe el nombre de pardmetro resistencia, o sim-
plemente resistencia, y se representa mediante la letra R. Para formas
geométricas distintas de la sencilla que se ilustra en la figura 1-14(p),
serd mas dificil calcular el coeficiente que relaciona la corriente y el
voltaje para una substancia. No obstante, la medicién de la corrente y
el voltaje puede establecer el valor del parimetro resistencia y evitar el
problema de célculo. La ley de Ohm se puede escribir como

v=Ri (1-59)
o bien, en funcién de la carga, como

— R% .
v=_RY (1-60)

La ecuacién v = Ri se escribe a veces en la forma
i=Gv (1-61)

en donde G = 1/R se conoce como conductancia. En el sistema MKS,
la unidad de resistencia es el ohm y la de conductancia es el mho.

A pesar de que ahora es muy conocida la ley de Ohm, este fisico
fue ridiculizado por los cientificos de su tiempo cuando anuncid su
ley en 1826, y no fue sino hasta 30 afios més tarde cuando por fin se

Potencia, p
uxi

Voltaje / \ Corriente

R—x—f
. / x\
2we=vxq / I 2= I

v =
/"\\
: zlz Ny L
Energfa eléctrica i a I Energia magnética
almacenada 1 / \ 1 almacenada
\ | / '\ /
q ¥
Carga Flujo
Figura 1-15. Grifica que ilustra las relaciones de las cantidades

basicas en funcién de los pardmetros de circuito. (Tomado de
M. Kawakami, EREM Chart, Kyoritsu Shuppan Co., Tokio.)
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aceptaron sus ideas. Por supuesto, se debe recordar que los conceptos
de corriente y voltaje no se habian comprendido del todo en sus dfas,
y Ampére fue el primero que establecié, en 1820, una distincién entre
las dos cantidades. Incluso hoy en dfa, cuando se lee en los periddicos
declaraciones tales como “pasaron 10,000 volts por su cuerpo”, se
-omprende que la distincidn no ha quedado del todo clara para los
legos en la materia.

Algunas de las relaciones que se han visto hasta ahora en este
capitulo, se resumen en forma compacta en la figura 1-15 y en forma
tabular en Ia tabla 1-1. Estas ecuaciones se encuentran con tanta fre-
cuencia en el estudio de la mgenierfa eléctrica, que hay que memori-
zarlas.

TABLA 1-1. RESUMEN DE RELACIONES PARA LOS PARAMETROS

Relacion

Pardmetro|  bdsica Relaciones voltaje corriente

vR = Rig wa= [ vainds
vL*L%
o= ka  g-cfe wo = § Co?

1-7. UNIDADES Y ESCALAS

Las unidades para describir circuitos que se han introducido hasta
ahora en este capitulo se resumen en la -tabla 12, y los prefijos
aceptados aparecen en la tabla 1-3. Estas unidades forman parte de un
sistema que se designa con el nombre de Sistema Internacional de
Unidades (International System of Units) y son las que se usan con-
vencionalmente en la ingenieria eléctrica. En aplicaciones de ingenieria
se utilizan otras unidades que son multiplos o submiltiplos de dstas y
que llevan los prefijos que se indican en la tabla 1-3. Por ejemplo, en
circuitos electronicos, los valores de capacitores se expresan casi siem-
pre en microfarads (uF) o en picofarads (pF), los de inductores en
milihenries (mH), etc.

Para facilitar los calculos, se usardn con frecuencia valores de pari-
metros que son valores pequefios enteros dentro del rango de 1 a 10,
en vez de emplear valores que representan situaciones reales de la
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TABLA 1-2. RESUMEN DE SIMBOLOS Y UNIDADES

Abreviatura
Unidades de la

Cantidad Stmbolo*  Unidad equivalentes unidad
Carga q coulomb —_ C
Corriente i1 ampere coulomb/segundo amp
Flujo concatenado i webervoelta  — Wb
Energia w, W joule newton-1aetro I
Voltaje v V volt joulelcoulomb v
Potencia p P watt joulefsegundo w
Capacitancia c farad coulomb/volt F
Inductancia LM henry weber/ampere H
Resistencia R ohmj volt/ampere Q
Conductancia G mho foigiesn  ampere/volt ols
Tiempo t segundo — seg.
Frecuenciz f hertz ciclos/segundo Hz
Frecuencia w radidn/scgundo W= 27f ninguna

* En los casos del voltaje, la corriente, la energia v 1a potencia, las mindsculas
indican casi siempre una cantidad que varia en funcion del tiempo, ¥ las
mayisculas una cantidad que no varia con el tiempo (por ejemplo, un pro-
medio).

TABLA 13.
Factor por el que se

multiplica la unidad Prefijo Simbolo

1042 tera T
10° giga G
108 mega M
10° kilo k
102 . hecto h
10 deca da
1074 deci d
1072 centi <
1073 mili m
10-6 micro W
1072 nano n
10712 pico p
10713 femto f
1018 ato a

.

ingenierfa préctica. Se encontrard una buena justificacion de esta prac-
tica, ademds de la facilidad de cdlculo, cuando se estudie 1a frecuencia
y la impedancia. En resumen, las técmicas de escalas, que € den en el
apéndice C, hacen posible cambiar los valores practicos a un rango de
enteros pequefios para realizar €l andlisis © ol disefio. Aqui se estd
dando una anticipacion de lo que més tarde serd una situacién normal.
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1-8. ENFOQUE DE UN SISTEMA FISICO COMO CIRCUITO

Ya se estudié la forma en que tres fendmenos eléctricos observados
experimentalmente se pueden describir en funcién de los paréametros
de circuito. Un problema al que se deberd hacer frente finalmente al
usar el concepto de circuito, es el de representar un sistema fisico de
acuerdo con estos parametros. Por ejemplo, ise puede dibujar un cir-
cuito que represente un motor eléctrico, un cristal piezoeléctrico, una
bobina de alambre, una aniena o un circuito integrado sobre un trozo
de silicio?

Supéngase que se examina un sistema fisico arbitrario, buscando por-
ciones del sistema que se puedan substituir por pardmetros eguivalen-
tes. Es posible que los efectos resistivos sean mds faciles de distinguir.
Una parte del sistema hecho con material de alta resistividad, con
4reas transversales pequefias y longitudes apreciables, se podrfa recono-
cer como equivalente a una resistencia grande y se podria distinguir
con facilidad de otra parte del sistema con una resistencia pequefia. Se
ha descubierto que existe un efecto capacitivo entre dos partes cuales-
quiera de un sistema. Si las dos partes constituyen un sistema donde
se pueden concentrar las cargas, produciéndose un intenso campo eléc-
trico —por ejemplo, una gran drea para almacenar carga y una distan-
cia pequefia entre una parte y otra— es grande la capacitancia de esta
parte del sistema. Por {iltimo, un efecto inductivo se asocia con cada
conductor portador de corrente y un efecto de inductancia mutua
entre cada par de conductores de los cuales por }o menos uno lleva
corriente. Si los conductores se localizan dentro del espacio en tal
forma que los campos magnéticos se refuerzan entre si, entonces es
grande la inductancia —ya sea, autoinductancia o inductancia mutua—
de esa parte del sistema.

Esto es lo que se puede decir respecto 2 los efectos grandes. ;Y qué
se puede afiadir acerca de efectos més pequefios o secundarios que se
pueden reconocer mds o menos en la misma forma? jExactamente,
cudntos efectos hay que tomar en cuenta al representar un sistema por
medio de pardmetros equivalentes?

Se puede responder a estas preguntas formulando otra mis: (Qué
tan buenos resultados ‘esperamos _obtener? La exactitud de los resulta:

dos se determina mediante el numero de efectos eléctricos indepen-
dientes que se tomen en cuenta por medio de un pardmetro. Hay un
punto en el que debemos detenemos y, en este mismo punto, €s
necesario hacer una aproximacion.

Las aproximaciones requieren un criterio de ingenieria. Una aproxi-
macién que es vilida en un caso no lo serd necesariamente en otro.
En muchos casos practicos, la resistencia y la inductancia de alambres
de conexién son tan pequefias que Se pueden despreciar. De igual
manera, en la mayoria de los casos de capacitores comerciales se pue-
de hacer caso omiso de los pardmetros inductivo y resistivo. Con

L
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Figura 1-16. Una forma de cir-
cuito equivalenie © modelo para
(6) uma aniena excitada en su
extremo, (b} un cristal p{ezo—v
eléctrico y () un diodo tinel.
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mucho menos frecuencia se pueden despreciar la resistencia y la capa-
citancia de las bobinas.

En la exposicion que se hace en otros capitulos se supondrd que
cuando se da una representacidn esquemdtica de un sistema se han
tomado en cuenta todos los pardmetros significativos. El individuo que
elabord el problema efectud un juicio de ingenieria; pero cuando el
estudiante aplica finalmente las técnicas de andlisis 2 un problema que
él formula, las cuestiones ‘asociadas con la aproximacién también se
deben contestar. Es dificil responder a tales preguntes en los libros de
texto. Por lo general, la experiencia es el mejor maestro.

La aproximacién no es, de ninguna manera, una caracteristica ex-
clusiva del andlisis de circuitos. Para resolver problemas al calcular los
campos eléctrico y magnético para todas las posiciones en el espacio,
se tendrdn con toda seguridad aproximaciones ya sea en las represen-
taciones del sistema fisico por ecuaciones matemdticas o en la solucién
de tales ecuaciones. La aproximacion y el andlisis van siempre unidos.
Ignorar el problema de aproximacién equivale a no entender los resul-
tados del andlisis.

En muchos casos no se principia con un sistema desconocido que
se vaya a representar mediante un circuito, sino, por el contrario, con
componentes comerciales que, combinados, forman un circuito. No
obstante, un componente denominado inductor no se comportard
como un elemento puro. En algunas circuntancias, presentari efectos
capacitivos y resistivos. Estos efectos indeseables se distinguen comin-
mente con el adjetivo pardsitos. La decision de cudles efectos se deben
tomar en cuenta implica el mismo juicio de ingenierfa que se citd
anteriormente. Los efectos pardsitos se pueden despreciar sélo en tanto
la aproximacion sea util.

En todos los casos se ha supuesto que los campos magnético y
eléctrico estdn aislados y que no hay interaccién entre ambos. Si se
registra tal interaccién, parte de la energfa se pierde por radiacion.

Para llegar a las ecuaciones correspondientes a los parametros de
circuito, ccuaciones (1-11), (1-36) y (1-58), fue necesario hacer las
siguientes aproximaciones de simplificacion: (1) que la carga no varia-
ba con las dimensiones y (2) que la corriente no variaba ni con la
longitud del conductor ni con el drea transversal. Si no es posible
aplicar estas suposiciones, los valores de los parametros son diferentes
y dificiles de calcular.

Para ilustrar la forma en que la corriente y la carga pueden variar
con el tamafio del sistema, supdngase que se hace fluir la corriente
solo por un intervalo muy breve y que este flujo pulsado se repite, a
un ritmo periddico, un gran niimero de veces cada segundo. En estas
condiciones, la corriente y la carga no serdn uniformes en todo el
sisterna. Se pueden imaginar algunas porciones del sistema con carga y
otras sin ella. Si éste es el caso, las expresiones generales se deben
utilizar para evaluar los pardmetros de capacitancia, inductancia y resis-
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tencia. Estos nuevos valores de pardmetros, calculados o medidos,
serdn diferentes de los que se determinaron con una corriente y una
; carga uniformes en el sistemna. ¢Se deben calcular los parimetros de
| un sistema para cada corriente diferente?
! La respuesta a esta pregunta es, una vez mds, un caso prictico de
criterio ingenieril. Ciertamente, habri condiciones que requieran algin
valor efectivo de los pardmetros —calculados para una forma de onda
en funcion del tiempo- que se deberdn usar. Pero en muchos casos,
da resultados satisfactorios la aproximacion de que los valores de paré-
metro son los que se encuentran en condiciones 1o variables o ests-
ticas. Esta aproximacion es estrictamente vilida en los casos en que la
variacién de la corriente y la carga es lenta, el llamado estado casi
i estacionario. En los siguientes capitulos se supondrd que se opera en
tal estado. Por tanto, se supondrin pardmetros constantes bajo varia-
ciones de corriente y de carga.
: También se supondrs que los pardmetros son constantes para varia-
ciones de la magnitud de la carga, corriente o voltaje. Por tanto, como
se indica en la figura 1-17, un dispositivo que tiene caracteristicas no

v Dispositive

i

)

Figura 1-17. (@) Un dispositivo ¥ sus relaciones de voltaje y co-
miiente, y (b) la idealizacién correspondiente o modelo que es
un resistor con una relacién lineal entre v e ;,
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Figura 1-18. Caracteristicas no lineales: (@) 1a de un inductor
con histéresis y (b) la de un capacitor. Si las 1ineas caracterist-
cas son Tectas y pasan por el origen, s¢ dice que el elemento es
lineal y el pardmetro de red es una constante.

lineales de voltaje y corrente se representa mediante un modelo, una
resistencia en este caso, para el que el voltaje y 1a corriente tienen
una relacién lineal. Se dice que un sistema compuesto de tales elemen-
tos es lineal. Se supondrd que todos fos sistemas que se van a estudiar
(a menos que se especifique otra cosa) son lineales; en consecuencia,
se excluyen los elementos y los sistemas 70 Jineales. En la figura 1-18
se ilustran dos sistemas de esta naturaleza por medio de sus caracteris-
ticas. El sistema inductivo representado en la figura 1-18() tiene una
no linealidad tipo histéresis, en tanto que la caracteristica del sistema
capacitivo de la figura 1-18(p) tiene una relecién no lineal entre ¢ ¥y
». Algunos sistemas no lineales se pueden representar como lineales en
ciertas condiciones. Los transistores son elementos no lineales; pero
para ciertos andlisis se puede considerar que son lineales para una
gama restringida de operacion.

Ademis de la suposicion de linealidad, s incluird el requisito de
que todos los elementos dentro de un sistema sean bilaterales. En un
sisterna bilateral existe la misma refacion entse corriente y voltaje inde-
pendientemente del sentido de la corriente. Por el contrario, un siste-
ma unilateral tiene diferentes leyes que relacionan la corriente al vol-
taje para los dos sentidos posibles de corriente. Como ejemplos de
elementos unilaterales estin los diodos al vacfo, los de silicio, los

rectificadores de selenio, etc.
Muchos sistemas eléctricos estin fisicamente distribuidos en el espa-

cio. Por ejemplo, una linea de transmisién se puede extender por
varios cientos de kilémetros. Cuando una fuente de energia se conecta
a la linea de transmision, la energia se transporta casi a la velocidad
de la luz. Debido a esta velocidad finita, no todos los efectos eléctri-
cos se desarrollan en el mismo instante. Siendo éste el caso, lag restric-
ciones que se vieron antes se aplican al calculo de los parimetros de
circuito. Cuando un sistema estd tan concentrado en el espacio que 1a
suposicion de acciones simultdneas en todo el sistema es una buena
aproximacién, se dice que ¢l sistema ests concentrado. En esta obra se
estudiarin solo sistemnas concentrados.
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Este planteamiento del circuito a la aproximacion de un sistema
impide observar un efecto que.generalmente se describe de acuerdo
con la interaccibn de los campos eléctrico y magnético. Como una
aproximacién, se ha supuesto que el campo magnético se relaciona
solo con un sistema inductivo y que el eléctrico se asocia sdlo con un
sistema capacitivo. En realidad, los campos no pueden estar aislados de
esta manera. La consecuencia de interaccion de los campos €$ la radia-
cién de energia electromagnética. Al abrir un interryptor en un siste-
ma inductivo, se observardn efectos tales como el ruido en un receptor
de radio cercano. Del mismo modo, la chispa de ignicjon de un auto-
moévil puede afectar a los receptores de television cercanos. Sin embar-
go, en muchas circunstancias es pequefia la cantidad de énergfa que se

Sistema fisico (Dispositivos)

Modelo 1 Modelo 2 Modelo 3 ... Modelo &

Figura 1-19. Un diagrama de flujo que sugiere gque un dispositi-
vo fisico determinado o un sistema fisico se puede representar
mediante muchos modelos diferentes.
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pierde por radiacién y, como aproximacion, se puede despreciar. Dicha
aproximacion se aplicard en este estudio.

En general, el objetivo consiste en substituir los dispositivos o sis-
temas fisicos con modelos de circuito apropiados, y luego completar el
andlisis del sistema de acuerdo con el modelo- general. El modelo parti-
cular que se usa para un dispositivo o sistema dependeri de muchas
cosas, tales como la disponibilidad de un programa de simulacién de
computadora digital para realizar el andlisis, el refinamiento o la preci-
sidn requerida y la sensibilidad general de los resultados hacia la forma
del modelo supuesto.

Es importante comprender que el modelo de un sistema no es
Gnico; que, en realidad, el modelo que se use dependerd siempre de la

¢ 3

npn pnp
(a}

Ifs
+ K g
CC
Upe g =Gy EmUte Yee
eo Se
(e}
¢
R,
b v % 4G
+ Y 3
Yhe =C, 8 ==C, %
o —Se
{d)

Figura 1-21. Los simbolos de los transistores bipolares npn y
pnp se jlustran en (z) y los modelos sucesivamente mas compli-
cados del transistor bipolar se muestran en (3), (¢) vy (d).
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precision que se requiera. Esto se ilustra en la figura 1.19: para un
dispositivo o sistema fisico determinado existen muchos modelos posi-
bles y antes de iniciar el andlisis es necesario hacer una eleccién de
entre aquellos que estén disponibles.

Para ilustrar 1a intencién de la figura 1-19, véase el transistor de
metal-dxido-semiconductor de efecto de campo (MOSFET) que se re-
presenta mediante el simbolo que aparece en (a) de la figura 1-20. En
(&) de la misma figura se muestra un modelo de circuito simple incre-
mental para el MOSFET. Un modelo mds complicado, que por lo
general se aplica a frecuencias mas altas, aparece en (¢)- Del mismo
modo, los dos tipos de transistores bipolares se fustran en (a) de la
figura 1-21. Los modelos para el transistor qus representan la comple-
jidad cada vez mayor de acuerdo con el ntimero de elementos usados,
aparecen en (b), (c) y (d) de la figura 1-21.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

En lo que especta al estudio de capacitores ¢ inductores en este capitulo,
véanse los ejercicios de integracid érica del apéndice E-2, sobre todo el
capitulo 2 de la referencia 7 en el apéndice E-10 de Huelsman.

1-2.

PROBLEMAS

De una esfera solida de cobre de 10 cm de difmetro se climinan 1013
electrones mediante un método de carga. (2) (Cudl es la carga de la esfera
en coulombs? ;Cudl es el signo de la carga? (b) Cudl es el porcentaje de
Teduccién del nimero total de electrones dentro de la esfera?

En certo conductos de cobre, 1a densidad de corrente es de 250
amp/em?, y se tienen 5 X 1022 electrones libres en 1 c¢m3 de cobre.

;Cuél es la velocidad media de desp de los electrones en cen-
timetros por segundo?
La cogriente de un circuito varia de acuerdo con la couacibn i=2e77

amperes para { mayor que cero. Y es cero para ! menol que cero. En-
cuentre la carga total que pasa a través del circuito, en coulombs.

El sistema que aparece en la figura 1-5(¢) se construye de tal manera que
la capacitancia de las placas varfa con el tiempo tal como se muestra en la
figura P14, Dibuje la forma de onda de la variacién de corriente en el
circuito, en funcién de tiempo. En su dibujo, superponga la forma de
onda de la variacién de capacitancia ‘para mostrar la telacién de las dos

variables.

Fig. P1-4.

Para el sistema que se vio en el problema 14, que se flustra en la figu-
1a 1-5(c), suponga que tanto el voltaje como la capacitancia varian con el
tiempo de acuerdo con 1as ecuaciones v = Vg sen w7 ¥ C=Co(1 —cos wi).
En esas condiciones ;cudl es la ecuacién para la comiente en el circuito?
Dibuje esta corriente en funcidn del tiempo.
Un capacitor simple estd construido con dos placas de metal paralelas,
separadas por un material dieléctrico. Suponjendo que no existe deforma-
cién del campo eléctrico en los bordes de las placas, demuestre que la
capacitancia de este capacitor es
€4

C= i F
en donde A es el srea de cualquiera de las placas en metros?, d es la
distancia de separacién de las placas en metros, ¥

€ = K€, = 8.854 x 10712K

en donde K es la constante dieléctrica relativa (que es 1 para el aire).

Sea un capacitor del tipo que se describe en el problema 1-6. Al efectuar
las mediciones, se uentra que la capacitancia por pulgada? es
5X30-12 F. ;Cudl serd la capacitancia si unz hoja de las placas separa-
das por el dieléctrico, tiene un arez de 10 pies??
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Dos tiras de estafio estin separadas por una tira de mica (para la que
K =5 en el problema 1-6) a una distancia de 0.01 mm. Se coloca una
segunda tira de mica sobre una de las hojas de estafio ¥ la combinacién se
enrolla en tal forma que las capas de estafio y mica quedan alternadas. Si
las tiras tienen un ancho de 10 cm, jcudl debe ser la Jongitud total de Ia
tira para la capacitancia total sea 1UF?

El capacitor de sintonia que se usa en receptores de radio se representa en
ia figura P1-9. Las placas estin separadas por aire, a una distancia d; las
placas movibles y las placas fijas estdn conectadas juntas como se indica en

AN
T ¥

4
d

. L f
Vista superior Vista lateral

Fig, P1-9,

la figura. Haciendo caso omiso de 1a deformacién de campo en los bosdes
ine 1a itancia méxima del capacitor de sintonia. .
=J‘ vidi

De acuerdo con la ecuacién de definicidn de la energia w

demuestre que, para la inductancia, wy, =312y wy =4y2/L.

De acuerdo con la ecuacion de encrgia del problema 1-10, demuestre que
para la capacitancia, w, =3Cv2 y we =}Dg?.

Suponga que el pardmetro de inductancia se define como la constante que
relaciona a la energia almacenada con el cuadrado de la corriente, por
medio de la ecuacién wg 1772, Utilizando la relacién p =vi, demuestre
que, para una inductancia constante, el voltaje del inductor es »r, =L
(difdr).

Ffectfie una deduccién similar a la que se sugiere en el problema 1-12,
principiando con Ja energia para un sistema capacitivo, wg = 1/2Dq?, para
demostrar que, para D constante,

.
vc=Dq=DJ idt

Hay varios dispositivos y sistemas que utilizan bancos de capacitores, tales
como los sistemas de trasmision de p ia, los d de particulas
nucleares y las unidades de destello electrdnico que se usan en fotografia.
Los capacitores para estos dispositivos se disefian utilizando un material
dieléctrico seleccionado pasa evitar la Tuptura al voltaje de operacion. Para
una determinada constante dieléctrica, demuestre que la energia almace-
nada es di propoicional al de los capaci A partir
de esto, demuestre que, pata Un determinado material dieléctrico, el costo
por joulé almacenado en capacitores es aproximadamente constante e inde-
pendiente del voltaje nominal o del valor de la capacitancia por capacitor
individual.

El voltaje y la carga en un capacilor no fineal determinado estin relaciona-
dos por la ecuacién q=Kv1B, Para este capacitor, calcule la energia
almacenada en funcién de la carga del capacitor.

El voltaje y la carga de un capacitor no lineal se relacionan mediante la
ecuacion.

wg) = % senh{eq)

e
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11

~

1-L

®

1-19.

1-20.

12

=

1-24,

en donde So y @ son constantes. (a) Trace v en funcién de q. (b) Calcule
ta energia almacenada en funcién de g.

Un acumutador de 12-V se conmecta a un capacitor de 1-uF. Calcule la
energia que se almacenard en el capacitor.

Un capacitor. con una capacitancia de 1-UF se carga 2 200V. Si Ia energia
almacenada se utiliza con un 100 por ciento de eficiencia para levantar a
un nifio de 100 libras de peso, ;qué distancia se elevars?

(a) Una forma de onda de voltaje idéntica a la forma de onda de corrien-
te de la figura 1-10 se aplica a un sistema capacitivo. Grafique las formas
de onda para la corriente y la carga. (b) La forma de onda de la corriente
v la carga. (b) La forma de onda de la comiente que aparece en la
figura 1-10 se aplica a un sistema capacitivo. Trace las formas de onda del
voltaje y la carga.

Una fuente proporciona una cordente de 1 amp a un inductor con un
valor de 1/2 H. Calcule la energia almacenada en el inductor. Qué sucede
con esta energia si la fuente se substituye por un corto circuito?

La corrientz en un inductor de 1-H sigue la variacion que se muestra en la
figura que aparece a continuacién. La corriente aumenta a partir de 0 para
t=0 a una rapidez de 1 amp/seg (durante varios segundos, por lo menos).
Encuentre: (a) el flujo concatenado en el sistema para r=1 seg, (b) la
rapidez del cambio del flujo concatenado del sistema para r=2 seg y
(c) la cantidad de carga que ha pasado por el inductor para £ =1 seg.

1 amp/seg

t=0 Fig. P1-21.

. Un inductor variable cambia con el tiempo como se indica en la figu-

ra P14, substituyendo a C por L en henrys y Cpy por Ly,. Este inductor
se conecta a una fuente de corriente de valor constante Iy amperes. Deter-
mine v;(r), que es el voltaje en el inductor.

La variacién de un inductor variable en el tiempo se ilustra en la figu-
ra P1-32, en donde x=L(r) en lugar de ip. Este inductor se conecta a
una fuente de corriente constante con un valor de Jo amperes. Determine
vp(2), el voltaje en el inductor.

En el circuito que se ilustra, el interruptor K se cietra para z=0 (el
tiempo de rteferencia). La corriente que fluye en el circuito esti dada por
la ecuacién i(t)=(1 ~ e~ amp, cuando 7>>0. Para un tiempo determi-
nado, la corriente tiene un valor de 0.63 amp. (a) iCon qué rapidez
cambia la corriente? (b) ;Cudl es el valor del total del flujo concatena-
do? (¢} ;Cudl es la rapidez de cambio del flujo concatenado? (d) (Cudl
es el voltaje a través del inductor? (e) iCudnta energfa estd almacenada
en el campo magnético del inductor? (f) (Cudl es el voltaje a través de la

Fig. P1-24.
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resistencia? (g) ;Con qué rapidez se almacena la energia en el campo ’
magnético del inductor? (h) ;Con qué rapidez se disipa la energia en
forma de cator?’ (i) ;Con qué rapidez proporciona energia la baterfa?
1-25. En el circuito que se muestra, el capacitor se carga con un voltaje de 1V
y para t=0, el interruptor K se cierra. Se sabe que la corriente del
circuito tiene la forma i() =e—% amp, cuando r>>0. En un instante deter-
minado, la comiente tieme un valor de 0.37 amp. (a) ;Con qué rapidez
cambia el voltaje a través del capacitor? (b) §Cudl es el valor de la carga
del capacitor? (c) ;Cudl es la rapidez con que cambia el producto Cyp?

Fig. P1-25.

(@) ;Cudl es el voltaje en el capacitor? (e) (Cuinta energfa esti atmace-
nada en el campo eléctrico del capacitor? (f) iCudl es el voltaje a lo
largo del resistor? (g) ;Con qué rapidez se toma la energfa del campo
“eléctrico del capacitor? (h) ;Con qué rapidez se disipa la energia en
forma de calor?

1-26. Demuestre que las siguientes cantidades tienen todas la dimensién tiempo:
@) RC; () LIR; (¢) \/LC_ Demuestre que (@) R2C ticne las dimensiones
de una inductancia, {e) \/L/C tiene las dimensiones de una resistencia y
() L/R? tiene las di i de una i

1-27-1-38. El siguiente grupo de problemas se relaciona con los elementos y las
formas de ondas que aparecen en la figura. Para cada parte de este proble-
Ma, trace la cantidad que se requiera haciendo con cuidado la escala det
tiempo, las amplitudes significativas, las pendientes, etc. Dé los detalles
suficientes para permitir que la forma de onda se construya s6lo a partir
de los datos.

(@ ®)

sen ¢

{e) 52}

Fig. P1-27 2 38. (a, b, ¢, d, ¢, f)
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Red Dado que  Que apa- Condicién

de X es: rece en: Dibuje: inicial:
127, a ve d ic ninguna
1-28. a ve f ic ninguna
1-29. a ic < v oc(0) =0
1-30. a ic d v ve(0) =0
1:31. a ic e v vc(0) =0
1-32. a ic f ve wc(0) =0
1-33. b v 3 is i0) =0
1-34. b vL d iL (0] 0
1-35. b v € i i(0) =0
1-36. b v s iz i0) =0
1-37. b iL d vy ninguna
1-38. b iL f L ninguna
1-39. En 1z figura se muestra una caracteristica lineal por partes. Sea x =qc ¥

140.

141,

142,

y=vc de tal manera que la caracteristica represente un capacitor no
lineal. Si el voltaje que se aplica al capacitor es tal como se indica en la
figura P1-32, grafique el valor correspondiente de i {f).

Fig. P1-39.

Repita ¢l problema 1-39 si la forma de onda del voltaje es como se sefiala
en la figura P1-30.

La caracteristica lineal por partes que aparece en la figura P1-39, represen-
ta un inductor no lineal con x =Y, y y =i si la cordente del inductor
es la que se da en la figura P1-32, grafique ¢l valor correspondiente de
up ().

Repita el problema 141 si la forma de onda de cormiente del inductor es
1a que se sefiala en la figura P1-30.



CAPITULO 2

2 Convenciones para describir
redes

21. SENTIDOS DE REFERENCIA PARA CORRIENTE Y VOLTAJE

En la seccién 1-2 se estudid la baterfa como fuente de energia y se
describi6 el sentido del flujo de electrones de y hacia las terminales de
ella. De acuerdo con esa baterfa, el sentido de la corriente es. opuesto
al sentido en que se miueve la cargs, vs decir, sale de la terminal
positiva y entra por la negativa. Esta convencion particular se debe a
una decisién que tomé Benjamin Franklin en 1752. Franklin hizo la
eleccion antes de que la electricidad se identificara con el electron y
antes de que se conociera el electrén propiamente dicho o la natura-
leza de la carga. En realidad, los electrones fluyen de la terminal
negativa a la positiva, que es el sentido opuesto al que establecit
Franklin. Para distinguir las dos convenciones, al flyjo de electrones se
le denomina corriente electrénica, y a la corrdente que se supone posi-
tiva porque tiene el sentido de la convencién de Franklin se le llama
corriente convencional (o, sencillamente, corriente, ya que ésta es la
que usard aqui).

Al estudiar el sentido de la corriente, como en el pédrrafo anterior,
es necesario establecer primero un sentido de referencia. En dicho
ejemplo esto se hizo refiriéndose a las terminales de la bateria. En
sistemas ‘mas complicados, el sentido de referencia para la corriente se
indica convenientemente mediante una flecha. Por tanto, el sentido de
la corriente se puede describir como en el sentido de referencia o en
sentido opuesto a éste.

Considérese ahora una fuente de energia que tiene la propiedad de
que su voltaje terminal cambie de polaridad en funcién del tiempo.
Para poder describir el voltaje de esta fuente —en la forma de una
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Figura 2-2. Los sentidos de re-
ferencia de la figura 2-1 aplica-
dos a (a) el resistor, (b) el in-
ductor y (c) el capacitor.
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ecuacién o de una tabla de valores— se necesita un método de referen-
cia de voltaje. El esquema que se usard es idéntico al que se empled
para la baterfa en el ejemplo anterior. Una terminal de la fuente se
marca con el signo mis, y la otra con el signo menos. (Por supuesto,
esta especificacion es excesiva, ya que se puede omitir una de las
marcas.) Cuando la polaridad de la fuente coincide con las marcas de
referencia, el voltaje se describe mediante un nimero positivo. Cuando
la polaridad es opuesta a las marcas de referencia, el voltaje se designa
con un ndmerq negativo. Reciprocamente, un valor positivo de voltaje
indica que la polaridad es la de referencia, y un valor negativo seffala
una polaridad opuesta a la de referencia.

En algunos libros y revistas que el lector haya estudiado se utiliza
una flecha en vez de los signos mis y menos. La punta de la flecha
corresponde al signo positivo y la cola al signo negativo.

Este mismo método de referencia se aplica a los voltajes de los
elementos pasivos que se presentaron en el capitulo 1. Tales elementos
pasivos tienen relaciones de voltaje-corriente que se expresan de acuer-
do con los sentidos de referencia que aparecen en la figura 2-1. Por
tanto, la ecuacién

() = Rig(t) (€2
i . v _ Figura 2-1. Sentidos de refe-
Ll rencia del voltaje y de la co-
rrente para todos los elementos

pasivos.

implica el métods de refesencia para voltaje y corriente que se ilustra
en la figura 2-2(g). De la misma manera, las ecuaciones!

w() = Li'ldLS—’) (2-2)
y
0elt) = - f ey @-3)

implican los métodos de referencia para el voltaje y la corriente de las
figuras 2-2(b) y (¢).

Para utilizar los métodos de referencia que se acaban de describir,
se selecciona arbitrariamente un sentido de referencia para la corrien-
te y, a continuacién, se sefialan los signos de voltaje correspondientes,
como se ilustra en la figura 2-1. Por ejemplo, en la figura 2-3 se

1 Como en el capftulo 1, se usa ¢ como variable y como limite, como en

wet) =% |1 icoar
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Figura 2-3. Red con sentidos
de referencia asignados a todos
los voltajes y las corrientes de
ama. -

»()

muestra una red completamente marcada con los sentidos de referencia.
Si el andlisis de la red para una fuente especifica semala que v, es
negativo en un instante dado, entonces se sabe que la polaridad real
del voltaje v, es opuesta a la que se indica mediante los signos de
referencia para ese instante considerado.

2-2. CONVENCIONES PARA ELEMENTOS ACTIVOS

La fuente de voltaje. -Se supone que iz fuente de voltaje propor-
ciona energia con un voltaje terminal especifico, (r), que es indepen-
diente de la corriente de la fuente. Log simbolos y convenciones de
referencia para esta fuente se ilustran en la figura 24, junto con Ia

corto circuito.

Muchos generadores, como los que se usan en las compafifas de
servicio eléetrico se pueden representar mediante el modelo que apare-
ce en la figura 2-5(z), que consiste en una fuente conectada en serie

R L
3
v U,
i
ta) (&)
Figura 2.5, Un modelo para una fuente de voltaje en Jz que R

fepresenta a la resistencia de Ia fuente. Para ol modelo de (g), el
voltaje terminal depende de la comiente de Ia fuente, como se
demuestra en ), en donde Vve=v —Ri

+
V=
(6)
v
vy
i
(c)
Figura 24. (4) Simbolo de una
fuente de voltaje que wvarfa

con el tiempo y (b) para upa
fuente de voltaje que no varia
con el tiempo (representada por
una bateria). (¢) El voltaje de
cualquier fuente de voltaje no
es una funcién de la corriente
de la fuente. El voltaje v; es el
valor de v para un instante da-
do del tiempo. Las lineas para-
lelas a Ja identificada como vy
son valores para otros tiempos.



- (2]

Figura 26. (@) Simbolo pama
1a fuente de corriente para la
cual i no depende de ¥, como
se muestra en (b). Se pueden
trazar otras lineas paralelas a las
que se muestran para una co-
sriente especifica, iy.

(a)

Figura 2-7. Modelo para una
fuente de corriente en la que R
representa una resistencia en pa-
ralelo. Para el modelo de (o), la
cortente terminal en (b) estd
dada pos iy=i— (/R
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con un resistor. Para esta combinacion, el voltaje terminal varfa con la
magnitud de la corriente de salida, como se sefiala en la figura 2-5(b).
Para algunos cilculos, tales como los de estabilidad de sistemas, es
necesario incluir los efectos inductivos y a veces también los capaci
tivos en los modelos de los dispositivos generadores reales.

La fuente de corriente. Se supone que la fuente de corrente pro-
porciona energia con una cortiente especifica a través de las termina-
les, i(£). El simbolo y las convenciones de referencia para la fuente de
corriente difieren de los de la fuente de voltaje y se ilustran en la
figura 2-6. En esta misma figura se indica también la caracteristica de
voltaje-corriente de la fuente de corriente. Se dice que una fuente de
corriente esti en vacio cuando las terminales de salida se ponen en
circuito corto de tal modo que ¥(#) = 0. Cuando la fuente no estd en
vacio, suministra la misma corriente independientemente delared ala
que esté conectada, incluyendo la ausencia total de red. Se observard
que cuando la fuente estd desconectada, de tal modo que i(f) =0, ésta
equivale a un circuito abierto.

Algunos dispositivos se pueden representar con ¢l modelo que apa-
rece en la figura 2-7; éste consta de una fuente conectada en paralelo
con un resistor, La variacion correspondiente de la corriente terminal
en funcién del voltaje en las terminales se muestra en (b) de la figura.
Los dispositivos tales como transistores, tubos al vacio y celdas foto-
eléctricas emplean fuentes de corriente en sus representaciones de mo-
delo.

El lector observard que las descripciones para las fuentes de voltaje
y corriente son duales en cuanto a que la funcién de la corriente y el
voltaje estd intercambiada en las dos fuentes. Como resultado de ello,
se reconocerdn otras cantidades duales, tales como circuito abierto y
corto circuito, serie y paralelo, etc. :

La fuente controlada (o fuente dependiente). Las fuentes de voltaje
y corriente que se acaban de describir son modelos para los que el
voltaje y la comiente, respectivamente, son fijos y, por tanto, no ajus-
tables. En una fuente controlada, la fuente de voltaje o de corriente
(dependiendo del tipo de fuente) no es fija, sino que depende del
voltaje o de la corriente en otros puntos de la red. Por ejfemplo, la
fuente de voltaje controlada se puede representar como una fuente de
voltaje para la cual la magnitud del voltaje ae la fuente esté determi-
nada por el ajuste de un dispositivo, que 2 SU vez, queda controlado
mediante un voltaje o una corriente que s€ miden. En la figura 2-8 se
muestra un tipo de fuente controlada. En este caso, la variable de
control es el voltaje vy que controla el voltaje de la fuente wvy, en
donde p es una constante. En este tipo de fuente controlada las carac-
ter{sticas de voltaje-corriente se convierten en un conjunto de curvas,
como se sefiala cn la figura 2-8(b).
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La fuente controlada de la figura 2-8 es diferente de las otras dos
fuentes que se han descrito ya que se trata de un modelo de tres
terminales. Las tres terminales forman pares, siendo una de ellas
comtn; un par se describe como la entrada, mientras que el otro cons-
tituye la salida. También se observard que, en cierto sentido, la fuente
controlada es unilateral ya que la variable de entrada v; de la figu-
ra 2-8(a) controla la salida p,, pero que las condiciones en la salida,
tales como la magnitud de la corriente i, no influyen en la entrada.

La fuente controlada de la figura 2-8 es solo una de cuatro tipos,
dependiendo de si la variable de control es voltaje o corriente, y si la
fuente controlada es una fuente de voltaje o de corriente. En la figu-
ra 2-9(a) se muestra otra combinaciéon para la cual la variable de
control es la corriente /; y la fuente controlada es una fuente de
corriente. En la figura 2-9(d) se incluye una representacion equivalente
y simplificada de este modelo. Las dos formas restantes de fuentes
controladas aparecen en la figura 2-10. Las fuentes controladas se em-
plean en muchos modelos de dispositivos, tales como el transistor y el
tubo al vacio.

2-3. CONVENCION DEL PUNTO PARA CIRCUITOS ACOPLADOS

Cuando ¢l campo magnético que produce una corrente variable en
una bobina induce un voltaje en otras bobinas, se dice que dichas
bobinas estin acopladas y los devanados constituyen un transformador.
Si se saben los detalles de la estructura del transformador, entonces
—para una corriente variable en una bobina— se pueden calcular la
magnitud y el sentido de los voltajes que se inducen en los otros
devanados. Se puede prescindir de engorrosos planos estructurales
usando dos factores de caracterizacion. El valor del coeficiente de la
inductancia mutua M (que ya se vio en el capftulo 1) equivale a detalles
de comstruccién para calcular la magnitud del voltaje que se induce. La
mayoria de los fabricantes marcan un extremo de cada devanado de
transformador con un punto (o algin otro simbolo semejante). El
punto equivale a detalles de construccién en lo que respecta al sentido
del voltaje. En esta secci6n se analizard el significado de las marcas de
punto, cémo se establécen experimentalmente y su significado en el
andlisis de redes.

En la figura 2-11 se muestran dos devanados en un nficleo magné-
tico. En esta figura se ‘indica el sentido dél enrollado para los dos
devanados, el devanado 1-1 (que se puede llamar el primario) el deva-
nado 2-2 (el secundario). Se tiene una fuente de voltaje que varfa con
el tiempo vg(?) conectada al devanado 1-1 en serie con el resistor
Ry. En un momento dado, la fuente de voltaje tiene la polaridad
indicada y la corriente i,(r) fluye en el sentido que indica la flecha y
estd aumentando. El extremo + del devanado aparece marcado con un

(b)

Figura 2-8, Fuente de voltaje
controlada por voltaje para la
que vy depende de »), pero no
de ip.

(a)

Figura 2-9. Fuente de corrien-
te controlada por corriente con
dos representaciones idénticas.




Figura 2-10. En esta figura se
muestra la fuente de voltaje
controlada por voltaje y la fuen-
te de voltaje controlada por co-
rriente. Estas dos, junto con las
que aparecen en las figuras 2-8
¥y 29, constituyen los cuatro
tipos bisicos de fuentes contro-
ladas.
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punto.

Figura 2-11. Un transformador de dos devanados que sirve pa-
ra describir las convenciones del punto.

Se supondrd que la corriente fluye hacia este punto. Se deli-

neard paso a paso el método conceptual del proceso originado por esta
corriente.

®

@

3)

La corriente del devauado 1-1 crea un campo magnético (“ac-
cién a distancia”), que estd concentrado a lo largo del eje de la
bobina. La magnitud del campo se puede calcular a partir de la
ley de Ampére,

4B = pizdl c?s 1 (2-4)

Azer

(Estos simbolos se definieron en el capitulo 1)
Se produce un flujo magnético ¢ asociado con el campo magné-
tico, con un valor de

¢ = L Bcos §dS (2-5)

que tiene un sentido que se determina experimentalmente y se
formula de acuerdo con la regla de la mano derecha: si se coge
Ia bobina con la mano derecha, con los dedos apuntando en el
sentido de la corriente, el pulgar indicara el sentido del flujo en
la bobina. Se supome que este flujo estd confinado al micleo
magnético, que proporciona la mejor trayectoria para el flyjo.
Al aplicar la regla de la mano derecha se puede ver que el flujo
va en el sentido que indica la flecha (en el mismo sentido que
las manecillas del reloj).

Fuesto que el devanado 2-2 se encuentra sobre el mismo niicleo
magnético que el devanado 1-1, el flujo que se produce en este
Gltimo enlaza al devanado 2-2. Tal flujo de enlace se puede
describir como ¢z, en donde los subindices tienen el orden de
“efecto, causa”. El niétmero de enlaces de flujo del devanado
1-1, o flujo concatenado es

V= Ni§s, (2-6)
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De acuerdo con la ley de Faraday, ¢, se puede calcular a
partir del voltaje en las terminales 1-1,

vi={ va @7

Al combinar las ecuaciones (2-6) v (2-7), se obtiene el valor de
flujo de acuerdo con el voltaje v,.

1o

b=y [ wa @8

(4) Puesto que ¢p; cambia con el tiempo, se induce un voltaje en
el devanado 2.2, de acuerdo con la ley de Faraday. El flujo
concatenado del devanado 22 es

W2 = Ny, (2-9)
Y ¥2 tiene la magnitud
_ dy, _
Yy = ar (2-10)

En la exposicién del capitulo 1 se introdujo el coeficiente de
inductancia .nutua para relacionar el flujo concatenado, con la
corriente, como = Mi. Para este sistema,

W2 = My, 2-11)

y la ecuacién (2-10) se puede expresar en forma equivalente
(pero mds adecuada), como sigue

v = o, 20 @12
si Myy no varfa con el tiempo. La ecuacién (2-12) indica que
en el devanado 2-2 se induce un voltaje con una magnitud de
My volts cuando la corriente i, tiene una velocidad de varia-
cién igual a la unidad. Queda todavia el problema del sentido
de este voltaje.
El sentido del voltaje del devanado 22 se puede encontrar con
la ayuda de una ley dada por el fisico alemin Lenz en 1834.
En cuanto al transformador, la ley de Lenz establece que el
voltaje que se induce en una bobina debido a un cambio en el
flyjo tiende a establecer una corriente en un sentido tal que se
oponga al cambio en el flujo que produce el voltaje. El flujo
®21 se dirige hacia arriba en la figura 2-11 y es creciente. Para
producir un flujo ¢,, que se oponga a este incremento en 21,
es necesario (de acuerdo con la regla de la mano derecha) que
la corriente fluya en el sentido que indica la flecha (de derecha
a izquierda). En realidad, la ley de Lenz es una aplicacién de la

I

~
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ley de la conservacion de la energfa, ya que si #; produjera un
flujo que ayudara a ¢, se.estaria induciendo otro incremento
de cordente en 1-1, y asi sucesivamente en un circulo vicioso,
que producirfa una corriente infinita.

Cuando ya se ha establecido el sentido de la corriente en el devana-
do 2-2, se observa que el extremo superior de éste es positivo y se
marca asi por medio de un punto. Con un voltaje que varia con el
tiempo, las terminales marcadas con el punto son positivas simultinea-
mente (y, por supuesto, negativas simultineamente). Esta accién se
ilustra en la figura 2-12. Como se sefiala, vg(f) aumenta a partir de
cerc a un valor constante en el tiempo #y. La corrente i; y, por

L3

3 @ t
i, /“_.__
ity t

vz N Figura 212. Founas de onda

del voltaje y de la corriente de

o 7 la red magnéticamente acoplada

(e de la figura 2-10.

tanto, el flujo ¢,; aumentan con el tiempo como se ilustra en (b).
A proposito, se observard que la ecuacién (2-8) no se aplica en forma
directa, ya que da ¢»; en funcién de v; en vez de v,. El voltaje
inducido v, es proporcional a la velotidad de variacién de i, de
manera que tiene la variacién en el tiempo que se sefiala en (c). Este
ejemplo sugiere un método experimental sencillo para establecer las
marcas de punto en los extremos de los devanados de un transforma-
dor. En el devanado escogido como 1-1, se marca arbitrariamente uno
de los extremos del devanado con un punto y esta terminal se conecta
con la terminal positiva de una baterfa, uniendo la terminal negativa al
otro extremo del devanado. El extremo del devanado 2-2 que momen-
tineamente es positivo, de acuerdo con la indicacién de un’ volti-
metro, es la terminal que se debe marcar con el punto.

;Qué valor tienen estos puntos, que ahora se pueden determinar en
el anilisis de redes? En la figura 2-13 se muestra el transformador de
la figura 2-11, incluyendo los puntos, en donde se han intercambiado
el generador y la carga de resistencia. La terminal positiva de la fuente
de voltaje se conecta al extremo con’ punto. del devanado 2-2. Un
andlisis paso a paso de este transformador demostrard que una corrien-
te creciente que fluye hacia la terminal con punto del devanado 2-2
hace que el extremo superior del devanado 1-1 sea positivo, de manera
que éste-se identificard como la terminal con punto. Después de todo.

¥
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Figura 2-13. La red de la figura 2-10 después de. cambiar la
fuente de voltaje del devanado 1 al devanado 2.

es de esperarse que los puntos que se establezcan a partir de 1-1 a 2-2
concuerden con los que se establezcan de 2-2 a 1-1.

Supéngase ahora que la fuente de voltaje de la figura 2-13 tiene
una polaridad inversa a la que se sefiala y que-fluye una corriente
creciente hacia afuera del punto. Otro andlisis paso a paso o un razo-
namiento intuitivo simple demostrard que la terminal con punto del
devanado 1-1 resulta negativa en estas condiciones.

Por tanto, se llega a la conclusion de que, para un transformador
con marcas de polaridad (puntos), una corriente creciente que entra a
la terminal con punto en un devanado induce un voltaje en el segundo
devanado que es positivo en la terminal marcada con el punto; por.el
contrario, una corriente creciente que sale de una terminal marcada
con un punto induce un voltaje en el segundo devanado que es posi-
tivo en la terminal sin punto. Esta regla importante se aplicard en el
capitulo 3 al formular las ecuaciones de circuitos.

Hasta ahora, este estudio se ha limitado a un transformador con
dos devanados. En un sistema con varios devanados se puede efectuar
el mismo tipo de andlisis para cada par de devanados, 2 condicion de
que se utilice alguna variacién en la forma de los puntos (por ejemplo,
® m A ®) para identificar la relacién entre cada par de devanados. En
el capitulo 3 se demostrard que la informacion que da el par de
puntos se puede proporcionar mediante el signo del coeficiente de la
inductancia mutua. En un sistema con muchos devanados este’ método
evita la confusion de un gran nimero de puntos similares. Los dos
métodos tienen ventajas para algunos problemas en particular'y ambos
se usan en los textos de ingenieria eléctrica.

Por ejemplo, en el sistema que se ilustra en la figura 2-14 se sefiala
el sentido del devanado para cada bobina del transformador. Las mar-
cas de polaridad para cada grupo de bobinas se indican también en la

Figura 2-14. Tres d d 'y

arrollados. sobre un nicleo mag- o & o
nético en donde se necesitan 11 2 ‘:3
puntos de diferente forma para L o L
describir Ia red.




Figura 216, Tres graficas to-
polbgicamente equivalentes.
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misma figura. BEn cada caso, uno de los puntos para cada par de
devanados se escogié en forma arbitraria y a continuacién se deter-
miné la posicion de otro punto.

2-4. DESCRIPCION TOPOLOGICA DE REDES

Para elaborar la grifica correspondiente a determinado dibujo esque-
matico de una red, se substituyen todos los elementos? de la red con
lineas, trazando un esqueleto de la red. En la figura 2-15(a) y (b) se
muestra un ejemplo de la construccion de una grifica de esta indole.
Si también se indica un sentido de referencia por medio de una flecha
para cada linea de la grifica, entonces se la conoce como grifica
orientada, como se sefiala en (c) de la misma figura. Las lineas de la
grafica se identfican como ramas. La unidn de dos o mds ramas se
conoce como nodo vy a veces también como vértice). Por tanto, las

[ 4]
&) o)

Figura 2-15. (a) Una red y () su grafica. (¢) Una grifica
orjentada.

grificas se componen de nodos y ramas o, en ocasiones, de ramas
orientadas.

La grafica se utiliza para describir las propiedades topoldgicas de las
redes. La topologfa trata de las propiedades de las redes que no se
afectan cuando se tensiona, dobla o distorsiona de alguna otra manera
el tamafio y la forma de la red —por ejemplo, acortando o alargando
los alambres de conexién entre los elementos. En la figura 2-16 se
muestran tres grificas.® Aunque estas grificas parecen ser diferentes,
en realidad son idénticas desde el punto de vista topolégico, en que la
relacion de las ramas y los nodos es idéntica. Los encargados de hacer
reparaciones comprenden perfectamente las propiedades topoldgicas de

2 En el siguiente capitulo se describird un procedimiento en que las ramas
que t sélo activos se yen de la grifica para simplificar el
anilisis y los cdlculos.

3 Adaptado de C.H. Page, The Algebra of Electronics (Van Nostrand Rein-
hold Co., Nueva York), 1958, pigina 17.
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las redes, y comparan el diagrama esquemdtico de un radio o un
aparato de television con el alambrado real del chasis, Los dos tienen
aspectos distintos por completo; pero deben ser topolégicamente idén-
ticos para que el aparato funcione en forma correcta.

Algunas estructuras topolégicas se presentan con tanta frecuencia en
la ingenieria eléctrica que se les ha dado nombres especiales. Varias de
ellas aparecen en la figura 2-17 y sus nombres son: () red T, () red
7, {c) red en escalera, @) red T con puente, (€} red puente (deno-
minada asi porque se usa para hacer mediciones mediante el
puente -de Wheatstone) y (1) la red celosa. Se observard que cuando
la red celosfa tiene un elemento conectado ul par de terminales del
lado derecho equivale topolSgicamente a la red puente de (e). Se dice
que las estructuras () a (d) estdn desbalanceadas o conectadas a tie-
rra.

D_DED—Q D_[EDE DD-Q%“O
——

(a) (&) (¢}

{d) (e) i

Figura 2-17. Las estructuras topoldgicas que se ilustzan se co-
nocen como {2} 1ed T, () red , (c) red escalera, (d) red T con
puente, () ted puente y {f) red celosfa.

La topologia como rama de la geometria data por lo menos de los
tiempos de Euler, quien en 1735 la utilizé para resolver el famoso
problema -del puente de Kénigsberg. En 1847, Kirchhoff fue el prime-

“ro en aplicarla al estudio de las redes eléctricas, mds o menos al
mismo tiempo que Listing publicaba en alemdn el primer tratado siste-
mdtico del tema. En la actualidad, Ia topologia es una rama impor-
tante de las matemdticas y tiene aplicaciones en muchos campos de la
ciencia y de la ingenierfa .

En esta seccién se describen varias entidades topolégicas importan-
tes dentro del andlisis de redes, para su aplicacién en capitulos poste-
riores. La grafica de una red puede tener més de una parte separada
en el caso de redes con acoplamiento magnético. Aunque las grificas
que se muestran en la figura 2-16 son planas en cuanto que se pueden



Figura 2-18. Una grifica no
plana.

)

&

)

Figura 2-19. Una secuencia de
4rboles generados al agregar una
rama al arbol anterior, ilustran-
do la relacién que hay entre el
niimero de nodos y las ramas
de un drbol.
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trazar en. una hoja de: papel sin-que sus.lineas se crucen, existen
graficas no planas, por ejemplo la que se ifustra en la figura 2-18.

En la exposicion del-siguiente capitulo se veran los pares de nodos
y mallas. Un par de nodos se compone, sencillamente, de dos nodos
que se identifican para especificar una variable de voltaje. Una malla
es una trayectoria cerrada en una’ grifica= (o red) formada por un
namero de ramas conectadas.: . o L

Una subgrdfica de una grifica determinada se puede formar elimi-
nando ramas de la grafica original. Una subgrafica de gran importancia
en este estudio es el drbol (término que se utiliza.por.10 menos desde
la época de Kirchhoff). Un 4rbol de una grifica conectada (una parte)
de n nodos tiene las siguientes propiedades: (1) contiene todos los
nodos de-la grifica; los nodos no se dejan en posiciones aisladas. (2)
Contiene n—1 ramas, como se verd en breve. (3) No existen trayec-
torias cerradas. Obsérvese que hay muchos drboles diferentes posibles
para una grifica determinada (excepto en los casos més sencillos), y €l
némero exacto depende de la cantidad de nodos y de ramas de la
grifica. Por definicién, las ramas que s¢ eliminan de la grifica para
formar un 4rbol se llaman cuerdas o eslabones.

Para descubrir una propiedad importante de un drbol se “construird
uno afiadiendo ramas sucesivamente de tal modo que en cada etapa se
tenga un 4rbol. Como se ilustra en la figura 2-19, se principia con una
sola rama que tiene un nodo en cada extremo. A esta rama se le
agregan algunas otras de tal modo que nunca se forme una trayectoria
cerrada, en la misma forma en que s¢ juega al domind. Obsérvese que
cada vez que se agrega una nueva rama se afiade exactamente un
nuevo nodo. No importa lo complicado que sea el arbol, siempre
se tendrd una relacion simple del nimero de nodos y la cantidad de
ramas del drbol. Es decir,

Nimero de ramas del 4rbol = ntimero de nodos— 1 (2-13)

Ahora, el nimero de nodos de un arbol es exactamente el mismo
que ¢l mimero de nodos en la grifica correspondiente.- Por ‘tanto, se
puede decir que un drbol de una grifica conectada ‘es Lnisubgrifica
sin circuitos de n nodos y n—1 ramas. En la figura 2:20 se’ muestran
dos-ejemplos de arboles para una gréfica determinada.

También s¢ buscard el nimero de cuerdas de una grifica. Este
ntimero s la diferencia que hay entre la cantidad total de ramas de la
grafica y el ntmero de ramas de un drbol dado por la ecuacion 2-13.
Para una grifica con & ramas y n nodos, este ndmero es

Nitmero de cuerdas =6 —(n—1)=5b—n+1 (2-14)
T?{Iaiuna grifica con p partes separadas, p substituyé'a 1 en las ecua-
‘ciones: (2-13) y (2-14). oo
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En un articulo escrito en 1847 Kirchhoff utiliz6 el concepto de los
irboles para describir la eleccion apropiada de las variables de cormien-
fe para el andlisis de una red. Este procedimiento que &l usé se descr-
bird en el siguiente capitulo.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

Al estudiar las descripciones topoldgicas de las redes, escriba un algoritmo que se
pueda programar para que la computadora determine todos los &rboles de una
gréfica. Compruebe su algoritmo con un ejemplo simple, Véase en el apéndice E-10
la referencia 14 de Steiglitz, y la referencia 16, capnulo 1, de Wing.

(e

Figura 220, Pama la grafica de
(a), las lineas gruesas de @y
(c) son #rboles.
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2-1.

22,

24,

2-5.

Convenciones para describir redes

PROBLEMAS

Parz el caso de la fuente controlada Que aparece en la figura, prepare una
grifica similar a la que se da en la figura 2-8(p).

i =0 iy
L ~=
o—
+ +
v 5% U2

S ——5  Fig. P2-1.

Repita el problema 2-1 para la fuente controlada que se indica en la
figura adjunta.

Fig, P2-2.

La red que acompafia a la figura es un modelo de una bateria de voltaje
terminal ¥ en circuito abierto y con una resistencia interna Rp. Para esta
red, grafique 7 en funcidn de v. Identifique las caracteristicas de la grafi-
<a, tales como pendientes, intersecciones, etc.

El sistema magnético que se ilustra en la figura tiene tres devanados mar-
cados 1-17, 22" y 3-3". Use tres formas diferentes de puntos para estable-
cer las marcas de polaridad de estos devanados.

23 3 Fig, P2-4.

Cologue tres devanados sobre el nicleo que se muestra para el problema 24,
seleccionando los sentidos de devanado en tal forma que las siguientes ter-
minales {colocadas en el orden que se indica en la figura del problema 2-4)
tengan la misma marca: (2) 1y 2,2y 3,3y 1, (b) 1 y2,2y3, 3y

Fig. P2-5.




26.

2-7.

28.

29.

Problemas 63

En esta figura se muestran cuatro devanados arrollados sobre un nicleo
magnético portador de flujo. Use puntos de diferentes formas para estabie-
cer las marcas de polaridad de los devanados.

i3
i |
= 2 bobina 3
bobina 1 bobina 2 | [ ==k
bobina 44—
— - r

Fig. P2-6.

El diagrama que sigue muestra el circuito equivalenie de un sistema con
marcas de polaridad en las tres bobinas acopladas. Dibuje un transfor-
mador con un niicleo similar al del problema 2-6 y coloque los devanddos
sobre las piemas del niicleo en tal forma que sean equivalentes al diagra-
ma. Sefiale en el mismo dibujo las conexiones entre los elementos.

Fig. P2-7. 1

En cada uno de los diagramas que siguen se presentan dos inductores con
acoplamiento, pero con diferentes marcas de puntos. Para cada uno de los
dos sistemas, determine la inductancia equivalente del sistema en las termi-
nates 1-1' por combinacién de inductancias.

Un transformador tiene cien vieltas en el devanado primario (terminales
1-1) y 200 en el secundario (terminales 2-2'),

) ()

Fig. P2-10.

LI\M S Ly
(a)

Ll\M/ Ly

2]
Fig. P2-8
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Fig. P2-11

Fig. P2-15

2-11.

2-12.

2-13.

2-14,

2-15.
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Una corriente en el devanado primario origina un flujo magnético que enlaza
todas las vueltas de los devanados primario y secundario. E} flujo disminuye de
acuerdo con la ley ¢p=e—? webers cuando 7 2>0. Determine: (a) el fiujo
concatenado del primario y del secundario, y (b) el voltaje que se induce
en el secundario.

. En (g} de la figura correspondiente se muestra una red resistiva. En () y

{c) se muestran graficas. en que se jdentifican dos de los cuatro nodos.
Para estas gréficas, asigne resistencias a las yamas e jdentifique los dos
nodos restantes de tal manera que las redes resultantes sean topologica-
mente idénticas a la que se muestra en (a).

En la siguiente figura se muestran ires graficas. Clasifique cada una de las
graficas como plana o no plana.

Clasifique la grafica de la figura que sigue como plana o no plana y
determine las cantidades especificadas en las ecuaciones (2-13) y (2-14).

Fig. P2-12

En (2) y (b) de la figura del probjema 2-11 se muestran dos graficas que
pueden ser equivalentes. Si lo son, ioudl debe ser la identificacién de los
nodos a, b, ¢ v d, respecto a los nodos 1,2, 3,4, si a es idéntico a 17

En la figura se muestra una réd en donde los elementos estan acomodados
a o largo de las aristas de un cubo. (a) Determine e} niimero de nodos y
ramas de la ted. (b) ;Se puede tratar en forma plana la grafica de esta
red?

Fig. P2-14.

La figura indica uma grifica de seis nodos ¥ sus ramas de conexion. Se
pide que agregue ramas no paralelas a esta estructura basica, con el fin de
lograr los siguientes objetivos diferentes: (a) (Cuil es et nmero minimo
de ramas que se debe agregar para que la estructura resultante sea no
plana? (En este caso, la estructura se identificard como una grafica
no plana bisica de Kuratowski.) (b) ;Cudl es el nimero miximo de ramas
que puede agregar antes de que 1a estructura resultante se convierta en no
plana?
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2-17.

2-18.
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(a) Muestre 5 asboles diferentes para la grafica que se indica en la figura.
Sefiale las ramas con lineas gruesas y'las cuerdas con trazos punteados. ()
Repita (a) para la grafica de {(c) del problema 2-11.

Determine fodos los drboles de las graficas que aparecen en () del proble-
ma 2-11 y (b) del problema 2-10, Use lineas gruesas para las Tamas del
irbol y punteadas para las cuerdas.

En las graficas que se muestran en (c) del problema 2- 11 y en la figura
del problema 2-16 es gxam‘le el niimero de Arboles distintos. ;En cudl de
las dos estructuras serd mayor el mimezo de drboles distintos? Dé las
razones de su respuesta. (Para desdlentar el uso de una tabulacién en la
determinacién de su respuesta, el nimero total para una de las estructuras
es 125.)

Fig. P2-16
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CAPITULO 3

é 3 Ecuaciones de redes

3-1. LEYES DE KIRCHHOFF

Las ecuaciones de redes se formularon a partir de dos leyes senci-
llas que fueron expresadas primeramente por Kirchhoff en 1845.!
Estas leyes se relacionan con la suma algebraica de los voltajes alrede-
dor de una malla y las corrientes que entran o salen de un nodo. Para
describir estas leyes, se toman como base los conceptos introducidos
en el capftulo anterior. El término algebraica se utiliza para indicar
que en la suma se toman en cuenta las polaridades y los sentidos de
referencia. También se introducirdn otras referencias en la forma de un
sentido positivo, para recorrer una malla y una eleccién de entrada o
de salida, como positiva, parz la suma de corrientes en un nodo.

La ley de voltajes de Kirchhoff establece que es cero en todos los
instantes del tiempo la suma algebraica de todos los voltajes de rama a
lo largo de cualquier malia cerrada de una red. Esta es una conse.
cuencia de la ley de conservacion de la energfa, ya que el voltaje es la
energia (o trabajo) por unidad de carga. Considérese una unidad de
carga situada en el nodo 4 de una red. Esta unidad de carga se mueve

67



Figura 3-2. Parte de una red
en la que un nodo se identifica
como tierra (referencia o dato).
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del nodo 4 al nodo B del B al C del C &l D, etc.,, y cada vez se
determinz la energia que se gane o se pierda. Si se tabulan estos
cambios de energia para los diversos nodos, asignando un nimero posi-
tivo para la ganancia y otro negativo para la pérdida, entonces se sabe
que cuando se vuelve al nodo A4 la suma de todos los cambios debe
ser igual a cero. Un aumento en la energfa al pasar de 4 a B se
identifica como una elevacion de voltaje, en tanto que una pérdida de
energia como una caide de voltaje. Entonces, la ley de voltajes de
Kirchhoff se puede expresar en una forma diferente, de acuerdo con
las caidas y las elevaciones de voltaje: Alrededor de cualquier malla
cerrada, en cualquier instante la suma de las caidas de voltaje debe ser
igual a la suma de las elevaciones de voltaje.

En la figura 3-1 se muestra una red resistiva simple con los senti-
dos de referencia asignados para los elementos y un sentido de refe-
rencia para el recorrido en las mallas en el sentido de las manecillas
del reloj, seleccionada para aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff.
Principiando en ¢l nodo A, se asigna un signo positivo al voltaje cuan-
do las marcas de polaridad ocurren en el orden+a—, y un signo
negativo para el orden contraric. Por tanto, se escribe

—v, v F vt o, =0 G-

Figura 3-1. Red resistiva de una
sola malla a la que se aplica la
ley de voltajes de Kirchhoff.

Esta ecuacién se puede transformar ya sea multiplicando por —1 o
pasando los términos' de un lado de la ecuacion al otro. En la forma

D+ 0, V=Y (3-2)

la ecuacién se interpreta como que la suma de las caidas de voltaje es
igual a la suma de las elevaciones de voltaje.

Al referirse a las elevaciones y a las caidas, conviene tener un nodo
de referencia (denominado también base o datum). En la misma forma
que se habla del nivel del mar como referencia para las elevaciones del
terreno, asi también, al referirse a los voltajes, se escoge una referencia
denominada tierra que se indica por medio del simbolo que aparece
en la figura 3-2. En esta figurd, el voltaje del nodo 4 es mayor que el
potencial de tierra, en tanto que €l del nodo B es mas bajo que (o
estd debajo de) el potencial de tierra,

La ley de las corrientes de Kirchhoff establece que la suma alge-

braica de las corrientes de todas las ramas que salen de un nodo es
-
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igual a cero en todos los instantes. La ley es una consecuencia de la
conservacion de la carga. La carga que entra a un nodo debe salir de
él, ya que no se puede almacenar ahi, Puesto que la suma algebraica
de la carga debe ser cero, también debe ser igual a cero la derivada
con respecto al tiempo de esa suma. Igual como sucede con la ley de
los voltajes, la ley de las corrientes de Kirchhoff se puede expresar de
otras maneras. Por ejemplo, se puede decir que la suma de las corrien-
tes que entran a un nodo debe ser igual a la suma de las correntes
que salen de él. En consecuencia, de acuerdo con los sentidos de
referencia asignados que se muestran en la figura 3-3, se puede escribir

By =0y (3-3)

De otra manera, esta ecuacién se puede transformar para que tenga
Ia siguiente forma equivalente:

—h—h+h+i=0 (34

que se puede interpretar de acuerdo con la eleccién de un sentido
positivo para las corrientes que salen del nodo.

Como ejemplo de la aplicacién de la ley de voltajes de Kirchhoff,
véase la red que se iflustra en la figura 3-4. Se desca determinar las
condiciones en que son equivalentes las dos redes de la figura. Se dice
que dos redes son equivalentes en un par de terminales si las relacio-
nes voltaje-corriente para ambas son idénticas en estas terminales. Para
que las redes de (¢) y (b) de la figura sean equivalentes, es necesario
encontrar las condiciones en que i, =i, cuando v, =v;. Para la red
de (a),

v, = ¥y + ¥, = Ryi, + Ry, (3-5)

en tanto que para la red de (b)
2 = R, _(3’6)
Si se iguala la -ecuacién (3-5) a la (3-6), siendo i, =i, se obtiene

R,=R + R G3-7)

Por tanto, la suma de las resistencias de resistores conectados en
serie es igual a la resistencia equivalente de la combinacion. Generali-
zando el resultado que se da en la ecuacidn (3-7) para la red que
aparece en la figura 3-5, se obtiene, para una conexidn en serie,

&=m+&+m+&=§& (3-8)

Figura 3-3. Parte de red que
ilustra la ley de corrientes de
Kirchhoff en el nodo O.

Figura 34. Redes que son equi-
valentes cuando Req =R;+R;.
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Figura 346. Redes mnductivas de
un puerto que son equivalen-
tes cuando se satisface la ecua-
cion (3-11).

Figura 3-7. Dos ramas de una
red.
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Figura 3-5. Red resistiva conec-
tada en serie.

Como otro cjemplo, la ley de las corrientes de Kirchhoff se puede
aplicar a la red que se muestra en la figura 3-6(a) para determinar la
condicion en la que es equivalente a la red de la figura 3-6(b). Por
tanto,

[ﬂ:i,+i2:Lifvadt+z1;jv,dt (3-9)
X

de acuerdo con la ecuacién (1-41). [kl mismo modo, para la red de
(b), se tiene que

i,:Ll fu,,d: (3-10)

eq

Para v, =V, € iz =1ip, que son las condiciones para que las redes
sean equivalentes, se observa que es necesario que

1.1 oL,
=r,"n ° Ty

(3-11)

3.2. EL NUMERO DE ECUACIONES DE RED

Al analizar una red, un problema importante es el que se relaciona
con el nimero de ecuaciones que se deben escribir para describir por
completo los voltajes y las corrientes de la red. La respuesta puede
parecer evidente, ya que siempre se debe escribir el mismo nimero de
ecuaciones que las cantidades desconocidas o variables. Sin embargo, se
ha encontrado que se puede escoger un nlmero menor para una solu-
cién simultinea. Existen dos preguntas que se contestardn en esta sec-
cién: ;Cémo se pueden escoger adecuadamente las variables para tener
el ntmero minimo posible de ellas? ;Como se puede estar seguro de
que las ecuaciones que se escribieron son independientes?

En primer lugar, se establece un nimero de restricciones para la
exposicion de esta seccidn. Se considera que una rama es lo mismo
que un elemento 0 que und rama representa a un solo elemento. En
consecuencia, la parte de la red que se ilustra en la figura 3-7 se
compone de dos ramas, identificadas como 1 y 2. Més adelante se
demostrard que, en ciertas condiciones, las dos ramas se pueden substi-
tuir por una rama equivalente para algunos célculos. También se su-
pondri que se tienen fuentes de voltaje en serie con otros elementos y
que fuentes de corriente estin en paralelo con otros elementos. En la
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seccibn que sigue se suprimird esta restriccién y se demostrard que no
se ha perdido generalidad. También se excluyen del estudio dos clases
de situaciones insostenibles en las redes: se supone que no existen
mallas que se componen sélo de fuentes de voltaje y que la red no se
puede dividir en dos partes unidas sélo por fuentes de corriente.

Sea una red que se compone de b ramas excitadas por medio de
elementos activos, para los que se deben encontrar las respuestas de la
red. Las cantidades desconocidas de interés son los voltajes de rama y
las corrientes de rama, siendo un total de 2b incégnitas para las b
ramas. Puesto que se conocen las relaciones voltaje-corriente para cada
uno de los elementos, por medio de ecuaciones tales como v =Ri,
v=_Ldijdt, y v=(1/C) fid, el nimero de incognitas se puede redu-
cir de 2b a b. En otras palabras, si se llegan a conocer las corrientes
de rama, entonces los voltajes se pueden determinar en forma ruti-
naria, y viceversa.

Utilizamos las leyes de Kirchhoff para escribir las 5 ecuaciones ¥
las b incdgnitas. Como preparacién para expresar estas ecuaciones pri-
mero se escoge el nodo base o de referencia. Para los nodos restantes,
se escriben a continuacion las ecuaciones, utilizando la ley de las co-
rrientes de Kirchhoff. Una vez heche esto, es necesario, a conti-
nuacidn, escribir

b—(n—1)=b—n+1 (3-12)

ecuaciones, utilizando !a ley de voltajes de Kirchhoff, para tener un
total de & ecuaciones. Luego, se pueden resolver las ecuaciones en
funcién de' los voltajes y las corrientes desconocidas, por supuesto, a
condicién de que las ecuaciones que se escriban sean independientes.
:Qué significa independiente?

Se dice que un conjunto de ecuaciones es linealmente dependiente
si por lo menos una de ellas se puede expresar como una combinacién
lineal de las otras. En consecuencia, si se obtiene una ecuacién suman-
do o restando las otras dos, una de ellas es dependiente de las otras
dos y no se puede utilizar para encontrar una solucién. Asi, dadas las
ecuaciones

3+ 2 — iy =
iy + Siy 4 3i; = —2 (3-13)
i+ 25 +5= 0

s¢ observa que la tercera ecuacién se puede obtener multiplicando la
segunda por dos y sumindola a la primera. Entonces, las ecuaciones
son dependientes y no se puede encontrar una solucién Gnica para Iy,
iy e i3. Se puede presentar una interpretacién geométrica de esta
situacién con la ayuda de la figura 3-8, en la que aparece un espacio
tridimensional de corrientes. Dos ecuaciones de la forma de las ecua-



Figura 3-9. Figuras relacionadas
con ¢l niimero de varaciones de
voltaje independientes en una red
de n nodos.

72 Ecuaciones de redes

iz
!
f ,
7 g
b ¢
-]
a d
ty
7

i/
iz
Figura 3-8. Representacion en el espacio de las corrientes de

Jas ecuaciones con la forma general de las ecuaciones (3-13).
Obsérvese que la linea e-¢' puede estar en el plano abcda.

ciones (3-13) representan, cada una, un plano en este espacio de co-
rmentes. Si estos planos se intersecan definen una linea que se identi-
fica como ee’ o ff' en la figura. Si la tercera ecuacién represenia la
superficie que se identifica como #-b-c-d-a, entonces (i) la linea corta
la superficie, como lo hace ff' (ii) la linea es paralela al plano, como
sucede en el caso de e-¢’, o bien (iii) el plano incluye a la linea ee'.

En el caso (i), la interseccion de la linea con el plano define la
solucion iy, /z,13. Para (i) no existe solucién y para (i) no existe
una solucién Gnica, sino mds bien una familia de soluciones, definida
por esta linea.

Las ecuaciones que se escriban deben ser independientes, si se de-
sean resolver las ecuaciones. Ademds, se busca que el conjunto de
ecuaciones se escriba en funcién del menor mimero posible de varia-
bles independientes. La razon de este requisito se entenderd claramente
después de resolver cinco ecuaciones simultaneas y comparar el ni-
mero de operaciones que requiere este conjunto con las que se nece-
sitan para resolver tres ecuaciones simultdneas. Con el fin de ahorrar
tiempo y csfuerzo, se escoge el menor nimero de variables, y al
mismo tiempo se debe satisfacer el requisito de que sean indepen-
dientes.

, Una justificacién de esta seleccién de variables independientes de
voltaje se basa en la figura 3-9. En () de esta figura se ilustra la
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grifica de un 4rbol. El nodo F se escogié como el de referencia;
entonces, existen tantos otros nodos en el drbol como ramas tenga
éste. Se observard en (B) de esta figura que el voltaje del nodo D
queda definido por las fuentes de voltaje insertadas en tres ramas del
arbol. Puesto que no existen trayectorias cerradas en éste, todas las
corrientes de ramas son cero y las fuentes de voltaje en Jas ramas
determinan el voltaje en el nodo D. De la misma manera, insertando
fuentes de voltaje en cada rama se determinan todos los voltajes de
nodos, como sucede en (c) de la figura. Por ejemplo, es suficiente
contar con cinco fuentes para determinar los cinco voltajes de nodo
con respecto al de referencia. Por el contrario, si se conocen los volta-
jes de nodo con relacién al de referencia, entonces se pueden determinar
los voltajes de las ramas del drbol. Los voltajes de cuerda se determinan
también por medio de los voltajes de nodo a referencia, siendo cada
voltaje de cuerda la diferencia de dos voltajes de nodo a referencia.
En consecuencia, parece conveniente que el nimero necesario de vol-
tajes independientes sea igual al nimero de ramas del drbol. Para una
red de n nodos, este nimero es 7 — 1 (como ya se vio en el capitu-
lo 2 y en una parte anterior de esta seccién), que es el nimero de
voltajes de nodo a referencia en la red. Existen otras posibles eleccio-
nes de conjuntos de variables, a partir de los cuales se pueden deter-
minar los voltajes de rama? pero aqui solo se utilizardn las variables
de voltaje de nodo a referencia.

Ahora es evidente que 7 — 1 es menor que b, ya que existen 7 — 1
yamas en un 4rbol y se tienen siempre menos ramas en €éstos que en
la grafica de la que se deriva, por supuesto, a menos que 1a grifica sea
inicialmente un arbol. En consecuencia, existen menos variables de
nodo a referencia que de nodo a nodo para las b ramas individuales.

Ahora pasamos a seleccionar variables de corriente que en conjunto
sean menos que las b corrientes de rama. La exposicién que sigue es
complementaria de la que se acaba de dar para las variables de voltaje
y se inicia considerando el arbol de una grifica. Al drbol que aparece
en la figura 3-10(z) se le conecta una fuente de corriente, en vez de
una cuerda de la grifica, como se indica en (b) de la misma figura.
Para esa conexion se observa que tal corriente serd idéntica a la de las
ramas 1, 2 y 3. Si a continuacidn se insertan fuentes de corriente en
todas las posiciones de las cuerdas de la grifica, como se indica en
(e), se observa que la corriente en cada rama serd una combinacién
lineal de las correntes de las fuentes en las posiciones de cuerda. Si
se conocen las corrientes de cuerda, entonces se puede encontrar una
solucion algebraica para las corrientes de rama; en comsecuencia, el
ntmero de variables necesarias para determinar la corrente de rama

2 Estas elecciones las explica detatladamente E. A. Guillemin en Introductory
Circuit Theory (John Wiley and Sons, Inc., Nueva York, 1953), capitulo 1.

Figura 3-10. Figuras relaciona-
das con el nimero de variables
independientes de corriente.




Figura 3-11. Grifica que ilustra
la identificacién de un conjunto
de variables independientes de
corriente, Las lineas que se cru-
Zan no se conectan excepto en
los nodos marcados.

Figura 3-12. Grifica que ilustra
el uso de “ventanas” para selec-
cionar las variables de corriente.
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del drbol es igual al nimero de corrientes en las cuerdas. De acuerdo
con el capitulo 2, se sabe que el niimero de cuerdas es

Cuerdas=b—n+1 (3-14)

y éste es el nimero minimo de variables de corriente que se requie-
ren. Se observard que este niimero es siempre menor que b, debido a
que existen siempre menos cuerdas que ramas. En 1847 Kirchhoff
demostrd que, en efecto, dichas variables de corriente forman un con-
junto independiente.

Estas variables de corriente se denominan corrientes de malla (o de
circuito) y sus trayectorias se pueden determinar substituyendo las
cuerdas en el drbol, una a la vez Se acostumbra asignar el sentido de
referencia a la corriente de malla, en el sentido de referencia de la
cuerda con la que se identifica. Puesto que el drbol de una grifica no
es fnico, existen muchas posibles elecciones de variables de corrientes
de malla.

Como ejemplo de la identificacién de las corrientes independientes
de malla, véase la grafica de la figura 3-11. El drbol escogido se iden-
tifica por medio de las Mneas gruesas y se indican los sentidos de
referencia para todas las ramas de la grifica. Es evidente que las tra-
yectorias de las corrientes de circuito incluyen las siguientes ramas:
1-86 (i), 2-3-8 (ip), 736 (i), 9-8-4 (ig) y 564 (i) Las nueve
corrientes de rama se pueden expresar de acuerdo con las cinco co-
rrientes de malla que se acaban de identificar. Por ejemplo, una de las
nueve ecuaciones es

iy =iy A — i, (3-15)

Si se usa la misma grdfica, haciendo que el nodo A quede identi-
ficado como el de referencia, se puede ilustrar la relacién de los volta-
jes de rama con el conjunto de voltajes de nodo a referencia, vs, v,
vg Y V4. Por ejemplo, el voltaje de rama 9 es

vy = vy — Uy (3-16)

Al usar estas ecuaciones, se pueden calcular los voltajes de rama de
nodo a nodo, si se conocen los voltajes de nodo a referencia.

Como segundo ejemplo, véase la grifica de la figura 3-12. Esta
grafica es menos complicada que la de la figura 3-11, debido a que es
plana. Es adecuada la eleccién del drbol, indicada por las lineas grue-
sas y los sentidos de referencia de la cuerda, ya que las mallas com-
prenden el mismo ntmero de ramas y tienen el mismo sentido, o sea,
el sentido contrario a las manecillas del reloj. Los cuatro sectores
limitados por las ramas de las cuatro mallas se denominan ventanas al
formular la regla prictica, que indica que las corrientes de malla se
asignan a las ventanas, cuando la grifica es tan sencilla que éstas se
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Figura 3-13. Grifica que contie-
ne seis “‘ventanas” con seis va-
riables de corriente de malla
identificadas.

pueden identificar a simple vista. La grafica ilustrada en Ia figura 3-13
no presenta ninguna dificultad para asignar las seis corrientes de malla
a las ventanas tal como se indica. Para esta grifica es ficil trabajar en
sentido contrario e identificar el arbol y las cuerdas a partir de las
mallas asignadas. Para redes planas simples, el método de ventanas es
muy prictico. Cuando las redes que se van a analizar son complejas y
no planas, conviene mds utilizar el método del conjunto de drbol y
cuerdas.

3-3. TRANSFORMACIONES DE FUENTES

En una parte anterior de este capitulo se introdujeron las redes
equivalentes, para estudiar las redes que sélo cuentan con un tipo de
elemento. En esta seccion se ampliard el estudio de las redes equiva-
lentes, dando énfasis a las fuentes activas, Las fuentes de voltaje se
pueden transformar en. fuentes de corriente equivalentes y viceversa; se
puede cambiar la posicion de las fuentes en la red. El objetivo de esta
transformacién de la red es prepararla para un andlisis que sea simple
y directo.

En la figura 3-14 se ilustran dos operaciones elementales con las
fuentes. Se tienen dos fuentes de voltaje vy y v,, conectadas en serie,

v g
1 o {;% ilh @2
Uz
° (a) (b)
UlH %UZ : N %
a K $
{© {d)

Figura 3-14. ilustracién de las reglas que rigen la combinacién
de las fuentes.
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con las polaridades de referencia indicadas, que son equivalentes a una
(E sola fuente de voltaje ¥; +v;. Del mismo modo, dos fuentes de co-
rriente en paralelo, i, e iy, son equivalentes a una sola fuente, iy + iz,
como se ilustra en () de la misma figura. Las otras dos redes equiva-

(@) lentes de la figura 3-14 recuerdan que las fuentes de voltaje no pue-

den conectarse en paralelo, a menos que tengan voltajes idénticos y,

de la misma manera, las fuentes de corriente no se pueden conectar

R, en serie, a menos que sean idénticas. Por ejemplo, la conexi6n en

. - i paralelo de generadores con formas de ondas de voltaje diferentes pro-
‘ duce corrientes intensas y dafios al equipo.

En la figura 3-15 se muestra un resistor en paralelo con una fuente
. . de voltaje. La corriente que pasa por este resistor estd determinada
Figura 3-15. Dos ejemplos de A .
elementos extraios por lo que s6lo por la fuente de voltaje y no por el resto de la red. En lo que
respecta al comportamiento en respecta a los cdlculos en el resto de la red, es posible hacer caso
las terminales. omiso de un resistor en paralelo con una fuente de voltaje, o se puede
omitir por completo de la representacion de la red. La misma situa-
cién se aplica a un resistor conectado en serie con una fuente de
corriente, como se ilustra en (b) de la figura 3-15. Este resistor no
afecta en ninguna forma a la corriente de la fuente. En Jo que res-
pecta a los calculos para el resto de la red, se puede omitir de la
representacién de la red a un resistor en serie con una fuente de
corriente.

A continuacién se verd la cuestion de los equivalentes de fuente de
voltaje y de corriente. En la figura 3-16(z) sea »(r) el voltaje de la
fuente y v,(z) el voltaje en el nodo ubicado entre el resistor Ry 'y el
resto de la red. La ley de voltajes de Kirchhoff para ¢l circuito de la
figura 3-16(a) es

o(f) = R,i(1) + v.(1) (3-17)

Al resolver esta ecuacion para i(f), se tiene
i = Y0 _ vl 3-18
i = R, R, (3-18)

En esta ecuacién de corriente se identificard cada uno de los tér-
minos individuales en relacién con la red de la figura 3:16(b). El
término v(f)/R, representa la corriente de la fuente, el término

By oy wt

ift)— i) —

ult) - Ry

{a) . {b)

Figura 3-16. Transformacién de fuente incluvendo un resistor.
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vi ()[R representa la corriente en el resistor Ry, conectado en para-
lelo con la fuente de corriente. La diferencia de estas dos corrientes es
la corriente que va a la red externa, i(t). Se observard que i(t) y v (1)
son iguales para las dos redes. Respecto al resto de la red, las combi-
naciones fuente-resistor (¢) y (b) de la figura 3-16, se describen por
medio de las mismas ecuaciones, la (3-17) y la (3-18), de manera que
también son equivalentes.

El razonamiento que se acaba de aplicar a la resistencia en serie
con una fuente de voltaje se puede ampliar ahora ya sea a un induc-
tor o a un capacitor en la misma posicion en serie. Al escribir ecua-
ciones andlogas a las del dltimo pérrafo, se llega a la conclusién de
que la fuente de corriente equivalente para la combinacién de fuente
de voltaje-inductor es la que se muestra en la figura 3-17, en tanto
que para la combinacién fuente de voltaje-capacitor se da en la figu-
ra 3-18. Esta técnica de convertir fuentes y elementos simples no se
aplica ordinariamente a las redes que incluyen mis de un elemento
pasivo, en serie o en paralelo, ya que la determinacién de la equiva-
lencia de la fuente implica la solucién de una ecuacion diferencial.

L, vy v
— -
) 1 3%
v fm e
—~— L‘fudt L,

{a) (b)

Figura 3-17. Transformacién de fuente para yma red con un so-
lo inductor.

dt

Figura 3-18. Transformacién de fuente incluyendo un capacitor.

En el andlisis de las redes con frecuencia se encuentran fuentes de
voltaje que no tienen un elemento pasivo conectado en serie, o bien
fuentes de corriente sin un elemento pasivo en paralelo. Si se desea
transformar un tipo de fuente en el otro, es necesario mover primera-
mente la fuente dentro de la red. La técnica por medio de la cual se
logra esto se explicard de acuerdo con el ejemplo sencillo de la figu-
ra 3-19(z). La fuente de voltaje (nica se puede considerar equivalente
a dos fuentes idénticas en paralelo, como se ilustra en (b) de la figura,

Figura 3-19. Tres redes equiva
lentes que ilustran un procedi-
miento para “empujar 2 'una
fuente a través de un nodo”.



Figura 3-20. Nustracién del pro-
cedimiento mediante el cual se
‘mueve una fuente de voltaje en
una red.

Figura 3-21. Dos redes - equiva-
lentes que ilustran la forma en
que una fuente se substituye
por dos, de tal manera que se
siga satisfaciendo la ley de co-
mrientes de Kirchhoff en cada
nodo.
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Ahora, la red de (c) es idéntica a la de (b), ya que una conexidn que
une las terminales positivas de las dos fuentes no afecta a la red,
debido a que no se tendrd una corriente en una conexion de esta
indole. Por tanto, la red de (c) es equivalente a la de (a); la fuente se
ha “empujado a través del nodo™ al obtener una red equivalente en la
que las corrientes de toda la red no se alteran, debido a la transfor-
macién. Si ahora se requieren fuentes de corriente, se puede modificar
la red de la figura 3-19(c) utilizando las equivalencias de las figu-
ras 3-16 y 3-17.

El ejemplo que se acaba de dar es un caso especial de una forma
mds general de movimiento o desplazamiento de fuente de voltaje, que
se ilustra en la figura 3-20. Al recorrer las cuatro mallas indicadas por
las lineas punteadas de (b) de la figura, se observa. que la ley de
voltajes de Kirchhoff da las mismas ecuaciones para las dos redes, (2)
y (). Por tadto, se puede “empujar la fuente de voltaje a través del
nodo”, intercalando una nueva fuente idéntica en cada rama conectada
al nodo, sin que se afecte la distribucién de corrientes de la red. La
regla de polaridad que se debe aplicar para que esto se realice se
muestra en la figura 3-20. Se observard que varfa la distribucién del
voltaje en la red, ya que el nodo a tiene ahora el mismo voltaje que
el nodo e en tanto que antes del desplazamiento de la fuente la
diferencia de voltaje de los dos nodos era »;.

También se pueden efectuar transformaciones equivalentes para
fuentes de corriente, siguiendo el patrén de dualidad que se ha mos-
trado. desde que se introdujo por primera vez este concepto, en el
capitulo 2. En el ejemplo de la figura 3-21, la red de (b) es equiva-
lente a la de (a), al aplicar la ley de corrientes de Kirchhoff en cada
uno de los nodos. La corriente /, entra y sale del nodo B, en tanto
que las corrientes en los nodos A y C, son las mismas que las de (2)
en la misma figura. Se pueden efectuar otras transformaciones como
las que se ilustran en el segundo ejemplo de la figura 3-22. Como se
puede ver, ¢l modelo general de transformacién de fuentes consiste en
mantener las mismas corrientes en todos los nodos de la ted, bésica-
mente sumando y, luego, restando la misma cantidad de corriente. En
este modelo de cambio de fuentes de corriente los voltajes no varian
debido a la transformacién, aunque si se modifican las corrientes en
las ramas activas. '

Las operaciones antes descritas se pueden emplear sucesivamente
para determinar el equivalente sencillo de una red complicada. Por
ejemplo, la red resistiva de la figura 3-23 tiene tres fuentes de voltaje
y una fuente de corriente. Mediante 1a reduccion por etapas que se
ilustra en la figura, se encuentran las redes equivalentes simplificadas
de (e) y ()

Las transformaciones de fuentes influyen en la representacién. de
una red, mediante una grifica. Se pueden hacer dos observaciones:
(1) Los elementos en paralelo con las fuentes de voltaje o en serie
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con las fuentes de corriente se pueden eliminar de Iz grifica. (2) Pues.
to que las fuentes de voltaje s¢ pueden cambiar de una rama a otras,

que representa la red.

Aqui se seguirg siempre la prictica de preparar la red, antes de
escribir las ecuaciones, a partir de las leyes de Kirchhoff, Esto impli-
card las siguientes précticas: (1) Si la red se Va a analizar en base de
nodos, con la ley de corrientes de Kirchhoff, las fuentes de la red se
transformardn de ta) manera que en la red resultante se tengan solo
fuentes de corriente. (2) Si se va a analizar en base de mallas, uiili-
zando la ley de voltajes de Kirchhoff, entonces las fuentes se transfor-
mardn hasta que se encuentren las fuentes de voltaje equivalentes,
(3) Sila red se va a analizar utilizando varigbles de estado, se puede

Con esto se estd ya en condiciones de escribir los conjuntos de
ecuaciones que describen a las redes. Se entiende que para escribir
estas ecuaciones se puede utilizar el métodg de nodos, el de mallas o

niente? La seleccion se hard de acuerdo con factores tales como los
siguientes: (1) :Qué método proporciona el nimero mds pequefio de
variables? (2) ;Cual es of objetivo del analisis? iUn solo voltaje? ¢ Va-
rias corrientes? (3) ;Se logrard la solucién por medio de cilculos
manuales o con ung computadora digital? A sy VezZ, esta pregunta

independencia de 1lag ecuaciones de la red. Sj se va a usar lpiz y
papel para obtener Ia solucién, Ia preocupacién  mayor consistirg en
hacer que ¢l nimero de variables sea minimo, debido a la cantidad de
operaciones algebraicas comprendidas en la solucién de ecuaciones si.
multineas. Este nimero aumenta con gran rapidez con el nimerg de
variables, y este punto se ilustrard por medio de ejemplos cuando se
estudien los mstodos de evaluacion por determinantes,

3-4. EJEMPLOS DE LA FORMULACION
DE LAS ECUACIONES DE REDES

A continuacién se dan varios ejemplos que ilustrarin la formacién
de las ecuaciones de redes utilizando las leyes de Kirchhoff y las
diversas reglas de este capitulo y el anterior.

31

Figura 322, yp ejemplo  que
ilustra el procedimiento que per-
mite mover una fuente de co-
tziente dentro de una red.
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Figura 3-23. Ejemplo de una
simplificacion dc red utilizando
transformaciones  sucesivas  de
fuentes.
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Ry L
R L
@ c »’\ vith /D TC@ R,
(a) &)

Figura 3-24. Redes que se analizan en los ejemplos 1y 2.

EJEMPLO I

En la figura 3-24(¢) se muestra un circuito RLC en serie. Para este
circuito sencillo, la ley de voltajes de Kirchhoff requiere que

. di 1 (., .

R'+Ld_tTf idt=o(t) (3-19)

en todo momento. Esta es una ecuacion integrodiferencial, que se

puede transformar en una ecuacién diferencial mediante una deriva-
cidn, para dar

4%, pdi 1, du0) . 320

Lo+ Ry +ei="G (3-20)

en donde las derivadas se han colocado en orden descendente.

EJEMPLO 2

Al aplicar la ecuacién (3-12) a la red de la figura 3-24(D), se obser-
va que b-n+1=5~4+1=2, un hecho que es evidente de acuer-
do con la regla de “ventanas”. Con las dos corrientes de malla i) € i,
asignadas con Jos sentidos positivos que se indican, las ecuaciones de
equilibrio basadas en la ley de voltajes de Kirchhoff son |

Ry Jr—é—j(il — i) dt = o(t) (3-21)

%f(i, —iydi+ L‘—% 4 Ry =0 (3-22)

EJEMPLO 3

En la figura 3-25 se muestra una red de 3 nodos, con voltajes de
nodo a referencia ¥,, v, y vs, asignados tal como se sefiala. Suponien-
do que la corriente que sale del nodo es positiva para cada uno de los
tres nodos, se obtienen tres ecuaciones de corriente segin Kirchhoff:

o +C L, — v =) (3-23)
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Gl —v)+tn Lo —vy=0 (329
dt R, dt

1
R—va + Czdi;(us —n)=0 (3-25)

Figura 3-25. Red de tres circuj-
tos que se analiza en el ejem-
plo 3.

EJEMPLO 4

La red que se muestra en la figura 3-26(¢) se conoce con el nom-
bre de red doble T. Este ejemplo es mis complicado que los tres
anteriores, y la construccion de una grifica ayudard a la formulacion

a o
Eet
1
R,
vy CZJ: Ry Ry

Figura 3-26. Red RC de doble T y su grifica que se analiza en
el egjemplo 4.

de las ecuaciones de voltaje. La grifica de esta red, la eleccion de un
rbol y la elecciébn de los sentidos de las cuerdas se ilustran en la
figura 3-26(b). Las cuatro ecuaciones necesarias son

éfil 4 Ry, — i) = —, (3-26)
1
Rty & [ G = i e = 4, E)
2
&fG—ia+ R+ RG—i =0 2
2

& f fdt - Ry — i)+ Rl — i) =0 (3:29)
1
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Se observard que en estos ejemplos se ha usado la integral sdlo
como una notacion abreviada para la integral con limites; asi

J.i,, dr representa a J': i(t) dt (3-30)

EJEMPLO 5

En este ejemplo y el siguiente se escribirin las ecuaciones para
redes acopladas utilizando los resultados de la seccién 2-3. Sea la red
la que aparece en la figura 3-27. Esta red se compone de dos partes
que estin acopladas magnéticamente. Para redes acopladas, la ecuacion
(3-12) se debe modificar a la forma b—n+p, en donde p es el
nimero de partes separadas de la red. En la misma forma, el niimero
de ecuaciones de nodo para las redes acopladas es n—p en vez de
n—1, como se vio antes. Por tanto, para este problema se debe escri-
bir b —n+p=5-5+2=72 ecuaciones de mallas.

Figura 3-27. Red del ejemplo S,
la cual contiene dos partes aco-
pladas magnéticamente.

Para encontrar la polaridad de los voltajes inducidos en la red, se
aplican los métodos descritos en la seccidon 2-3. En consecuencia, en la
figura 3-28(2) la corriente i; enira por la terminal con punto del
devanado 1-2 e induce un voltaje en el devanado 3-4, positivo en la
terminal con punto, es decir la terminal 3. Del mismo modo, i, indu-
ce un voltaje en el devanado 1-2, siendo positiva fa terminal 1 —la
que lleva ei punto. En la figura 3-28(b) la cormente i, tiene un
sentido positivo que es contrario al que se acaba de ver. Esta corriente

HE

1 L 3

C‘) /D Figura 3-28. Redes que sirven

para ilustrar las reglas que deter-
2 l——04 minan la polaridad de los volta-
[t} jes inducidos.
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@ positiva cuando sale de Ia terminal con punto ¥, por tanto, induce
un voltaje en el devanade 1-2, tal que la terminal 2 resulta positiva,

Al aplicar esta regla a la red de Ia figura 3-27, 1a ley de voltajes de
Kirchhoff es

Rm+L%~M%=MU (3-31)

En la segunda malla, la ecuacion de equilibrio para voltajes es

diy di oo g
Li-MS+ R =0 (3-32)

EJEMPLO 6

El sentido del devanado de las tres bobinas sobre un material con-
ductor de flujo es como se indica en la figura 3-29, Se pide que se
escriban las ecuaciones de voltajes de Kirchhoff, tomando en conside-

Figura 3-29. Red con acoplamiento magnético que se analiza en
el ejemplo 6.

Figura 3-30. Representacién de red que es equivalente a la de Ja
figura 3-29.
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inductancia mutua indique las dos bobinas que se estin tomando en
cuenta, las ecuaciones de voltaje de Kirchhoff son

Ryt + £, B 8) g, B )y Ba ke Ry~ i) = 0(0)
' (3-33)

Rully = i)+ L, &m0 gy, 1) g oy AT

M=) 4 M =0 (339

di
L, —“(13 - = My ‘th M2y :f — i)+ LJ ’3

Mo 1) = My iy — ) 4 EJf,dz =0 (339

En este problema en particular, las ecuaciones serian mis sencillas
si se hubieran escogido otras tres mallas, de tal modo que cada una
incluyera a ¥(¢). (Véase el problema 3-25.)

EJEMPLO 7

A continuacién se vera la formulaciébn de ecuaciones de equilibrio,
en base de nodos. Sea la red la que se ilustra en la figura 3-31(2). La
Figura 3-31. Red del ejemplo 7. fuente de voltaje se puede convertir en una fuente de corriente equiva-
lente mediante el procedimiento de la seccién 3-3, con lo que se
obtiene la red que aparece en la figura 3-31(b). El nodo 2 se designa
como el de referencia, y todas las corrientes de rama se asignan como
positivas cuando salen del nodo 1. De acuerdo con la ley de corrientes
de Kirchhoff, la ecuacidn de la corriente es

—'1)1 +L fv‘dt+cdv’ 9} (3-36)

Por supuesto, no es necesario hacer la conversién a la fuente de
corriente antes de analizar la red. Puesto que el voltaje de la termi-
nal + del generador es 1(f) en la figura 3-31(2), se puede escribir lo

que sigue
1y 1 dvy !
Do, v(z)]+ffv,dt+cdt =0 (337
o bien,
)
1 dv, i)
7) + - fv dt+Cd =z

que es idéntica a la ecuacién (3-36). El andlisis se puede efectuar con
la fuente de voltaje o con la fuente de corriente equivalente.
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Jemp

It
C
Ry Ry =01 G = Ry

Figura 3-32. Red que se analiza
en el ejemplo 8. . 3

EJEMPLO &

La red que se ilustra en la figura 3-32 equivale a la fuente de
corriente de la red de tres mallas que se muestra en la figura 3-25. El
nodo 3 es el de referencia y los voltajes desconocidos de los nodos 1
y 2 se representan como.V; Y V2. En el nodo 1, cuando se hace que
1R1=G; y 1/R2 =G,.

G+ %t L —v)=¢ (3:38)

ar
y en el nodo 2

G )+ @16 =0 (339)

En este ejemplo, la formulacidn, base de nodos, ha proporcionado
menos ecuaciones diferenciales que en base de mallas, como sucede en
el ejemplo 3. Por lo comin se requiere menos trabajo para resolver
dos ecuaciones diferenciales simultineas que para resolver tres. La elec-
cién de método de formulacidn, sea por mallas o por nodos, depende
también del objetivo del andlisis. En este ejemplo lo que se busca es
el voltaje en el nodo 2; por tante, el método de nodos tiene mas
ventajas que el de mallas. Sin embargo, si lo que se debe determinar
es la corriente que fluye por el capacitor C3, es necesario sopesar las
ventajas relativas de los dos métodos. Las corrientes de malla se pue-
den asignar de tal modo que fluya tan sdlo una corriente de malla en
7y; pero se deben resolver tres ecuaciones simultineas. Cuando se usa
el método de nodos, se puede encontrar primero el voltaje del nodo 2
¥, luego, determinar las corrientes del capacitor, con base en la ecua-
cién

dv, -
=G, 3 (3-40)

El segundo método comprende menos calculos en este ejemplo en

particular.

EJEMPLO 9

La red que se muestra en la figura 3-33 difiere de las redes de los
otros ejemplos en que hay una resistencia en serie con la fuente de
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uit)

Figura 3-33. Red del gjemplo 9.

voltaje. Aunque esta red tiene tres mallas independientes, existe un
solo voltaje de nodo desconocido, que es el del nodo 2. De acuerdo
con la ley de corrientes de Kirchhoff, se escribe

C;E‘i—(vz —w)+ %f(vz — v)dt + G, + cz‘%z (3-41)

en donde, como antes, G = 1/R. Obsérvese que C; no aparece en la
ecuacién. Esto se debe a que el voltaje del nodo 1 es independiente
del capacitor C;, que es un elemento extrafio. La fuente de voltaje
debe conservar el mismo voltaje terminal para cualquier carga (o no es
un elemento ideal), de manera que es posible eliminar C; sin efectuar
a las ecuaciones de la red.

3-5. ANALISIS CON VARIABLES DE MALLA

Hasta ahora se han visto desde el andlisis de redes muy sencillas
hasta configuraciones de redes mds complejas por los métodos de ma-
llas y de nodos. En las tres siguientes secciones continuard la exposi-
cidn de la seccion 3-3 para tres de los numerosos métodos posibles
que sirven para formular las ecuaciones que describen a las redes. Este
postulado se ilustra en la figura 3-34, que es una ampliacién de la que

Sistema fisico, dispositivols)

Madela 1 Modelo 2 Modelo 3

Repr ion 1 Repr ion 2 Repr ién 3
. Ecusci Ecuas

de E de de
malla nodo estado efc.

Figura 3-34. Se dispone de varias representaciones para describir
un modelo dado de un sistema fisico.
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Figura 3-35. Grdfica de una red con L corrientes de malla
independientes identificadas.

s¢ presentd en el capitulo 1. Tiene por objeto ilustrar el punto de
que, una vez que se escoge un modelo de un sistema de dispositivos,
se tienen varias alternativas para representar dicho modelo mediante un
conjunto de ecuaciones de red. En la seccion 3-3 ya se vieron los
factores que intervienen en la eleccion de la representacion, e incluyen
el de mantener el nimero de variables lo mis reducido posible, encon-
trar el resultado deseado del modo mds directo posible, etc. Todos los
métodos vilidos pueden conducir al mismo resultado final, o sea, de-
terminar todos los voltajes’ v todas las corrientes de rama de la red.
Como se observa, rara vez se lleva el anilisis hasta este limite, ya que
por lo general el interés reside sélo en un voltaje o en una corriente.

Ahora, el anilisis es relativamente sencillo para redes en las que se
incluyen sélo elementos pasivos, excluyendo la inductancia mutua y
las fuentes controladas. Este método se verd primero en un caso sen-
cillo y mds adelante se delinearin las modificaciones necesarias para
tratar el caso mds general.

Para empezar, sea una red de L mallas, representada por la grafica
de la figura 3-35. Véase primeramente la malla 1, que puede contener
resistencia, inductancia y capacitancia en cualquiera de las ramas o en
todas Ias que forman la malla. Sean

Ry; la resistencia total de la malla 1.
L, la inductancia total de la malla 1.
Dy la elastancia total de la malla 1.

En este caso se utiliza la elastancia en vez de la capacitancia, de-
bido a que los términos de elastancia se suman directamente para un
circuito en serie, mientras que los de la capacitancia se combinan
como sigue

1 1 1 1
a’f‘a‘f‘c—vs'{“--.‘f‘a (3'42)
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En la malla 1 se tendran caidas de voltaje producidas por las co-
rrientes en la malla 2, en la 3, en la 4 —en realidad, en todas las
mallas en el caso general. En vez de limitarse a la malla 1, véase el
efecto de la corriente en la malla j-ésima en los voltajes de la malla £,
en donde j y & son cualquier entero, desde 1 hasta L. Para estas dos
mallas, sea Ry; =la resistencia total comin a las mallas &k y j; Lyy=la
inductancia total (incluyendo la mutua) que es comin a las mallas &
Y Ji Dyj =la elastancia total combn a las mallas & y j La caida de
voltaje en la malla &, producida por la corriente i, es

Rusy + Ly G+ Doy [ (3-43)

En este punto se adoptard una notacion especial para las ecuaciones
de esta forma, lo que permite que la siguiente expresion equivalga a la
ecuacién (3-43).

(Rk, + Lk,d—“; + Dy, f dt) iy= au; (3-44)

Este simbolismo implica. que la variable § se opera mediante multi-
plicacidn por Ry;, multiplicacién por Ly; y diferenciacion, haciéndose
finalmente una multiplicacién por Dy; y una integracién. Estas tres
operaciones se resumen en el simbolo ay;.

La caida total de voltaje en la malla k se encuentra considerando
en forma sucesiva la corriente en dicha malla k¥ y las corrientes que
fluyen en las demds mallas. Matemadticamente esto se realiza dando a j
todos los valores de 1 a L. Dicha caida total de voltaje debe ser igual
a la elevacion total de voltaje proveniente de las fuentes activas de la
malla k, que se escribe como vy. Entonces, de acuerdo con la ley de
voltajes de Kirchhoff, se tiene que

35 apy = (3-45)
i=1

Queda tan sdlo repetir este proceso para todas las mallas haciendo
que & tenga todos los valores, desde 1 hasta L. Por consiguiente, la
forma més general de la ley de voltajes de Kirchhoff para una red de
circuito L es

L
Yo =v, k=12...,L (3-46)
it

El desarrollo de esta ecuacidn concisa es el siguiente conjunio de
ecuaciones
ayly + @iy + apsh; + o agi =0
Gyyiy + Bzaly + Agals . Gl =0, (3-47)

Apady + apady + apsiy + . dudo =0,
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Conviene ordenar estas ecuaciones en forma de un cuadro (o fabla),

donde destaquen los coeficientes del operador. A continuacién se
muestra un ejemplo de este tipo de tabla.

Coeficiente de

Ec. Voltaje iy iy iy iy is . ip
1 v, a,; a as ays ays a1
2 ) az az; Q23 24 dss aa
L vy a a2 a3 Adrs ars e arr

Si se supone que las corrientes de malla son todas positivas para el
mismo sentido de recorrido, por ejemplo en el sentido de las maneci-
llas del reloj, entonces todas las a;; son positivas y todas las a;,( k)
son negativas. Por supuesto, en problemas reales muchos de los coefi-
cientes del operador son cero.

E] cuadro que se acaba de escribir y la ecuacién (3-47) se pueden
expresar de un modo compacto como una ecuacidn matricial

vy ay @y G ... G || G
vz . Gy @3 ... Gy || D
V| @y @ ay .. a6 (3-48)
Yr, Gry A Gy .. Gyl
o bien, simplemente
U =as (3-49)

En este caso, las matrices) e g se conocen como matrices o vec-
tores columna y @ es una matriz cuadrada. La multiplicacion matricial
de @ e d se efectia de tal mode que se reconstruya la ecua-
cién (3-47). Por tanto, el primer elemento en la columna O es igual a
la suma de los productos de los elementos sucesivos en el primer
renglon de @ y los elementos de la columna de 9. De acuerdo con
esta regla, se ve que

vy =apd +anih a0+ a (3-50)

que es la ecuacion (3-46) para k=1. Se observard que en la ecua-
cion (3-46), k y j de ay; describen, respectivamente, el renglén y la

I,
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columna de los coeficientes de las ecuaciones (3-47) y (3-48), asi
como del cuadro que se hizo. Los detalles del ilgebra matricial se
estudian en el apéndice B.

EJEMPLO 10

En la figura 3-36 se muestra una red de dos mallas. En esta red se
tienen dos fuentes de voltaje y no hay inductancia mutua. Entonces,
la ley de voltajes de Kirchhoff es

2
S agi;=v k=12 (3-51)
=

o bien, en forma desarrollada,

a iy + aph = Uy, Ayyiy F yals = V2 (3-52)

malla 1 malla 2

Figara 3-36. Red de dos mallas que se analiza en el ejem-
plo 10.

Los coeficientes del operador se encuentran analizando la red como
sigue.

ari = R+ B+ (L L)+ 0+ D) [ 59
i = R+ R+ (Lt L) 0= D) [ -39
a‘zzanz—szde—dt—DzJ‘d[ (353

En la ecuacién (3-53) @1; se determina recorriendo la malla 1y
sumando los valores de las R, L y D; ay, se determina igualmente
mediante una suma alrededor de la malla 2. La ecuacién (3-55) la
forman los términos en R, L y D, comunes a las mallas 1 y 2,y el
signo negativo se origina debido a que en ellas los sentidos de recorri-
do de las mallas 1 y 2 son opuestos. Por fltimo, se puede ver que los
términos de voltaje son

v, =1, v, = —v, (3-56)
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Las ecuaciones de Kirchhoff tienen una forma particularmente sen-
cilla. para las redes resistivas cuando aj = Rjz. Esto se ilustrard me-
diante un ejemplo.

EJEMPLO 11

Sea la red la de la figura 3-36. Para este ejemplo, las ecuaciones de
voltajes de Kirchhoff se expresarin en forma tabulada, en donde el
primer renglon de la grafica equivale a la ecuacidn

=4, — i, + 0y — iy + 0iy + Oig+ Oiy + Oig + 0iy  (3-57)

Coeficiente de

Ec.  Voltaje iy i iy iy i is iy Iy iy
1 0 [=| 4|1 0 |—1 0 0 0l 0 0
2 1= -1 51—1 0]-—1 0 0 0 0
3 0 |=| 0]—1 4 0 0 |—1 0 0 0
4 -1 1=|-1 0 0 5 -1 0 -1 0 0
5 0 |=| 0—-1 0 |—1 4 |—1 0 |—1 0
6 0l|=| 0 0 |—1 0|-1 5 0 0 -1
7 1 [=! 0 0 0 |—t 0 0 4 (-1 0
8 0 |=| 0 0 0 0 /-1 0 [—1 5 -1
9 0 |=| © 0 0 0 0 -1 0 |—1 4

También en este caso dicha tabla se puede construir de una manera
muy sencilla. Los elementos de la diagonal principal de la tabla se
encuentran sumando las resistencias alrededor de cada una de las nue-
ve mallas. Los elementos que quedan fuera de la diagonal son todos
negativos y son los-valores de la resistencia comiin 2 las dos mallas
que se estin considerando, identificadas -por el nimero de renglon
(nimero de ecuacion) y el nimero de columna (subindice de la co-
rriente).

De acuerdo con la tabla, o a partir de [a matriz correspondiente de
la forma (3-48), se observard que: (1) los elementos que estin sobre
la diagonal principal son todos positives, y todos los demds son nega-
tivos o cero. (2) Existe una simetria alrededor de la diagonal prin-
cipal, Esta simetria y la regla de signos se aplican siempre que se
recorren las mallas en el mismo sentido, ya sea en el sentido de las
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manecillas del reloj o en sentido contrario. Estas observaciones para un
ejemplo describen el caso general en ausencia de fuentes controladas.

;Qué se puede decir de la inductancia mutua y las fuentes contro-
ladas? La inductancia mutua no presentard problemas, como lo indi-
can los ejemplos de la Gltima seccién, y las observaciones de simetria
se aplican también, ya que My =M. La presencia de las fuentes con-
troladas es algo totalmente distinto. Bstas fuentes dan origen a tér-
minos de la forma v; = Kiz, que aparecerin en la suma alrededor de la
malla que contiene ¥;; pero no en la malla que define a #. La escri-
tura de las ecuaciones no representa un problema; pero por lo comin
las reglas de simetria y signos que se han observado no se aplicarin
(existen excepciones) en presencia de fuentes controladas. Este tema se
estudiard con mds detalle en el capitulo 9, en relacion con el estudio
de la reciprocidad.

3-6. ANALISIS CON VARIABLES DE NODO

Sea una red con n nodos y sblo una parte. Como se vio en la
seccién 3-3, existen n — 1 pares de nodos independientes. De las mu-
chas posibilidades para variables de par de nodos, se escogerin los
voltajes de nodo a referencia, como variables exclusivamente, La forma
de los voltajes para la rama que conecta al nodo f con el k cuando el
nodo j es positivo, serd v; —vg (de acuerdo con la ley de voltajes de
Kirchhoff). Se supondrid que las corrientes salen de cada uno de los
n — 1 nodos en los que se formulard la ley de corrientes de Kirchhoff,
para estar de acuerdo con la asignacion del signo del voltaje, que se
acaba de hacer. De conformidad con la exposicidén anterjor, ésta es
una eleccién arbitraria, y escoger la otra alternativa equivale a multipli-
car Jas ecuaciones resultantes por —1I.

Se seguird la prictica de convertir todas las fuentes de voltaje en
fuentes equivalentes de corriente, como preparacion de la red, antes de
proceder 2 la escritura de las ecuaciones. Por ahora, se pospondrd la
consideracién de inductancia mutua y fuentes controladas, y se consi-
derard una red pasiva, compuesta de resistencias, capacitores e induc-
tores. Obsérvese primeramente que, para los elementos conectados
como se.indica en la figura 3-37, los elementos se pueden substituir

Figura 3-37. Elementos que se
conectan entre los nodos j y k.
Los tres tipos de elementos se
pueden combinar para dar upa
red RLC en paralelo equivalente
entre Jos nodos j v k.
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mediante un sisterna equivalente, como sigue: (1) todas las capacitan-
cias en paralelo se substituyen por una capacitancia equivalente con un
valor de Cpj=C, + C, +...; (2) la resistencia equivalente se encuen-
tra sumando las conductancias como sigue, Grj= 1Ry =Gy +
Gy +...; (3) la inductancia equivalente, con un valor de Lyj, en don-
de 1/Ly;=1/Ly +1/Ly +... Al aplicar esta simplificacion de red 2
los elementos entre el nodo k& y todos los otros nodos, desde j=1
hasta j =N, se tiene la ecuacién

N
b (Gk, +o,4 4 L dt)v, =ie k=1,2:..,N (3-8
~ a L,
que se puede escribir en forma abreviada como
N
D by =iy, k=12...,N (3-59)
J=1

haciendo que by; resuman las operaciones,
(G +c, L L d,) =5, (3-60)
x5 Y T L, J

El desarroflo de la ecuacion (3-59) tiene la misma forma que el
desarrollo para el caso de mallas en la ecuacidbn (3-47), en donde los
valores de & se substituyen por los de b, los de i por los de v y los
de v por los de i

Al aplicar esta ecuacién a las redes no es necesario simplificarlas
combinando elementos. En el nodo j, la capacitancia Cj; es la suma de
las capacitancias conectadas al nodo j o la capacitancia del nodo j a
tierra, cuando todos los demas nodos se conectan también a tierra. El
valor de Ck,- es la suma de las capacitancias conectadas entre ¢l nodo j
y el nodo %, o la capacitancia del nodo j al nodo %, cuando todos los
demds estdn conectados a tierra. Se pueden aplicar las mismas instruc-
ciones para la inductancia inversa 1/L y para la conductancia G = 1/R.
Por tanto, los coeficientes se pueden determinar por medio de un
examen, observando sencillamente qué elementos estin “conectados
a” o “conectados entre” los diferentss nodos.

Si se mantiene la misma convencién para la corriente positiva al
formular todas las ecuaciones de nodo para una red, el signo de by
sera positivo cuando k=7, y negativo cuando k 7. .

EJEMPLO 12

En la figura 3-38 se ilustra una red con dos pares de nodos inde-
pendientes, Para este tipo de red, la ley de corrientes de Kirchhoff es

EZ] bugby = ik k=12 (3-61)
=
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C
It
Y
2
LR 1)
L,
iRC L, QR TC 2g, iy

= Nodo de referencia

Figura 3-38. Red con dos voltajes independientes de par de no-
dos que se analiza en el ejemplo 11.

o bien,
bywy + by, =1y, by + by, =1, (3-62)
Si esto se expresa en la forma de una ecuacidn matricial, se tiene
[11} _ [bu blz:l [’"1} (363)
I bay baalivs
Los valores para los coeficientes del operador se resumen en forma
de tabla como sigue

Coeficiente de

Ec. Corriente Uy vy

1o Gl+c,d—‘f+(Lll+Li2)fdt -4 —Lizfdt

2| 4 _C'dit"ifd’ +Gz+(C,+Cz)£+LL2fd
EIEMPLO 13

Sea la red resistiva la que se ilustra en la figura 3-39. Para este
tipo ‘de red, las seis ecuaciones de variables de nodo se pueden escribir
rutinariamente en forma de cuadro, como sigue .

Figura 3-39. Red del ejem-
— . plo 13. Los valores de los ele-
== Nodo de referencia mentos se dan en ohms.
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Ec. para el Coeficiente de
nodo: Corriente ?, A v, Yy

0 3 -1 0 0 0 —yr,

0 L2 —1 0 o gl

Ol 0 =1 3 =1 o 4]y 64
0 0 0 —1 2 1 gy

1 00 0 —1 3 —yll,,

LO 20— 0~ e,

Esta clase de ecuaciones se puede deducir ripidamente utilizando
las reglas de estar “conectado a” ¥y “conectado entre”, asi como el
acuerdo del signo, para ij y Gyj. Obsérvese que todos los términos de
la diagonal principal son positivos ¥ que existe simetria con respecto a
la diagonal principal,

Se pueden encontrar problemas especiales en e] andlisis nodal de las
redes, en donde se tiepe inductancia mutua, Y una buena regla de
trabajo consiste en dejar a un lado el problema, analizando siempre
esas redes en base de mallas, En caso de que se requiera el andlisis
nodal, uno de los planteamientos consiste en substituir las bobinas
acopladas con una red equivalente sin inductancia mutua.® La pre-

Suponiendo que ahora sea posible escribir las ecuaciones de red en
las dos Tepresentaciones, el siguiente problema consiste en poder resol-
ver los grupos de ecuaciones, para lo cual se requiere conocer determi-
nantes,

3 Como ejemplo, véase, de Paul M. Chirlian, Basic Network Theory (McGraw-
Hill Book Company, Nueva York, 1969), pags. 136-140.
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3-7. DETERMINANTES: MENORES Y EL
METODO DE ELIMINACION DE GAUSS

El arreglo de cantidades encerrado entre dos lineas verticales se
conoce como determinante de orden n. Las cantidades dentro de

Ay Az Qs --. i
a1 G2 a3 ... A2, (3-65)
I R I

las lineas horizontales forman rengiones y las cantidades en lineas
verticales forman columnas. Un determinante de esta indole es cuadra-
do y tiene n renglones y n columnas. Cada una de las n? cantidades
en el determinante se conoce como elemento. La posicion del ele-
mento dentro del determinante se identifica mediante un subindice
doble; el primero de ellos indica el renglon y el segundo indica la
columna (se numera desde la esquina superior izquierda). Los elemen-
tos que se encuentran a lo largo de la lnea que se extiende desde i,
hasta a,, forman la diagonal principal del determinante.

El determinante tiene un valor que es funcién de los valores de sus
elementos. Para encontrar este valor, se deben utilizar las reglas para el
desarrollo de determinantes. Los determinantes de segundo y tercer
orden tienen desarroflos que se estudian en algebra elemental.

ayy Gy
= 4yydz2 — @20 (3-66)
a2y G2z
y
4y dy2 43
@3y Gy dp3| = G11852055 T G1202385: T 413021052 (3-67)
43 @y Q33 T @1382203, — 23852011 — Q33921452

Los desarrollos de determinantes de cuarto orden o mayores, se
efectiian con facilidad en términos de menores.

El menor de cualquier elemento de un determinante gy es el deter-
minante que permanece cuando se elimina la columna y la hilera que
contiene ;. De acuerdo con el determinante de tercer orden,

a;y @ 4
A=|ay ay ay (3-68)

a3y A3z Oy
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el menor para @, por ejemplo, es

Q32 3

M, = (3-69)

232 Q33

Un menor del elemento ay multiplicado por (=1¥*% recibe el
nombre de cofactor. Por tanto, el signo del cofactor se encuentra
elevando (—1) a la potencia que s encuentra al sumar el renglén y la
columna, j + %, como sigue

(cofactor) = (—1)/** (menor) o Ay, = (71)/”‘M,k (3-70)

Puesto que, de acuerdo con esta regla, los signos de los- cofactores
se alternan a lo largo de cualquier rengldn o columna, el signo- correc-
to del cofactor se puede determinar ‘“‘contando” (mas, menos, mds,
etcétera) a partir de la posicién positiva ¢, hasta cualquier elemento,
procediendo a lo largo de cualquier combinacion de trayectorias hori-
zontales o verticales.

El desarrollo de un determinante en términos de los menores (o
cofactores) consiste en una reduccién sucesiva del orden del determi-
nante. Un determinante de orden n es igual a la suma de los produe-
tos de los clementos de cualquier renglon o columna por cofactores
correspondient:s de orden 1 — 1. Aplicando esta regla al desarrolio del
determinante de la ecuacidn (3-68), a lo largo de la primera columna,
se obtiene

A=ayMy; — ay My + a5 M,

22 Q23 apx a3 a3z i3 (3-71)
=an 21 a3

232 433 a3y A3z dzy  das

Existen 2 desarrollos equivalentes del determinante segin sus
hileras y n columnas. A su vez, los determinantes menores se pueden
desarrollar de acuerdo con la misma regla y el proceso se continiia
hasta que el valor de A lo dé la suma de n x n! productos.

Es esencial saber como se usan los determinantes que se acaban de
repasar para resolver ecuaciones simultineas de la forma

@yl oanh tanh v T adi =%
3-72)

@iy F gady + @iy .+ auil =0
que se obtienen al aplicar la ley de voltajes de Kirchhoff y las ecua-
ciones similares, derivadas de la ley de corrientes de Kirchhoff. La

solucién de estas ecuaciones simultineas se da por medio de la regl
de Cramer, como

A (3-73)
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en donde A es el determinante del sistema y se da como
Ay Gz ... Qg

azy Q22 ... Qg

A: Lo e e (3-74)

ary Gz ... dpp

que debe ser diferente de cero, para que las soluciones iy, iz,... 1,
sean unicas y D; sea el determinante que se forma al substituir la
columna j de los coeficientes ¢, por la columna vy, v,,...,v,.

Con la regla de Cramer y el método de desarrollo por menores se
pueden resolver las ecuaciones simultineas de la forma de la ecua-
cidn (3-47). Para una ecuacién de tercer orden, la solucidn de i; es

i :%zle“ +v2§“ + 1A, (3-75)
o bien,
i ::éiilv,4+ %?lv2A+ %flv, (3-76)
De manera similar,
=80, + 8y, 4 Aoy, @17

y asi sucesivamente. La forma de estas ecuaciones se simplifica mucho
si todos los valores de v, excepto uno, son cero, lo que corresponde a
solo una fuente de voltaje.

EJEMPLO 14
Para una red de tres mallas en particular, se dan las siguientes
ecuaciones.
5ip — 20, — 3, =10
—2i; + 4iy — liy =10 (3-78)
—3i, ~— liy + 6i, =0
De acuerdo con la regla de Cramer, se escribe la siguiente solucién
para i, como

101 4 —1‘7 |—2 73‘+01—2 3J
oD =1 6 -1 6 4 —1] 230
a 5 —2 —3 2
r—z 4 —1
=3 -1 6

(3-79)
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De la misma manera,

-2 —1] -2 4
—(+10 10
i ( )I— 6]‘150 i*ﬂ )‘4 4(_140
: A a3 2 A T3

(3-80)

Cuando e} orden del determinante es mayor que 4 & 5, el método
de eliminacion de Gauss o sus variantes ofrece mayores ventajas en
relacién con los desarrollos por medio de menores, ya que se requiere
n3/3 multiplicaciones en lugar de n x n!. El método de eliminacién de
Gauss es una forma sistemitica de eliminar variables que sers presen-
tado por medio del ejemplo de las ecuaciones (3-78) que se acaban de
resolver. Se observari que los dos miembros de una ecuaciéon se pue-
den multiplicar por una constante, sin alterar su valor. Si se multi-
plica la primera ecuacién de (3-78) por 2/5 y luego se le suma la
primera y la segunda ecuaciones, se tiene

Ofy + 485, — 1j = g (3-81)

A continuacién se multiplica la primera ecuacién por 3/5 y se
suma, a la tercera lo cual da

0ip — Liy + 2Zli, =6 (3-82)

Ahora, si la ecuacién (3-81) se multiplica por 11/16, se puede eli-
minar £; sumando la ecuacién resultante con la (3-82) v se obtiene

215), = 140 (3-83)

Las tres ecuaciones

S — 26, — 34, = 10
0f + 187, — 31/, =4 (3-84)
0iy -+ 0f, + 430, = 140

estin en una forma caracteristica del método de Gauss, es decir, un
arreglo triangular como el que se muestra en la figura 3-40. La dGltima
ecuacién de (3-84) es la solucion para Iy, que es 140/43. Este valor se
substituye en la segunda ecuacin y da la solucion para 7, y al substituir
estos dos valores en la primera ecuacion se cucuentra el valor de i,
como en las ecuaciones (3-79) y (3-30).

La idea bdsica del método de Guuss os la eliminacion sistemdtica
de variables, que se denomina triangulurizacion. La generalizacion de
este ejemplo crea un método poderoso para el cilculo aritmético. Su-
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XXX X|X|X X | X
X | X|X|—» X|{X|— X | X | =
XX |x XX X

ta) Reduccitn a ta forma triangular

X | XX X
— X — X

X X

{b) Substitucién inversa

Figura 3-40. Ilustracién de los pasos comprendidos en el proce-
so de eliminacién de Gauss. Se aplica el mismo pattén a siste-
mas de un nimero mayor de ecuaciones. Los espacios que no
tienen una X contienen un cero.

pdngase que se tiene un conjunto de # ecuaciones con 11 incOgnitas.
La primera ecuacién de este grupo es:

4%y 6% + .+ anX, = A, (3-85)

en donde ¢y, # 0. Si 4;, = 0, es necesario ordenar las ecuaciones de
tal manera que la primera satisfaga este requisito. A continuacidn se
multiplica esta ecuacidn, 12 (3-85), por un factor apropiado, de tal
manera que cuando se sume a la siguiente ecuacidon se elimine el
término que contiene x,. Este proceso se repite para cada una de las
ecuaciones restantes, de tal suerte que se tenga la ecuacidn (3-85) y
n—1 ecuaciones adicionales en las que el multiplicador del término
xy sea cero. Una de estas ecuaciones debe tener un coeficiente del
término x, que no sea cero, porque de otra manera no existe solucién
para el grupo de ecuaciones. Sea esta ecuacion

baaXs 4 basxs + ... + byux, = By (3-86)

La operacion bisica se repite con esta ecuacion: se multiplica por
un factor apropiado y luego se suma a cada una de las n — 2 ecua-
ciones restantes, una a la vez, aplicando un factor multiplicador dis-
tinto a cada vna de ellas. El resultado serd n — 2 ecuaciones y el
multipiicador de x, sera cero. Esta operaciébn se continfta hasta el
iltimo término, que es

GuXn = O (3-87)

y para €l cual se determina x,. Luego se trabaja en sentido inverso,

determinando cada valor de x; hasta que se llega a la Gltima etapa, en
§ q

que se determina x,. Los pasos se conocen como substitucion inversa.
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Asi, se puede considerar que el método de eliminacion de Gauss cons-
ta de dos partes: triangularizacidn y substituciéon inversa. Una vez que
se aprende el algoritmo es muy sencillo.

3-8. DUALIDAD

En las exposiciones anteriores se subrayaron algunas situaciones ans-
logas. Los enunciados de las dos leyes de Kirchhoff eran casi idén-
ticos, palabra por palabra, substituyendo voltaje en lugar de corriente
y malla independiente en lugar de par de nodos independiente, etc. De
la misma manera, las ecuaciones integrodiferenciales que se obtuvieron
al aplicar las dos leyes de Kirchhoff tienen una apariencia semejante.
Esta semejanza repetida es solo parte de un patron mds general de
otros patrones idénticos de comportamiento en los papeles que desem-
pefian el voltaje y la corriente en el anilisis de redes. Tal semejanza,
con todas sus implicaciones, se conoce como el principio de dualidad.
Véanse las dos redes totalmente diferentes en lo que respecta al aspec-
to fisico que se muestran en la figura 341. Al examinarlas se obser-
va que la primera se puede analizar en base de mallas y la segunda en
base de nodos. Las ecuaciones resultantes son

s di A g
Loy +tR+ & fxdt—v(t) (3-88)
~ v b 1 P .
cW+Gu+vadz_z(1) (3-89)

Estas dos ecuaciones especifican operaciones matemiticas idénticas y
la Gnica diferencia reside en los simbolos de las letras. La solucién de
ung ecuacion constituye también la solucién de la- otra; es decir, las
dos redes son duales. Solo se intercambiaron las funciones de la co-
triente y el voltaje en estas dos redes. Conviene hacer una advertencia:
una red no es la equivalente de la otra, en el sentido de que la pueda
substituir.

Al examinar los términos de las ecuaciones (3-88) y (3-89) se ob-
serva que las siguientes cantidades son andlogas (omitiendo las primas).

Ri 'y Gv
di dv
L Y C i

1f{. 1
ffld, y ff’udl

ult)

()

Figura 3-41. Redes que ilustran
el concepto de las redes duales.
Las redes se califican de duales
cuando R'=1/R, L'=C, C'=1L
e /() =v(r).
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Es evidente que los siguientes pares son cantidades duales

R y G
L vy C

comriente de malla, i y v, voltaje de par de nodos
q o w o
{ ia’r} {J’ vdt
circuito  y  par de nodos

corto circuito y  circuito abierto

S¢ puede seguir una sencilla construccion grafica* para encontrar el
dual de una red.

M

@

®

“

La
figura

Dentro de cada circuito sitie un nodo, asignindole un nimero
para mayor claridad. Sitlie un nodo adicional, el de referencia,
que quede fuera de la red. Sitle los mismos nodos numerados
en el papel, en un espacio por separado, para construir la red
dual.

Trace Iineas de un nodo a otro, a través de los elementos de la
red original, atravesando sblo un elemento a la vez. Para cada
elemento que se atraviese en la red original, conecte el elemen-
to dual correspondiente —de acuerdo con la lista que se dio
antes—, en la red dual que se estd construyendo.

Continfie con este proceso hasta que se agote el nimero de
trayectorias posibles a través de los elementos individuales (st
por un eror atravesara un alambre de conexidn que se supone
estd en corto circuito, el elemento dual es un circuito abierto).

La red hecha de esta manera es la que se califica como dual.
Esta estructura se puede comprobar escribiendo las ecuaciones
diferenciales para los dos sistemas, uno en base de mallas y el
otro en base de nodos.

representacién grafica que se acaba de bosquejar se ilustra en la
3-42. Si la grifica de una red es plana, el método determinard

siempre la red dual. Si la red tiene una grifica que no es plana, el
método fracasard siempre. .

aM.

F. Gardner y J. L. Barnes, Transients in Linear Systems (John Wiley

and Sons, Inc., Nueva York, 1942), pdg, 46 ¥ sigs.
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Figura 3-42. Construccién grifica que se usa para determinar la
red dual de una red plana. Se considera que las redes son duales
cuando (t)=v(t), " =1/R, L' =Cy C'=1.

3-9. ANALISIS CON VARIABLES DE ESTADO

La tercera formulacién de las ecuaciones de redes que se describe
en este capitulo se basa en el uso de variables de estado. Las variables
de estado que por lo general se seleccionan para el anilisis de redes
son los voltajes de capacitores y las corrientes de inductores. Estos
substituyen a las corrientes de malla y a los voltajes de nodo a refe-
rencia en los dos métodos que se estudiaron antes. Tales variables
tienen la misma propiedad que las que se vieron con anterioridad: su
determinacion permite que se encuentren todos los voltajes y todas las
corrientes de la red.

La ventaja particular de la formulacion de la variable de estado
consiste en que se hace en una forma especialmente apropiada para la
solucién en computadora, ya sea digital o analégica. Ademds, esta
formulacion es popular para describir sistemas de control —en efecto,
los sitemas en general, incluyendo los de pardmetros variables, en el
tiempo y los casos no lineales.

Este método de andlisis se presentard para el caso de la red sencilla
que aparece en la figura 3-43. Para esta red RLC en serie las variables
de estado son el voltaje del capacitor Ve ¥ la corriente del inductor
i, En el nodo 3 se escribe la siguiente expresién de acuerdo con la
ley de corrientes de Kirchhoff

e, (3-90)

De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff que se aplica a la
Gnica malla

L‘% =, — iR — 4 (3-91)

Figura 343. Red RLC que se
emplea para presentar el método
de vadables de estado.
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Estas dos ecuaciones se reordenan en la siguiente forma

(3-92)

que se dice que se encuentran en forma de estado. La generalizacion
de esas ecuaciones se efectda con suma facilidad utilizando x como la
variable general de estado y y como la entrada general

‘%: anxy Fapx: + ..+ ax T 0
%: ayx; + anx: + ..ot %, T2

. (3-93)
dx

G T nF Xk + @uXa + Va

Dado que se desea escribir las ecuaciones de red en esta forma, la
pregunta’ consiste en como se puede lograr en general, con la certeza
de: que las ecuaciones asi escritas sean independientes. Como se men-
cioné antes, la motivacién es que la ecuacién (3-93) en forma de
variables de estado es la mas conveniente para una solucién en compu-
tadora.

En primer lugar, se observa intuitivamente que si se desean tér-
minos tales como dvc/dr, de i ecuacion (3-92), entonces se deben
escribir ecuaciones de nodo para los capacitores; de igual manera, los
términos diy /dr sugieren ecuaciones de mallas. ;Como se pueden es-
cribir éstas sistemdticamente?

En 1957, T. R. Bashkow presenté la primera solucidn a este pro-
blema, aplicada especificamente al caso de las redes. La estrategia que
sugirid se logra en los siguientes pasos.

(1) Escoja un arbol que cortenga todos los capacitores® 'y ningiin
inductor.

(2) Las variables de estado son los voltajes de capacitores de las
ramas de este drbol y las corrientes de inductores de las cuer-
das.

(3) Escriba una ecuacion de nodo para cada capacitor.

(4) Mancje cada ecuacidn, si es necesario, hasta que contenga sblo
las variables que seleccione en (2) mis las entradas.

$Si una red contiene una malla de capacitores o un nodo al que estén
sdio i se debe modificar el método. Para esto hay
que consultar los libros de texto dos que liografi

en la bi 1a.




Andlsis con variables de estado 105

(5) Escriba una -ecuacién de malla, utilizando cada.inductor como
una cuerda del irbol de (1). :

(6) Repita el paso (4).

(7) Transforme las ecuaciones como sea necesario (por ejemplo, di-
vidiendo entre constantes) hasta que aparezcan en la forma es-
téandar de la ecuacidn (3-93).

A continuacién se da un ejemplo que iiustra estos pasos.

EJEMPLO 14

Sea la red la que aparece en la figura 3-44(z). Siguiendo los pasos
que antes se dan:

(1) El 4rbol indicado por las lineas gruesas satisface el requisito de
que contenga todos los capacitores pero no los inductores.

(2) Las variables de estado se muestran en la figura, identificadas
como ‘VC, i} e I, indicindose también los sentidos de refe-
rencia.

(3) En el nodo C la'ley de corriente de Kirchhoff da

c‘%ﬂ =i~y (3-94)

(4) Esta ecuacion tiéne la forma apropiada, excepto por la division
entre C.

)]

Figura 344. Red det ejempio 15 con el drbol scleccionado el
cual se indica mediante las lineas gruesas.

(5) La primera malla esti formada con la cuerda- que contiene a
L;. La ley de voltajes de Kirchhoff da

Lo iR, 4t (3-95)

L i e
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La segunda malla estd formada por la cuerda que contiene a
L,. La fuente de cordente y la resistencia R, se convierten
primeramente en la forma que se indica en (b) de la figura.
A continuacién,

L% (R + R+ 0 — Rit, (3-96)
(6) Esta ecuacion se escribe en términos de las variables de estado

de (2) y requiere sélo la divisidn entre L.
(7) En la forma estdndar, se tiene

dve _ R P

o =gl gh

dip, 1 Ry . 1 ¥
E__IUC L—“x+01:+—LI7)1 (397)

diy _ 1 1 Ry,
G = oot 0~ LRy + R — P,

En forma de matriz, esta ecuacidn se convierte en

doe) g _L _1

& c (ol

4, |_| 1 & N e
- L 0 l.I + o L. (3-98)
| 1 =R R

dt L, L,

o bien en su forma compacta
X = Ax + By (3-99)

En este caso, x es la matriz de estado del vector de estado, A es
una matriz constante conocida como la matriz A de Bashkow, B es un
vector constante y y es la entrada vectorial. El mayor interés se cen-
trard en x(0) que es el estado ‘inicial 'y se estudiard en el capitulo 5.

En esta seccidn se ha subrayado un método sistemdtico para escri-
bir ecuaciones que describan una red en la forma de estado-espacio.
La solucién de.las ecuaciones de tipo de la (3-98) es otra cuestion
muy distinta. Si la solucién se va a lograr por computadora, entonces
la formulacién estado-espacio presenta ventajas y el tnico requisito
consiste en escribir correctamente las ecuaciones. Si la red que se va a
analizar contiene uno o varios elementos que no son lineales o que
varian con el tiempo, entonces se recomienda la formulacién de esta-

dos-espacio y, por supuesto, la solucién por métodos de computadora”

es la {nica posibilidad prictica. Si la solucién se va a obtener utili-
zando papel y lpiz, entonces por lo general es mds sencillo aplicar las
formulas de nodos y de mallas.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORAS DIGITALES

Este capitulo trata de muchos temas ‘relacionados con el uso de la compu-
tadora digital. Las posibilidades elementales incluyen la multiplicacién de matri-
ces, como se describe en las referencias del apéndice E-3.2 y el método de
eliminacion de Gauss de las referencias- del apéndice E-4.1. Véase también ei
andlisis de las redes resistivas de escalera, tal como se describen en las referencias
del apéndice E-4.2. Véage Huelsman, referencia 7 del apéndice E-10, si se desea
hallar sugerencias especificas para resolver redes resistivas por el método de solu-
cidn de ecuaciones simultineas del capitulo 7 y el de solucién de las ecuaciones
para las redes RLC del capitulo 6. Algunas posibilidades més avanzadas incluyen
la solucién de ecuaciones de estado por métodos descritos en lag referencias que
se dan en el apéndice E-4.3 ¥ ¢l uso de programas de biblioteca para anilisis de
redes, como se dan en el apéndice E-8.4.

PROBLEMAS

31 ;Cudl debe ser Ia relacion entre Ceq Y€y Caen (@) de la figura de las
redes, si (@) y (c) son equivalentes? Repita el procedimiento para la red
que aparece en (b).

Cy C c

(a) (6)

Fig. P3-1.
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3-2. ;Cudl debe ser la relacidn entre Leq v Ly, L2 y M para que las redes de
(@) y (b) equivalgan a la de {c)?

M M
. . . .
L, L, Ly L,
Lo
@) &) (c)

Fig. P32,

3-3. Repita el problema 3-2 para las tres redes que se muestran en la figura

que sigue.
o M L .
L, L, L3 M 3L, L,
o
(e} 2] {e}

Fig, P3-3.

3-4. La red de inductores. que se muestra en la siguisnte figura esti formada
por un inductor de 1-H en cada arista de un cubo, en donde los induc-
tores se conectan en Jos vértices del cubo, tal como se indica. Demuestre
que, con respecto a los vértices 2 y b, la red es equivalente a la de (b) en
la figura, cuando Leq=5/6 H. Aproveche la simetria para resolver este
problema en vez de escribir las leyes de Kirchhoff.

(a) &)
Fig. P3-4.
3-5. En las redes del problema 3-4, cada inductor de 1-H se substituye con un

capacitor 1-F, y Leq se substituye mediante Ceq. iCudl debe ser el valor
de Cpq para que las dos redes sean equivalentes?
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3-6. Este problema se puede resolver utilizando las leyes de Kirchhoff y las
relaciones de voltaje-corriente para los elementos. En el tiempo o, después
de que se cierra el interruptor K, se encuentra que »; =45 V. Se le pide
que determine el valor de ip(2g) ¥ diz(to) /dt.

3 . _
C+
X 12 )
'21 19
+
ove= 29 v,
1
‘|i % ! )
Fig. P3-6.

3-7. Este problema es similar a la situacidn del 3-6. En la'red que se da en la
figura se establece que va(rp) =2V y (dv2/dt) (tp) =—10 V/segundo, en
donde to es el tiempo inmediatamente después de que se cerrd el interrup-
tor K. Determine el valor de C.

)
7
K 2
1 C v,
Fig. P3-7. S
La serie de problemas que se describen en la tabla siguiente pertenece a la
red de (g) de la figura, y los valores de 4 y B se especifican en la tabla.
En 4, las dos entradas en la columna implican una conexidn en serie de
los elementos, en tanto que en B dos entradas implican que los elementos
estin conectados en paralelo. En cada caso, todas las condiciones iniciales
son iguales a cero. Para la forma de onda especificada para vy, se le pide
determinar vy y hacer un dibujo de la forma de onda, como se puede ver
en un osciloscopio de rayos catbdicos. Evaliie las amplitudes y las pendien-
tes significativas, etc.
Red de A Red de B Formas de. onda de v‘2
3.8. R=2 L=} a,b,c,d,e.f
3-9. C=1 L=1 a,bc,dyef
3-10. C=4LR=1 L=2 a,bedef
311, C=1R=4% L=}LR=1 a,bc,def
312. R=2 c=1 b,df
3-13. R=1 R=2C=1 b df
3-14, R=2 R=1,C=1 bd f
3-15. L=} R=1,C=} bd.f
3-16. L=} R=1 R=1,C=} b,d,f
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vy 2

(@)
vz
1 2 3 t seg e 4 seq
-3
@ @
vz s
volts 2 voits
4 ¢ seg

4]
Figs. P3-8 a P3-16,

3-17. Por cada una de’ las cuatro redes que aparecen en la siguiente figura
determine el nimero de corrientes de malla independientes y la cantidad
de voltajes independientes de nodo a nodo que se deben utilizar para
escribir las ecuaciones de equilibrio, utilizando las leyes de Kirchhoff.
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Fig. P3-17.

3-18. Repita los problemas 3-17

para cada una de las cuatro redes que se mues-
tran en esta figura,

o (3)

Fig. P3-18.

3-19. Demuestre la equivalencia de las redes

que se ilustran en Ia figura 3-17 y
establezca también una regla para conv

ertir una fuente de voltaje en serie



112 Eecuaciones de redes

con un inductor en una red equivalente que contenga una fuente de co-
riente.

3-20. Demuestre que las dos tedes de la figura 3-18 son equivalentes.

3-21. Escriba un grupo de ecuaciones, utilizando la ley de voltajes de Kirchhoff,
en términos de las variables apropiadas de corrientes de malla para las
cuatro redes del problema 3-17.

3-22. Aplique la ley de voltajes de Kirchhoff para escribir ecuaciones en base de
mallas, para las cuatro redes del problema 3-18.

3-23. Escriba un grupo de ecuaciones de equilibrio, basindose en base de malias,
para describir la red de la figura adjunta. Observe que 1a red contiene una
fuente controlada. Reiina los términos de su formulacién, de modo que las
ecuaciones tengan la forma general de la (3-47).

Kyiy

Fig. P-3-23.

3-24. Para la red acoplada de la figura que sigue, escriba las ecuaciones de
mallas, utilizando la ley de voltajes de Kirchhoff. En su formulacidn, uti-
lice las tres corrientes de circuito que estin indicadas.

Fig. P3-24.

3.25. La red de la figura es la que se observa en la figura 3-30; pero se han
escogido diferentes corrientes de malla. Use las corrientes que se especifi-
can para escribir las ecuaciones de la ley de voltajes de Kirchhoff corres-
pondientes a esta red.

o — T -
. Ly
vit) i L, i3 a
H
- C
! T

Fig. P3.25.
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3-26. En la figura que sigue se muestra una red con acoplamiento magnético. En
este caso, My = 0. Formule las ecuaciones de mallas para esta red, utili-
zando la ley de voltajes de Kirchhoff.

R, L L,

M3

vt}

Fig. P3-26.

3-27. Escriba las ecuaciones de voltaje en base de mallas para la red de acopla-
miento magnético de la figura P5-22, cuando K estd cerrado.

3.28. De acuerdo con la ley de corrientes de Kirchhoff, escriba las ecuaciones en
base de nodos para las cuatro redes del problema 3-17.

3-29. Aplique la ley de corrientes de Kirchhoff para escribir ecuaciones en base
de nodos para las cuatro redes del problema 3-18.

3-30. Para la red que se da a i in, escriba las i en base de
nodo, utilizando como variables los voltajes de nodo a referencia. En su
formulacién retna los términos de tal suerte que las ecuaciones tengan la
forma general de las expresiones (3-59).

= Todos los valores de R =4 ohm

Tados los valores de =4 farad

Fig. P3-30.

3-31. La red de la siguiente figura contiene una fuente de voltaje independiente
y dos fuentes controladas. Use la ley de corrientes de Kirchhoff para
escribir las ecuaciones en base de nodos. Refina los términos de la formu-
lacién, para gue las ecuaciones tengan la forma general de las expresiones
(3-59).

Ry By

Ry

Fig. P3-31.
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3-32.

3-33.

Ecuaciones de redes

La red de la figura siguiente es un modelo aproplado para la operacion
“de media banda” del ampiificador de transistor MOS “conectado en cas-
code”. Analice la red, (¢) en base de mallas Y (5) en base de nodos.
Escriba las ecuaciones resultantes en forma de matriz, pero no las resuelva.

I,=0

V;% gmv‘# :

Fig. P3-32.

En la red de la figura siguiente, cada rama contiene una resistencia de
1obm y cuatro ramas contienen una fuente de voltaje de 1 V. Analice la
red en base de mallas y organice las ecuaciones resultantes en una tabla,
como se indica en el ejemplo 11. No resuelva las ecuaciones.

Fig. P3-33.

. Repita el problema P3-33 para la red de la figura que sigue. Ademis,

escriba las ecuaciones en base de nodos y acomédelas en la forma tabular
del ejemplo 13.

. En la red de la figura siguiente, R =2 ohms Y Ri =1 ohm. Escriba las

ecuaciones, en base de (¢) mallas y () nodos; simplifique las ecuaciones a
la forma tabular que se usd en los ejemplos 11 y 13.
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3-36. Para 12 siguiente red, determ
i1, Todas las fuentes de Ja re

ine el valoer numérico de I corriente de rama
d son invariantes con el tiempo,

Fig. P3-36.

3-37.En la red de la siguiente figura, ninguna de las fu
tiempo. Determine el valor numérico de i,.

m ‘
Fig. p3-37,

3-38. En 2 red que sigue, nings
mine Ia corriente de rama

entes varia con el

uaa de las fuentes varia con el tiempo, Deter-
de la resistencia de 2 ohms,

L0 >
Fig. P3-38. ©

3-39. En la red de Ia figura sig
te varfan con el tiem
1/2 ohm. Resuelva para

uiente, ninguna de la fuentes de voltaje y corrien-
PO, ¥ todas fas resistencias tienen el valor R =
los cuatro voltajes de nodo a referencia,

t

Todos los valores de & =-4 chm

Fig. P3-39.
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3-40. En Ia red que se da, el nodo d se selecciona como el de referencia, Para
los valores de elementos y fuentes especificados, determine los valores de

‘ los cuatro voltajes de nodo a referencia.
=2
Fan)
AN
1 1
H z
1
1 ° 1 uz?
BVN S\ MG W
1
1 1
7
H Nop=1
d
Fig. P3-40.

3-41. ‘Evalie el determinante:

2 -1 0 0

0 =2 3 ~1
0 0 -1 2

3.42. Evalie el determinante:

1 -2 0 3 4
-1 4 -1 1 0
: 2 0 1 1 3
4 2 4 21
301 3 -2 1

3-43. Resuvelva el siguiente sistema de ecuaciones para iy, ip e i3, usando la
regla de Cramer.
3i; =2, +0=5
—2iy +9i; —4i3 =0
0i; — 4i; + 9i3 =10




3-44,

=

3-45.

n

3-46.

a

3-47.

3-48.

3-49.
3-50.

351
3.52.
3-53.
3-54.
3-55.

3-56.
3-57.

3-58.
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Resuelva el siguiente sistema de vcuaciones para las tres incOgnitas, iy, iz
e i3, de acuerdo con la regla de Cramer.

8iy —3i; — Siy= 5
—3i; + Ty — Oiy = —10
—5iy + 0iy + 11i; = —10

Resuelva las ecuaciones del problema 343 usando el método de elimi-
nacién de Gauss,

Resuelva las i del
minacién de Gauss.
Determine iy, iy, i3 € ig, a partir del siguiente sistema de ecuaciones.

)| 3-44 utili el método de eli-

6iy — 8iy — 10iy + 12i, =8

2, — dip + Sis+ 6ig =33
—8i, + 20i, + 14i; — 16, = 10

Sty + Tip 4+ 2 — 10, = —15

Estudie las ecuaciones:

3x— y—3z=1
x—3y+ z=1
4x +0y—5z=1

(@) (Es (4,2,3) una solwcién? ;Es (-1,—-1, 1) una solucién? (b) ;Se
pueden rtesolver estas ecuaciones por medio de determinantes? ;Por qué?
(¢) ;A qué conclusion puede llegar en relacién con las tres lineas repre-
sentadas por estas ecuaciones?

Encuentre las redes duales para las cuatro redes del problema 3-17.
Encuentre las redes duales de las cuatro redes que se dan en el proble-
ma 3-18.

Encuentre la red dual de la red del problema 3-31.

Si existe, encuentre una red dual de la qire aparece en el problema 3-40.
Analice la red del p 3-17(c) leando la formulacién por varia-
bles de estado.

Examine la red que se muestra en el problema 3-23. Analice esta red,
utilizando las variables de estado apropiadas.

Analice 1a red que se muestra en la figura P3-18(b) aplicando la formula-
cion por variables de estado.

Analice la red del problema 3-30 utilizando variables de estado.

Aplique ¢l método de variables de estado para analizar la red que se
muestra en la figura P3-31.

El elemento que se representa en la red es un girador que queda descrito
por las ecuaciones

vy = Roly

vy = —Rpiy
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encuentre la red equivalente de dos elementos que se muestra en (7) de la
figura que sigue.

i Ry iz iy
i iy -~ =5
b4 + +
vy va R c vy
{a) (8}

Fig. P3.58,

3-59. Para la red girador-RL de la figura que sigue, escriba la ecuacién diferen-
cial que relaciona a vy con {;. Encuentre una red equivalente de dos
elementos, como se vio en el problema 3-49, en donde ninguno de log
elementos sea un girador.

i Ro i2
L = ~
i_\b + ®
4 v2
L
- hd Fig. P3-59.

3-60. En la red de (@} de la siguiente figura, todos los vatores de autoinductan-
cia son de 1H, y los valores de inductancia mutua son de 1/2 H. Encuen-
tre Leq> la inductancia equivalente, que se muestra en (b) de |a figura.

(b3
Fig. P3-60.

361. Se desea que las dos redes de la siguiente figura sean equivalentes con
Tespecto al par de terminales indicadas, ¢Cudles deben ser los valores de
C1 Ly y Ly?

1 1
(_|
1 1'J
()

Fig. P3-61.
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3-62. Se busca que las dos redes de la figura siguiente sean equivalentes con
Iespecto a los dos pares de terminales, par de terminal 1-1" y par de
terminal 2-2'. Para que exista esa equivalencia, jcudles deben ser los valo-
esde Cp, Cy y C3?

Fig, P3-62.






CAPITULO 4

4 Ecuaciones diferenciales
de primer orden

4-1. SOLUCIONES GENERAL Y PARTICULAR

En este capitulo se estudiardn varias técnicas para solucionar la
forma mis simple de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes
constantes, que describen a las redes lineales; la de primer orden se
escribe

s %’) + ai(t) = (1) (41

que es de la forma para n =1 de las ecuaciones de n-ésimo orden

di

-t gp + aqi = v(t) 42)

Iry n—17
oo i +a

En estas ecuaciones, @g, 4; Y @2, . .- son constantes; i(f), la variable
dependiente, es casi siempre una corriente, un voltaje, una carga, un
flujo; t, la variable independiente, es el tiempo, y »(t) es la funcion
impulsora o de fuerza que representa una combinacion lineal de fuen-
tes de voltaje y de corriente. Con frecuencia la solucion de Ja ecua-
cion se denomina respuestz y, del mismo modo, en ocasiones ¥(t) se
llama excitacion.

Supbngase que se tiene una red de elementos pasivos y fuentes que
inicialmente se encuentra en un estado conocido con respecto a todos
los voltajes y todas las corrientes. En un instante de referencia que se
designa como t =0, el sistema se altera en una forma que se puede
representar abriendo o cerrando uno o mds interruptores. El objetivo
del andlisis es obtener ecuaciones para la corriente, el voltaje, la carga,
etcétera, en funcién del tiempo medido a partir del instante en que se
alterd el equilibrio por medio del interruptor.

121
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Figura 4-1. Red RL en donde
el interruptor X cambia de Ia
posicion 1 a la posicién 2 para
el tiempo de referencia ¢ =0,

En la red que s muestra en la figura 4-1, el interruptor K se
cambia de la posicion 1 a la 2, para el tiempo de referencia ¢ = 0.1
Una vez que se ha operado el interruptor, la ecuacién de voltajes de
Kirchhoff es

di | o
LZ+Ri=0 (43

Esta es una ecuacién diferencial homogénea lineal de primer orden,
con coeficientes constantes, y se puede resolver si es posible separar
las variables. Esto se lograri reordenando la ecuacidn (4-3) en la
forma

di _ R )
S=—gd (d-4)

Cuando las variables han quedado separadas, la ecuacion se puede
integrar para dar

lni:——%t—!»]( (4-5)

en donde In indica que el logaritmo tiene la base e = 2,718 . . . . Para
simplificar la forma de esta ecuacion, la constante X se vuelve a defi-
nir por el logaritmo de otra constante, como sigue

K=Ink 4-6)

A continuacién, la ecuacién (4-5) se puede expresar como
Ini=1Ine ™% nk (4-7)

ya que, de acuerdo con la definicion de logaritmo, In e* = x, logo
10° =x. De la- misma forma, de acuerdo con los logaritmos, se sabe
que

Iny+Inz=Inyz 4-8)

18e supone que el interruptor es del tipo “conexidn-antes de desconexién”
¥ que la transicion de la posicidn 1 2 fa 2 no produce una interrupcién en la
corriente i El interruptor se marca como K (interruptor de navajas) y se reserva
el simbolo § para otros usos.
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de mado que la ecuacién (4-7) se puede eXpresar como
In i == In (ke-®/) 4-9)

Con la ecuacién buesta en esta forma, se saca el antilogaritmo y se
obtiene

i = ke~at (410)

Cuando se vuelve a definir la constante K como el logaritmo de
otra constante, se ha simplificado la forma de la solucién. La ecua-
cién (4-10) es la respuesta o solucién de la red. En esta solucién no
hay derivadas y se expresa la relacion entre las variables dependientes
e independientes. Para comprobar que se trata de la solucién, se subs-
tituye Ia ecuacién (4-10) en la (4-3).

En la forma de la ecuacién (4-10) la solucién se conace como la
solucion general, Si se evalta la constante de integracion se convierte
en solucion particular. La solucién general se aplica a cualquier nime-
o de situaciones y la solucidn particular satisface las especificaciones
de un problema en particular.

Para evaluar la constante & se debe saber algo nuevo respecto al
problema; por ejemplo, cualquier par de valores de ; y & En este pro-
blema particular, cuando se¢ ha efectuado la conmutacién se sabe
que la corriente es la misma que antes del cambio, debido al inductor
del circuito. Por tanto, cuando f=0 se sabe que la corriente tiene e}
valor

(0) = % @11y

Este valor se denomina condicion inicial del circvito o estado cero
del inductor. Cuando se substituye esta condicién en la ecuacién
(4-10), se obtiene

% =ked =k 412)

La solucién particular de este ejemplo se convierte en

= gmRL >0

4-13)
t<<0

I

4
R
14
z

Esta ecuacién se muestra en la figura 4-2, graficada para varios
valores de parimetro. En @), ¥V y R se mantienen constantes y se
permite la variacion de L; en (b), R es variable para V' y L constan-
tes. Estas curvas se conocen coma exponenciales decrecientes; las ca-
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racteristicas del decrecimiento se determinan solo por medio de R y
L, que son los dos pardmetros de la red.

La interpretacion fisica de ‘este resultado comienza tomando en
cuenta la energia de la red. Antes del instante de conmutacidn, se
tiene 1a eriergfa Li?/2 almacenada en el inductor y la energia se disipa
en el resistor, a una velocidad Ri?, como se determind en el capitu-
lo 1. Después de la conmutacion,: se elimina la fuente de energia y la

i V, R constantes i V, L constantes

(b)

Figura 4-2. Forma P ial d i de la
(4-13): (¢) para dos valores de L con R constante y (b) para
dos valores de R con L constante.

energia almacenada en el inductor se disipa por completo con el paso
del tiempo, en el resistor. Puesto que la energia se disipa a una veloci-
dad méxima en el instante inicial, después de la conmutacién, la co-
rmiente disminuye con mayor rapidez en-ese’ tiempo. La velocidad del
decrecimiento la determina la relacién L/R. Finalmente, toda la ener-
gia se disipa y la corriente se hace cero.

Todas esas proposiciones se ilustran mediante las curvas de la figu-
ra 4-2. En (a), la corriente disminitye con menor rapidez para un
valor grande de L que para un valor pequefio de L; en (b), la corrien-
te disminuye con menor rapidez para un valor pequefio de R. .

En la red de la figura 4-3, la accidn de conmutacién se produce
para £ =0, de tal modo que el estado cero del capacitor es v¢(0) = v,
que es el voltaje de la bateria. Antes de la conmutacidn, la corriente
tiene un valor cero. En £=0, la corriente cambia bruscamente del
valor cero a —V/R. Cuando el interruptor estd cerrado, la ecuacion de
voltajes de Kirchhoff es

%J“_mi(t)dt + Rt = -é—j;i(t) di+V4R@) =0, t>0
(“14)
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Figura 4-3. Red RC con un
voltaje de capacitor v, =V en el
in_stante en que el interruptor
cambia de la posicion 1 4 la po-
sicién 2.

4@ Lizo (415)

Ahora, esta ecuacidn tiene la misma forma que las (4-3) y (4-4), v
en general es la misma que la ecuacién (4-10), en donde 1/RC substi-
tuye a R/L:

i = ke " (4-16)

Puesto que #0) = —V/R, se Observa que la solucién particular para
la red de la figura 4-3 es

= @17

V, R constantes

w<

€ pequefia
0 ] ¢
(a)
i v, C constantes
vl
B
v R pequeiia

Figura 4-4. Forma de onda de +

la comiente que es una expo- : \
ial d i 4

nencj ecreciente (2) para dos R grands

valores de C con R constante, y
(b) para dos valores de R con € 0

constante. )
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La explicacién fisica de este resultado es similar a la que se dio
para la red RL en serie. La energia almacenada en ef capacitor es
Cv2[2. La carga fluye por la resistencia, desde una placa del capacitor
hasta Ia otra, y Ia energfa se disipa en Ia resistencia a una velocidad
Ri*. La reduccién en la energia almacenada debido 2 Ia disipacion
reduce el voltaje del capacitor y la corriente que es i = v/R se reduce
también y, finalmente, se hace cero. Como se indica en la figura 4-4,
la velocidad de decrecimiento de la corriente se controla mediante el
producto RC: mientras mayor sea el valor de RC, tanto menor seri la
velocidad de decrecimiento.

4-2. CONSTANTES DE TIEMPO

Las respuestas dadas por las ecuaciones (4-13) y (4-17) para t >0
se pueden escribir en la forma general

= (4-18)

N, -

[

en donde [y es el valor inicial de la corriente Para =0y T es Ia
constante de tiempo del sistema. La forma de la ecuacion (4-18) es
la solucién de todas las ecuaciones diferenciales homogéneas de primer
orden, en donde Iy y T tienen diferentes valores para problemas dis-
tintos. El significado fisico asignado a la constante de tiempo tiene
una gran importancia en ingenierfa eléctrica, De acuerdo con Ia ecua-
cién (4-18), cuando r =7,

) _ g1 =037 (419)
I

o bien,
{T) = 0371, (4-20)

# cuatro constantes de tiempo. Ep la tabulacién siguiente se dan algu-

yr iy
—_—

] 1.0

t 037

2 0.14

3 0.05

4 0.018

5 0.0067

-_—
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Figura 4-5. La forma normalizada de Ia exponencial decre-
ciente en la que fo es el valor inicial de la corriente y T es 1a
constante de tiempo.

Con esos valores se puede trazar una grifica de i/l en funcién de
T, como se hace en la figura 4-5.

En la siguiente seccidn se veran las respuestas a una funcién impul-
sora o de excitacién constante, que se puede expresar en la forma
general

LA — 4-21
7=1—e (4-21)

Esta ecuacién se muestra graficada en la figura 4-6. Obsérvese que
cuando t =T,

{T) = (L — 0371, = 0.637, (422

lo cual significa que la corriente alcanza el 63% de su valor final en
una constante de tiempo. La corriente aumenta a aproximadamente e}
98% de su valor final €N cuatro constantes de tiempo.

Un medio muy Otil para visualizar la constante de tiempo asociada
€on una respuesta exponencial dada se basa en la observacion de que
la tangente de Ia ecuacién i = foe=/T ey ¢ = cruza fa linea ; = 0 en
t=T. Por tanto, si la corriente disminuyera a Ja velocidad inicial, se
reduciria a un valor cero en una constante de tiempo. Se pueden
aplicar observaciones similares a la ecuacién i=1Io(1 - e~t/T) que
tiene una tangente para t=0 que corta la linea i=Iyent=T Fsas
dos lineas se ilustran en las figuras 4-5 y 4-6.

La constante de tiempo es (til para comparar una respuesta con
otra. No se pueden comparar tiempos en losg que la respuesta desapa-
rece (o llega a su estado permanente), ya que, por lo menos matemati-
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Figura 4-6. La exp ial normalizada de ial con sa-
turacion asignada a la ecuacidn (4-21), en la que I, es el valor
final de 1a corriente y T la constante de tiempo.

camente, esto requiere un tiempo infinito. Sin embargo, el imtervalo
para queé una funcién exponencial descienda al 37 % de su valor inicial
(o aumente al 63% de su valor final) se puede medir con suma
facilidad y utilizarlo como estindar para comparaciones. Como ejem-
plo, sea un circuito RC en serie que tiene la solucion general

i = Ie % (4-23)

La conslante de tiempo para el circuito es T = RC. Supdngase que
R tiene el valor de 100 ohms y C es 1000 pF; en ese caso, T =100 x
1000 X 10~12 = 0.1 usegs. No obstante, si R = 1000MQ y C=14F,
entonces T = 1000 seg, o 17 min. Para una combinacién de R y G la
corriente se reducird al 37 % del valor inicial en el pequefio lapso de
0.1 usegs; para el otro, la corriente necesitara aproximadamente 17 min
para que se reduzca al 37% de su valor inicial.

Para registrar experimentalmente un valor transitorio, con frecuencia
la precision de la medicién es del orden del 1 6 el 2%. Por esta
razbn, a veces se supone que dicho valor desaparece cuando llega al
2% del valor final (con la precisibn con que se pueda determinar).
Puesto que ¢! tiempo para llegar al 2% del valor final (o el 98 % en
el caso de un exponencial creciente) es cuatro constantes de tiempo, a
menudo se supone que el transitorio desaparece en cuatro constantes
de’ tiempo. En algunas ocasiones se utiliza esta base para medir la
constante de tiempo de un sistema.
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43, EL FACTOR DE INTEGRACION

Sea una ecuaciébn no homogénea, que se escribe como sigue

di | g
Sip=0 @2

en donde P es una constante y ( puede ser una funcién de la variable
independiente ¢ o una constante. La ecuacién no se altera si cada
término se multiplica por el mismo factor. Supongase que la ecua-
cién (4-24) se multiplica por la cantidad ePt, que se conoce como
factor de integracion.® Se obtiene

&y pier — gen @25)
Se puede reconocer que esta multiplicacién por un factor “sacado

de la nada” ha hecho posible resolver la ecuacion (4-24), recordando
la ecuacidn para Ja derivada de un producto:

d(xy) = xdy + y dx (4-26)

Haciendo que x =iy ¥ = &P, se tiene que
_d_ [Py — Pxﬂ it 4-27
»dl(IE) edt+leP 4-27)

_que es el primer miembro de la ecuacidén (4-25); por tanto, se obtiene

(% (i) = Qe (4-28)
Esta ecuacion s¢ puede integrar para dar
it = j Qe dt + K (4-29)
o bien®
i= e [ gemd+ Ke” (4-30)

El primer término de la ecuacion (4-30) se conoce como infegral
particular y la segunda se denomina funcion complementaria. Se obser-

28 P es una funcidn del tiempo, el factor de integracién apropiado es
el P4 | Véase el problema 4-8. -
3 Esta ecuacién se puede escribir también como sigue:
i=en [\ Qerar

1a forma de la ecuacién (4-30) se emplea para enfatizar la separacion de la
solucion en dos partes.
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vard que la integral particular no contiene a la constante arbitraria y
que la funcién complementaria no depende de la funcién impulsora Q.

Para cualquier problema de red, P serd una constante positiva, de-
terminada por los pardmetros de la red y O serd la funcién impulsora
o bien la derivada de dicha funcién. En el Ifmite, la funcién comple-
mentaria debe tender a cero, porque P es una constante positiva; en
otras palabras,

Iim Ke=? = (4-31)

Por tanto, el valor de / conforme el tiempo tiende al infinito es

i(o0) = tim i(e) = lim & | Qe (4-32)

Cuando la integral particular no tiende a cero en el limite, su valor,
cuando ¢ tiende a <o, se denornina como su valor de estado perma-
nente. Para ese caso, Ia integral particular no debe contener un factor
exponencial de otra manera se reducird a cero. En ingenieria eléctrica,
los valores de. estado permanente que se encuentran con mayor fre-
cuencia tienen la forma

i=Asen{wt+¢) e = una constante (4-33)

La solucién general de la ecuacién (4-30) se puede escribir como la
suma de las dos partes de la solucién, haciendo que i, sea la integral
particular e i¢ la funcién complementaria; en consecuencia,

P=ip i (4-34)

Si ip tiene cualquiera de las formas de la ecuacién (4-33),  puede
escribir como un valor de estado permanente, designado como fg.
Existe una convencién para denominar la parte transitoria de la solu-
cién al término restante Ic. De acuerdo con esta convencion, la res-
puesta se compone de dos partes separadas:

=i, 4 (4-35)

Se puede considerar que el valor de estado permanente se ha esta-
blecido en t =0 Y que el transitorio debe ajustarse, matemiticamente,
para dar la respuesta en =0 y todos los demds tiempos. Esta es una
division arbitraria de la solucidn que, no obstante, se ha utilizado
como ayuda conceptual. La division de la solucién es solamente con-
vencional. Dentro de una corriente, el electron individual no tiene
forma alguna de saber si se encuentra en la division transitoria o de
estado permanente de la corriente.
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EJEMPLO 1

Para ilustrar 1a porcién transitoria v la de estado permanente de la
sotucién a un problema, véase la red de la figura 4-1, en la que se
cambia el interruptor de la posicién 2 a la posicidn 1 para t=0.
Después de dividir entre L, la ecuacién de voltajes de Kirchhoff es

di R, V¥
& R,V 436
aTTITT (436)

Si se compara esta ecuacién con la (4-24), se observa que

_R ¥ -
=3 v o=V @37

La solucion de esta ecuacién se da en la expresién (4-30), que para
este problema se convierte en

i= e—R:/LJ.LL/.ER:/L dt + Ke R/t (4-38)
Al evaluar la integral, se obtiene
i=Y 4 g (4-39)
) R

como solucién general. Si la corriente de la red que se estd estudiando
€s cero antes de la accién _conmutativa, debe serlo también inmediata-
mente después, debido al cénductor. E] requisito de que i(0) = 0 lleva
a la solucidn particular

= % (1 — e~my (4-40)

Las divisiones de estado permanerite y transitorio de esta corriente
se ilustran en la figura 4.7, junto con su suma o sea la corriente real.
La porcién de estado permanente (V/R) se indica desde ¢ =0 y el
término transitorio se ajusta de tal modo que se tiene una corriente
Cero para ¢t = 0.

Figura 4-7. Respuesta de Ia
red dada por la ecuacién (4-40),
que se puede considerar como
formada por dos componentes,

oo € iy



Figura 4.9. (4) La respuesta
cuando el interruptor de la red
de b figura 4-8 se cierra para
=0 en funcién de ¥0) e i(9).
() La respuesta correspondiente
cuando se abre el interuptor
para t =0.
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EJEMPLO 2

Como generalizacién del ejemplo 1, se observd que para el caso en

que Q y P son constantes, la ecuacion (4-30) se convierte en

=K, - KT (4-41)

donde K; y K, son constantes y T es la constante de tiempo. Ahora

se observard que K, es el valor de estado permanente de i, ya que el

segundo término de la ecuacion (4-41) desaparece conforme ¢ tiende a
o, En consecuencia, se escribe

K, = i(e0) (4-42)
De la misma manera, cuanto t = 0, se observa que
K, + K, = i(0) (4-43)
Si se combina esta ecuacién con la (4-42), se observa que
K, = #(0) — i(c0) (4-44)
y la ecuacién (4-41) se puede expresar como sigue
i = i(o0) — [i(o0) — i(O)e™ (445)

para cualquier red para la que #(o0) sea definido.

Para ilustrar el uso de la ecuacidn (4-45), véase la red que se ilus-
tra en la figura 4-8. Primeramente se cierra el interruptor para f=0.
Dado que la corriente no puede cambiar en forma instantdnea, se ve
que #(0)=V/(R; +R;), i(=)=V/Ry ¥ T=L/R,. Al substituir estos
valores en la ecuacidn (4-45), se obtiene

(4-46)

i=

Ho-rt

—Ru/L
R+’ )

Figura 4-8. Se supone que la
red se encuentra en estado per-
manente antes de que se abra o
se cierre el interruptor K.

que aparece graficada en la figura 4.9(a). Una vez que se alcanza el
estado permanente con el interruptor cerrado, se pasa a resolver un
nuevo problema, que consiste en determinar la corriente, si se abre el
circuito para z=0, que s un nuevo tiempo de rcferencia. En este
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caso, los valores de i(0) e #(o) se intercambian en comparacién con el
caso anterior. En consecuencia, se observa que i(0)= V/R,, (=)=
V/(Ry +R3), y T=L/(R; +R;). Substituyendo estos valores en la
ecuacion {4-45), se obtiene

P = v ( R, —(x,+xx)r/1.) 4-47

! R, + R, L Rle - ( )
que aparece graficada en la figura 4-9(b). Obsérvese que son distintas
las constantes de tiempo para las dos clases de operaciones de conmu-
tacion.

4-4. REDES MAS COMPLICADAS

;Qué otras redes se pueden describir por medio de las ecuaciones
diferenciales de primer orden y tener asi una respuesta descrita me-
diante una constante de tiempo? Hasta ahora se han tomado en cuen-
ta sblo las combinaciones sencillas de RC y RL: Por supuesto, existen
otras muchas redes dentro de esta clasificacion, la mayorfa de las
cuales se pueden describir a través de los dos casos. siguientes.

(1) Las redes que contienen un solo inductor o un solo capacitor
en combinacidn con cualquier nimero de resistores.

(2) Las redes que se pueden simplificar empleando las condiciones
de equivalencia que se vieron en el Gltimo capitulo, de tal
modo que sea posible representarlas mediante un solo resistor
equivalente y un simple inductor o capacitor equivalente.

Para cada uno de esos casos, la constante de tiempo de la respuesta
tendrd la forma Leq/Req, 0 bien Req+Ceqs €1 donde e] subindice eq
designa un elemento equivalente. Estas proposiciones se ilustraran por
medio de ejemplos.

EJEMPLO 3

La red que se ilustra en lo figura 4-10 contiene un solo capacitor
junto con cuatro resistores y, por tanto, s una red del primer tipo
antes descrito, de acuerdo con esta clasificacién. Se supondrd que el
capacitor estd descargado inicialmente. En el tiempo de referencia
t =0, el interruptor X se cierra. Para una simplificacién algebraica, se
asignan valores a los elementos como sigue: Ry=R,=R3;=Ry=
1 ohm y C=1F. Analizando la red, en base de nodos se obtienen las
ecuaciones

20 —Zt=w {4-48)
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—an
dt

v,

3

+ 20, =v (4-49)

La solucién de estas ecuaciones se verd en el capitulo 6. Las opera-
ciones son algebraicas e incluyen el operador D = d/dr. Al transformar
estas ecuaciones, éstas se resuelven para ¥; y v, en funcién de v, que
todavia no se especifica.

v, v

250t =4 (4-50)
y

d" a

22w =Tt (4-51)

Figura 4-10. La red RC del
ejemplo 3, que se puede descri-
bir con una constante de tiem-
po.

Cada una de estas ecuaciones se puede resolver una vez que se
determine w(f). Sin embargo, en estas ecuaciones se puede observar
directamente que las dos respuestas tienen la misma constante de tiem-
po T=1seg. Esto no es una coincidencia, como se verd en el siguien-
te capitulo, sino que siempre se aplica a las diferentes respuestas en
una red determinada. Por esta razdn, se dice que la red de la figu-
ra 4-10 se describe mediante una constante de tiempo. Se puede llegar
a la misma conclusion para todas las redes de la primera clasificacion
que contengan un solo inductor o capacitor (o un solo elemento que
almacene energia) y cualquier niimero de resistores.

EJEMPLO 4

La red de la figura 4-11 contiene tres capacitores y dos resistores,
pero se demostrard que pertenece a la segunda clasificacién y, por
ende, se puede describir mediante una sola constante de tiempo. La
parte capacitiva de la red se reduce a un solo capacitor equivalente
mediante las reglas serie y paralelo desarrolladas en el capitulo 3. La
red resistiva se reduce con la ayuda de una transformacién de fuentes,
cambiando la fuente de corriente a una de voltaje y, luego, volviendo
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a la de corriente. El voltaje de nodo a nodo de la red resuitante se
ilustra en la figura 4-11(c) y se describe mediante la ecuacidon

. (452)
2

1
2
I\

i 2 3 1i E
o | T

2 2
2ig 1 3
) T

i o

L 3

z [ 3
(c) : —

Figura 4-11. La red del ejemplo 4 que tiene una forma especial
que se puede reducir a una red RC equivalente substituyendo
combinaciones de elementos por medio de sus equivalentes. Los
valores de los elementos se dan en ohms y farads.

y para los valores de elementos dados

2.
B to=2i, (#53)
lo cual permite ver que la constante de tiempo de la respuesta de la
red es 7= 3 segs.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

Los e]ewncws relacionados con los temas de este capitulo se ocupan de la
soluciébn numérica de las ecuaciones diferenciales de primer orden en el apén-
dice E-6.1 y la solucién del circuito serie RLC del apéndice E-6.2. En particu-
lar, véase la seccién 5.2 de Huelsman, referencia 7 en el apéndice E-10.

PROBLEMAS
4-1. En la red de la figura qua sigue, el mtaxmptox K cambia de la posicidn 1

ala 2, para t=0, una corriente de
estado permanente en el circuito RL. Encuem.re la solucién particular para
11 corriente i(f).

Fig. P4-1.

4-2. El interruptor K se mueve de la posicién 2 a la b para ¢ =0 habiendo
estado en la posicién @ durante mucho tiempo antes de f=0. El capa-
citor C, esti descargado para £=0. (2) Encuentre la solucién particu-
lar para i() cuando ¢>0. (b) Encuentre la solucién particular de v,(f)
cuando 0.

=C, v

Fig, P4-2.

4-3. En la red indicada el volaje inicial en Cy es ¥ y el de Cy es ¥y, de tal
manera que v1(0)=V; y v2(0)=V3. El interruptor X se cierra para
t=0. (a) Determine i(r) para cualquier tiempo. (b) Encuentre v,(¢) para
t>>0. (c) Encuentre v,(f) cuando t>>0. (d) De acuerdo con los resultados
que obtenga en (b) y {c), demuestre que vy(od) =vz(es). (e) Para los si-
guientes valores de los elementos, R=1 ohm, C; =1F, C, =1/2F, Vy =
2V, Va=1V, dibuje i(t) y v2(f) e identifique la constante de tiempo de
cada uno.

Fig. P4-3.
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4-8.
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En la red de la figura siguiente, el interruptor X estd en la posicién a
durante un largo perfodo. Para t =0, el interruptor se cambia de 4 2 b
i i un i de “ ion-antes de j6n™). Determine
v2(z) aplicando los valores numéricos que se dan en la red. Suponga que
12 corriente inicial del inductor de 2-H es cero.

]

Fig. Pd-4.

La red de la figura llega a un estado permanente cuando el interruptor K estd
abierto. Este interruptor se cierra para t=0. Determine i(t) para los valo-
res numéricos que se dan, trace la forma de onda de la corriente y sefiale
el valor de la constante de tiempo.

30Q 20Q

Nl
=

Fig. P4-5.

La red del problema 4-5 llega a un estado permanente en la posicién 2 y
en =0 el interruptor se desplaza 2 la posicion 1. Encuentre i(f) para los
valores numéricos que se dan, trace la forma de onda e indique e] valor
de la constante de tiempo.

En la red de la siguiente figura, vy =7 para t+ 20y es cero para todos
los valores de ¢ <{0. Si el itor estd do inici encuentre
va(r). Sea Ry =10, R, =20 y C=1/20F y para todos esos valores grafi-
que v2(f), identificando el valor de la constante de tiempo en el dibujo.

Fig. P4-7. S

En la red que aparece a continuacién, el interruptor K se cierra para
t =0, conectando una fuente e~ a la red de RC. Cuando ¢ =0, se ob-
serva que el voltaje del capacitor tiene el valor ye(0) = 0.5 V. Para los
valores de elementos que se dan, determine vo(2)-
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4-9.

4.11.

412,
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En la red que sigue, Vo=3V, R; =10 ohms, Ry =50hms y L =1/2 H.
La red aicanza el estado permanente y, en =0, se cierra el interruptor
K. Encuentre v,{¢) para ¢ >0.

Fig. P4-9,

. La red de la figura que sigue se compone de una fuente de corriente de

un valor /y (una constante), dos resistores y un capacitor. El interruptor
K se abre para ¢ = 0. Para los valores de elemento que se dan en la figura,
encuentre p,(¢) para £ >0.

Fig. P4-10.

Se desea multiplicar la ecuacién diferencial
di .
Z TP0i= 00

Ppor un “factor de integracién” R, de tal modo que ¢l lado izquierdo de la
ecuacion sea igual a la derivada d(Rd/dt. (2) Demuestre que el factor de
integracién necesario es R = ef P, (b) Utilizando este factor de integra-
cién, encuentre la solucion de la ecuacidn diferencial que corresponda a la
ecuacién (4-30).

En la red que se muestra en Ia siguiente figura, et interruptor K estd
cerrado en ! =0, habiéndose obtenido previamente el estado permanente.
Encuentre la corriente del circuito en funcién del tiempo.

Fig. P4-12.
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4-13. En la red que se muestra a continuacion, la fuente de voltaje obedece a la

ley v(f)=Ve %, en donde & es una constante. El interruptor se cierra
para t=0. (a) Determine la corriente, suponiendo que ®#R/L. (b) En-
cuentre la corriente cuando & =R/L.

Fig. P4-13.

4-14. En la red que se muestra en la figura P4-13, v(¢) =0 para ¢t <0, y »(f) =

4-15.

4-16.

4-17.

t, para t >>0. Demuestre que i() =¢— 1 +e—* para t >0 y grafique esta
forma de onda.

En la red que se muestra en seguida, el interruptor se cierra para =0,
conectando una fuente de voltaje v(r) =V sen<ot a um circuito RL en
serie. Para este sistema, determine la respuesta (7).

Fig. P4-15.

Estudie la ecuacién diferencial

&y ai=10

en donde ¢ es real y positive. Encuentre una solucién general de esta
ecuacién si todos los valores de fi =0 pura ¢t <0 y para £ >0 tienen los
siguientes valores:

@ f1 = kit () f5 =sen?t
(0) fo = te=2¢ (f) fs = cos? ¢
(©) f3 = sen Wyt () fr =tsen2s
(@) fo = cos wot (h) fs = esen 2t

En Ja red de la siguiente figura, el interruptor K estd abierto y la red
alcanza su estado permanente. El interruptor K se cierra para ¢t =0. En-
cuentre la corriente en el inductor para t>>0, dibuje esta corriente e
identifique la constante de tiempo.

Fig. P4-17.
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4-18. Repita el problema 4-13 determinando el voltaje en el nodo g, ¥,(1) para
12>>0.

4-19. La red de la figura se encuentra en el estado permanente, con el interrup-
tor K abierto. Este interruptor se cierra para ¢ =0. Encuentie la corriente
del capacitor para f >0, trace esta forma de onda y determine la cons-
tante de tiempo.

Fig. P4-19.

4-20. En la siguiente red, el interruptor K se cierra para t=0. La forma de
onda de la corriente se observa con un il io de rayos
Después de medirla, se encuentra que el valor inicial de la corriente es de
0.01 amp. Parece ser que la porcion transitoria desaparece en 0.1 seg. En-
cuentre (a) el valor de R, (b) et valor de C y (c) la ecuacién de i(z).

+

Al oscilografo de
rayos catodicos

Fig. P4-20.

4-21. El circuite que se ilustra a continuacién se compone de un resistor y de
un relevador con una inductancia L. El relevador se ajusta de tal modo-
que opera cuando la corriente que pasa por la bobina es 0.008 amp. El
interruptor K se cierra para 1=0 y s¢ observa que el relevador opera
cuando ¢ =0.1seg. Encuentre: (2) la inductancia L de la bobina, (b) la
ecuacidn de i(f), evaluando todos los términos.

10,0008

'[)( @ L 4 Relevador

T Fig. P4-21.

4-22. Un interruptor se cierra para ¢ =0, conectando una bateria de voltaje ¥
con un circeito RC en serie. (a) Determine la relacion de la energia trans-
mitida al capacitor y la energfa total proporcionada por la fuente, en
funcibn del tiempo. (b) Demuestre que esta relacidn se acerca a 0.50
conforme { — oo

4.23, Sea la funcidn exponencialmente decreciente i = Ke—?/T, en donde T es la
constante de tiempo. Haga que la tangente trazada a partir de la curva en
t=1; corte ia linea /=0 en ?;. Demuestre que para cualquier punto de
este tipo, i(ty), t2 ~f; =T,



CAPITULO 5

5 Condiciones iniciales en
las redes

5-1. ;POR QUE SE ESTUDIAN LAS CONDICIONES INICEALES?

Existen muchas razones para este estudio de las condiciones inicia-
les (y finales). En este punto la més importante es que las condiciones
iniciales (o finales) se deben conocer para evaluar las constantes arbi-
trarias que se presentan en la solucién general de las ecuaciones dife-
renciales. Entre las ventajas que se obtienen mediante la buena com-
prensién de todo esto se incluyen el conocimiento del comportamiento
de los elementos en el instante de la conmutacidn, que es indispen-
sable para comprender los circuitos no lineales en condiciones de con-
mutacién y el conocimiento del valor inicial de una o més derivadas
de una respuesta, lo cual es Gtil para prever la forma de dicha respues-
ta y, por tanto, tener una comprobacién de la solucién. Por dltimo, el
estudio de las condiciones iniciales es un medio 1til para conocer los
elementos, ya sea en forma individual o en combinacidn, lo cual es
esencial en el analisis de redes.

Véase por ejemplo la primera proposicion. En el capitulo 4 se en-
contrd que la solucién general de una ecuacidn diferencial de primer
orden tenia una incognita designada como constante arbitraria. Para
ecuaciones diferenciales de orden mis alto, el nidmero de constantes
arbitrarias serd igual al orden de la ecuacién. Si las constantes arbitra-
rias desconocidas se van a evaluar para soluciones particulares, es nece-
sario conocer otros datos de la red ademds de los que se describen en
la ecuacion diferencial. Se debe formar un conjunto de ecuaciones
simultaneas, una de las cuales sea la solucidn general, con ecuaciones adi-
cionales para totalizar e} nimero de las incognitas, Las ecuaciones
adicionales. s dan de manera conveniente como valores del voltaje, la
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corriente, la carga, etc., o como derivadas de estas cantidades en el
instante en que se altera el equilibrio de la red mediante una accion
de conmutacion. Las condiciones que existen en este instante se deno-
minan condiciones iniciales o estado inicial En algunas ocasiones se
pueden utilizar las condiciones para f = oo, que se demominan condi-
ciones finales.

El alumno que ya ha estudiado las ecuaciones diferenciales desde el
punto de vista matemitico puede pensar que las condiciones iniciales
siempre se dan en alguna forma, de preferencia con un valor cero. Por
supuesto, esto permite concentrarse en la solucidn del problema, pero
se desvia de un problema que puede ser mds dificil que encontrar la
solucion general. Al matemitico le es posible suponer condiciones ini-
ciales; por el contrario, el ingeniero debe determinarlas correctamente
para resolver los problemas.

En este punto es necesario presentar una notacién para distinguir
dos estados de una red. En el tiempo de referencia £ = 0, operan uno
0 mds interruptores; se supone que éstos actfian en un tiempo nulo.
Para establecer una diferencia entre el tiempo que estd inmediatamente
antes e inmediatamente después de la operacidn del interruptor se
utilizardn los signos —y.+. Por tanto, las condiciones que existen un
poco antes de operar el conmutador se designardn como #0-), »(0-),
etcétera. las condiciones posteriores se designardn como (0 +), »(0 +),

Las condiciones iniciales de una red dependen de lo que haya pa-
sado antes de que t=0- y la estructura de la misma en =0+,
después de la conmutacién. Lo que haya pasado se manifestard en la
forma que tengan los voltajes que haya en capacitores y las corrientes
que fluyen en inductores. Los detafles de este proceso no tienen im-
portancia, y lo Gnico que se debe conocer son los valores en el ins
tante de referencia ¢ =0~. Una vez realizada la conmutacién en ¢ —
O+, pueden aparecer nuevas corrientes y nuevos voltajes en la red
como resultado de los voltajes iniciales en capacitores, corrientes ini-
ciales en inductores o debido a la naturaleza de las fuentes de corrien-
te y voltaje que se introducen. La evaluacion de todos los voltajes y
todas las corrientes, asi como de sus derivadas para ¢ = O+, constituye
la evaluacion de las condiciones iniciales.

5-2. CONDICIONES INICIALES EN LOS ELEMENTOS

El resistor. En el resistor ideal, la corriente y el voltaje estin rela-
cionadas de acuerdo. con la ley de Ohm, v =R Si a una red resistiva
se le aplica un voltaje escalén de entrada, como el que se jlustra en la
figura 5-1, la corriente tendri la misma forma de onda modificada
solo por el factor de escala (1/R). La corriente que pasa por un
resistor cambiard en forma instantdnea si el voltaje cambia instantdnea-
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(V/R)

Figura 5-1. Relacién corriente-voltaje de un resistor: Vy € i son
siempre proporcionales.

mente. Del mismo modo, el voltaje cambiard de un modo instantineo
si la corriente cambia instantineamente.

El inductor. En la seccion 1-5 se llego a la conclusion de que la
corriente no puede cambiar instantineamente en un sistema de induc-
tancia constante. Por tanto, el cierre de un interruptor para conectar
un inductor a una fuente de energia no hard que fluya una corriente
en el instante inicial, y el inductor actuard como si fuera un circuito
abierto, independientemente del voltaje en las terminales. Si fluye una
corriente con un valor /, en el inductor en el instante en que se
produce la conmutacidn, esa corriente seguird fluyendo. Durante el
instante inicial se puede considerar que el inductor es una fuente de
corriente de /o amp.

EY capacitor. En la seccion 1-4 se demostrd-que el voltaje no puede
cambiar instantineamente en un sistema de capacitancia fija. Si se
conecta un capacitor descargado a una fuente de energia, fluird una
corriente de manera instdntanea y el capacitor se podrd considerar

como equivalente 2 un corto {Trcuifs: Fsto se infiere debido a que el
voltaje y la carga son proporcionales en un sistema capacitivo, v = ¢/C,
de tal manera que carga cero corresponde a voltaje cero (es decir, a
un corto circuito). Con una carga inicial en el sisterna, el capacitor
equivale a una fuente de voltaje con un valor V, =q0/C, en donde 4o
es la carga inicial. Estas conclusiones se resumen en la figura 5-2.

Se puede formular una grifica similar a la de la figura 5-2 para las
condiciones finales de las redes, en donde (1) toda la excitacién la
proporcionan fuentes de salida constante, fuentes que se reducen a
Cero para valores grandes de ¢ (por ejemplo ¢~¢, e~% eny, etc.) o
voltajes iniciales de capacitor y corrientes iniciales de inductor, y (2)
redes en fas que el valor final de los voltajes y las corrientes sea una
constants. Este segundo requisito elimina las redes LC sin resistencia,
para las cuales, como se verd en el siguiente capitulo, la condicién
final de los voltajes y las corrientes puede ser de oscilacién permanente.
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Elemento Circuito equivalente
{y condicion inicial) para t=0+
R R
—AM—  o— ANV
L oc

TS Figura 5-2. Forma equivalente
( C) de los elementos en funcién de

Vo-% % Ia condicién inicial de éstos.

Las redes equivalentes pard condiciones finales se deducen a partir
de las relaciones bisicas

dy g g =ci% (5-1)

=Ly dt

y de acuerdo con la observacion de que las derivadas tienen un valor

cero cuando la cantidad en el estado permanente es una constante.
Estos resultados se ilustran en la figura 5-3.

Circuito equivalente

para t =oo0
Elemento {para fuentes que producen
ty condicion inicial) un valor constante de
R estado permanente)
o—ANN—0 A
R
L sC
o— T —o o————0
c
oc
H—K—-——o o—— % —
Iy s¢

—f— O

Figura 5-3. Forma equivalente de los elementos de acuerdo
con la condicién final del elemento.
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Hay dos casos especiales que constituyen excepciones a las reglas
gue se acaban de dar y que requieren un estudio mis detallado. El
primer caso especial se ilustrard de acverdo con la red de la figu-
ra 5-4. Supdngase que los capacitores estin inicialmente descargadosy
que para ¢ =0 se cierra el interruptor K. Cuando éstan. descargados,
los capacitores actlian como corto circuito en el instante ‘injcial, de tal
manera que la fuente- de voltaje queda en corto circuito al cerrar el
interruptor. Ahora bien, un corto circuito de una fuenie de" voltaje
produce una corriente infinita, lo cual significa que se tiene que resol-
ver una situacion no usual. La carga transferida al capacitor €s B

g={ Z i) dr 52

‘1\ i
Figura 5-4. flustracion del caso especial en que se tiene en lz
red una malla compuesta de capacitores.

y aunque la corriente es infinita, la carga transferida g es finita y
tiene un valor tal que se satisface la ley de voltajes de Kirchhoff

Vo = vc,(0-+) + 0c,(0-+) + vc,(0+) (5-3)

o bien,

4 9 O 54
Vo G, + o + C, (5-4)
en donde ¢, =¢» =43 porgue la corrienie que pasa por los tres ca-
pacitores es la misma. El voltaje que se aplica a cada uno de los
capacitores se puede encontrar despejando y resolviendo ¢ en la ecua-
cion (5-4), y luego determinando el voltaje

ve(0+) =& 55
Por tanto, el cuadro de los fenomenos que se producen al cerrar el

interruptor es que fluye una corriente infinita en los capacitores den-
tro del intervalo comprendido entre t=0-y =0+, depositando la
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suficiente carga en los capacitores de tal modo que cada uno tenga un
voltaje inicial en ¢ = O+ y se satisfaga la ley de voltajes de Kirchhoff.
En el capitulo 8 se estudiari esta cowriente y ahi se le denominard"
impulso de corriente.

Se puede aplicar el mismo tipo de andlisis a uno o més de los
capacitores de un circuito que tengan un voltaje inicial antes de cerrar
el interruptor. El voltaje final de cada capacitor serd independiente del
valor inicial y se determinard como se explicd para el caso en que estd
descargado. Entonces se llega a la conclusion de que en ambos casos
el voltaje de un capacitor cambiz instantineamente, aunque se requiere
una corriente infinita de una duracidn muy breve para iniciar este
cambio instantineo.

Obsérvese que si el capacitor C; se substituye por una resistencia
Ry, la dificultad que se acaba de describir se evita debido a que la
corriente no se puede hacer infinita. La corriente inicial del circuito
estara limitada por R, y tendrd el valor ip,(0+)=V,/R,, en donde
V, es la suma algebraica del voltaje de la bateria y de los voltajes
iniciales de los capacitores. En consecuencia, aparecerd instantinea-
mente un voltaje en Ry y tendrd un valor tal que se satisfard la ley
de voltajes de Kirchhoff.

Ll

Io() Figura 5-5. [lustracidn del caso
H especial en que un nodo tiene

— sblo inductores conectados a él.

Esta situacion dual se ilustra en la figura 5-5. Antes del instante en
que se cambia el interruptor de @ a b, la ey de corrientes de Kirch-
hoff requiere que

ir{0=) + i, (0—) + i, (0—) =0 (5-6)
Cuando la fuente de corriente estd conectada a la red en =0,

también se debe satisfacer la ley de corrientes de Kirchhoff, lo cual
significa que

i, (04) + i (0+) 4 £, (04) = [, (-7

Es evidente que las corrientes deben cambiar de ¢ =0— a t= 0+
para que se satisfagan las dos ecuaciones. El mecanismo por el que se
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logra esto consiste en que se genera un voltaje infinito mediante la
accién de conmutacidh y este voltaje infinito produce un flujo finito

0+
v= f vy (5-8)

que es suficiente para que se satisfaga la ecuacién (5-7). Entonces,
cada corriente cambia instantineamente de su valor anterior al nuevo
valor determinado por las ecuaciones de la forma

i (04) = Lﬂl (59)

que es la expresion dual de la ecuacién (5-5). Al igual que en el caso
anterior, se evitard un impulso de voltaje si sc tiene una resistencia
conectada en paralelo con la fuente de corriente, y sin el voltaje
infinito se evita el cambio instantdneo en la corriente del inductor.

5-3. INTERPRETACION GEOMETRICA DE LAS DERIVADAS

Sea la ecuacion diferencial que describe a un circuito RL conectado
a una fuente de voltaje comstante:

g 5-10
LZ+Ri=V (5-10)

Esta ecuacién se puede poner en la forma

Lo ly-m (511
para demostrar la relacidn que debe existir entre la corriente y la
derivada de tiempo de la corriente. Si el conmutador que conecta a la
fuente de voltaje con el circuito se cierra para £ =0, la corriente del
sistema en ¢ =0 debe ser cero. De acuerdo con la ecuacién (5-11), el
valor inicial de la derivada es

di Vv -
Loy =Y (5-12)

Ahora, la cantidad di/dt es la pendiente de la grafica de la corrien-
te que se requiere en funcidn del tiempo. La ecuacion (5-12) indica
que esta pendiente es positiva y tiene una magnitud V/L. Para algin
pequefio intervalo esta pendiente se debe aproximar a la curva real
que se encuentra resolviendo la ecuacidén (5-10). Supéngase que la co-
rriente aumenta linealmente a una velocidad V/L, hasta un nuevo valor
iy en el tiempo ¢,. En este punto se puede hacer una segunda aproxi-
macion de la curva de la corriente en funcién del tiempo aplicando la
ecuacion (5-11) como
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dig 1o %
= Z-(V i\R) (5-13)

La continuacién de esie proceso, que se ilustra en la figura 5-6,
proporciona una interpretacion grifica de la solucién de una ecuacién
diferencial. Mientras mds pequefios sean los intervalos de tiempo que
se escojan, tanto mds semejante serd la curva aproximada a la curva
real.

Segmentos
rectos
%(04’) Figura 5-6. La aproximacion
de i(f) obtenida por medio de
segmentos rectos, en donde los
dos primeros estdn descritos por
0 &ty oty ty  tg t las ecuaciones (5-12) y (5-13).

Asi como la primera derivada representa la pendiente, la segunda
representa la curvatura o la velocidad de cambio de la pendiente con
el tiempo. De acuerdo con la ecuacidn (5-11), que es general y se
aplica para todos los tiempos después de 7 =0, se obtiene una expre-
sién general para la segunda derivada

& Rdi (5-14)
>  La
Al substituir la ecuacidn (5-12) en esta ecuacidn, se determina el
valor de la segunda derivada en ¢ = 0+

2 _ _¥R 5-
PO =1 R Cab)

que es negativo. Por tanto, la curvatura inicial de la respuesta i(f) es
negativa, lo cual significa que la curva es concava hacia abajo como se
observa en la figura 5-6. En la figura 5-7 se muestran varias combina-
ciones de las condiciones iniciales con la interpretacion correspondiente
en términos de la pendiente inicial y la curvatura.

{a) by
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Gl . (d)

Figura 5-7. Formas de que jlustran dici tipicas:
(a) i(0+) =0, difdt 04) =10, ¥ d2ijder (0+) = K> 0; ()
i(04)=0,dijdt (O+)=K>0, y d2jde? (04) =05 (@ 1 0+)
— K > 0, dijdt 0+), dzijdt (0-+); (d) 1 ©+) = 0, difdr (0+) =
K1 > 0,d2jd12(0+) = K2 < 0.

54, PROCEDIMIENTO PARA EVALUAR
LAS CONDICIONES INICIALES

No existe un procedimiento (nico’ que se deba seguir para resolver
las condiciones iniciales. Esto se asermeja a un juego de ajedrez por-
que la estrategia que se seleccione dependerd del problema particu-
lar que se estudie. Sin embargo, ¢l procedimiento que se definird de
los ejemplos es que por lo general se resuelven primero los valores
iniciales de las variables —corsientes, voltajes, cargas— ¥ 2 continuacion
se resuelven los correspondientes a las derivadas. El primer paso es
rutinario y se puede lograr trazando un circuito equivalente pard
t = 0+, con base en las representaciones equivalentes de los elementos
que se dan en la figura 5-2. Al resolver los valores iniciales de las
derivadas, los detalles y el orden del procedimiento serin diferentes
para cada red distinta. Ademis, no es obvio cudl es el procedimiento
adecuado, lo cual constituye un hecho que afiade interés y presenta
un reto para solucionar los problemas de los valores iniciales.

Los valores iniciales de corriente o voltaje se pueden enconirar en
forma directa a partir de un estudio del diagrama esquematico de la
red. Para cada elemento de la red se debe determinar justamente 1o
que sucederd cuando se efectiie la accion de conmutacién. De acuerdo
con este analisis, se elabora un nuevo diagrama esquemdtico de una
red equivalente para £ =0+ de conformidad con las siguientes reglas:

(1) Se substituyen todos los inductores por circuitos abiertos 0 por
generadores de corriente que tengan el valor de la corriente qué
fluye en ¢ = 0+

(2) Se substituyen todos los capacitores con corto circuitos o con
fuentes de voltaje con un valor Vo = qo/C si se tiene una carga
inicial.

(3) Las resistencias se dejan en la red sin cambio alguno.
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Figura 5-8. Red que se usa para ilustrar la determinacion de
las condiciones iniciales: (¢) la red de dos mallas y (b) la red
equivalente para ¢ =0 +.

Sea la red de dos mallas que se muestra en la figura 5-8(z). Supon-
gase que el interruptor se cierra para £ =0, sin que se haya aplicado
un voltaje a la red pasiva antes de dicho instante. Puesto que no
existe un voltaje inicial en el capacitor, se puede substituir por un
corto circuito; del mismo modo, el inductor se puede reemplazar por
un circuito abierto, por no haber ningln valor inicial de corriente. La
red equivalente resuitante se ilustra en (b) de la misma figura. En este
caso particular no es necesario escribir las ecuaciones para la red de
resistencia. Por inspeccion se observa que los valores iniciales de las
corrientes son (0 +)=V/R, e i,{04+)=0, debido a que la segunda
malla estd abierta.

El primer paso para encontrar los valores iniciales de las derivadas
consiste en escribir las ecuaciones integrodiferenciales de las leyes de
Kirchhoff en base de mallas o de nodos que proporcione de un modo
mds directo las cantidades que s¢ requieren. De acuerdo con la red de
Ia figura 5-8(a), las ecuaciones de voltajes de Kirchhoff son:

%—Ji, dt+ Ry — i) =V (5-16)
Rylis — i) + Rl + L% —0 17

Puesto que estas ecuaciones rigen en general, también lo hacen
para ¢t = O+. Ahora se conocen los valores de i, e i; para t = O+. Asi

0+
también, el término (I/C)J i, dt tiene un valor conocido, ya que

este término es el voltaje que se aplica al capacitor; se sabe que dicho
voltaje es cero debido a que el capacitor actia como un corto cir-

cuito. [En la base de nodos, (1/L) Jm vdt representa en forma

simitar la corriente que pasa por el inductor para £ =0 +.]

Se observa que la ecuacién (5-17) contiene un término de derivada
ademds de los que incluyen sélo a i; e i,, que se conocen para I =
0+ Resolviendo algebraicamente. para (di,/dt) se obtiene .
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= LIR, ~ (R, + R)i;] (general) -18)
di 1 v v _
“a0+4) = I[RLR—I R ARO[~ =08 (519)

La precaucién de elaborar ecuaciones como (general) o (¢ = O+) se
sugiere como una seguridad contra la posibilidad de derivar ecuaciones
que se apliquen sélo para ¢ = O+.

Las ecuaciones (5-16) y (5-17) carecen de un término (di, /dr). No
obstante, si se deriva y transforma algebraicamente la ecuacién (5-16),
que tiene una aplicacidn general, se obtienen los resultados

di, di,

il R _ R z2 g neral _Z
C Ydr vdt (general) G20
di, _diy L -

b RC (general) (5-21)

Para £ =0+, s¢ conocen tanto di,/dt como i; de tal modo que
(di/dt) se puede evaluar como

RO =T - w=op (5-22)

Supéngase que es necesario evaluar (d2i,/dt?) para f = O+. Desde
un punto de vista prictico, las derivadas de segundo orden y superio-
res se requieren con menos frecuencia que la primera derivada para
resolver ecuaciones diferenciales. Sin embargo, el procedimiento de la
derivacién continua y las operaciones algebraicas se pueden aplicar
para estimar todas las derivadas. La derivacién de 1a ecuacién (5-18) da

& 1r. g .
FoTIRG &+ R;)‘%J (general)  (5-23)
d?i _ i R _
a0 = V(m + ﬁ) (t=0+) (5-24)

En cada caso, las condiciones iniciales se expresan en funcion de las
constantes (los parimetros de la red y de fuentes impulsoras); las
soluciones a los problemas no se deben dar como expresiones integra-
les o derivadas.

EJEMPLO 1

En el circuito que se muestra en la figura 59, V=10V, R=
10uFf L=1H, C= 10uF y ve(0)=0. Se supondri que se desea
encontrar #(0+), di/de(0+) y d?i/dr2(0+). De acuerdo con la Jey de
voltajes de Kirchhoff,

_di e L[ g
V= Ld_t + Ri 4+ ol J idt {general) (5-25)
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/—D Figura 5-9. Red RLC del ejem-
plo 1.

Analizando el circuito en funcién de los valores de elementos equi-
valentes para ¢ = 0, se muestra que, debido al circuito abierto,

i0+)=0 (£=0+) (5-26)

El dltimo término de la ecuacion (5-25), (1/C) fidt representa el
voltaje que se aplica al capacitor, que es cero cuando f= 0. Cuando
t =0+, la expresién general de la ecuacion (5-25) se transforma en:

V= L%(O-F) +RO+O  (r=04) (5:27)
de acuerdo con lo cual ¢

di _V _ pamp _ .

#OP=p=10 pres (t=0+) (5-28)

Para encontrar la segunda derivada, la ecuacion (5- 25) se debe de-

rivar . . / N2

oo
il ar 1.
LW + Rd_t +€z =0 (general)

(5-29)

En la ecuacion (5-29), los valores para el segundo.y tercer términcs
se conocen para ¢ = 04; por consiguiente,
R di

25
Z_t;(o+) =—F 201y~ 100 as*:g’ (5-30)

EJEMPLO 2

En la red que se ilustra en la figura 5-10 se llega a un estado
permanente cuando el interruptor K estd abierto y éste se cierra para
t=0. Supbngase que se desea encomtrar el valor inicial de las tres
corrientes de malla. Primero se deben determinar las diferentes corrien-
tes y los voltajes de la red para ¢ = O—, antes de cerrar el interruptor.
La corriente que pasa por Ry, Ry y L es

B0 = 40-) = gt =0-) (53D

El voltaje total de los capacitores serd el mismo que el que se
aplica a R, ; es decir,

Voot Vo= g 2 fi 4 (5-32)
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Figura 5-10. Red del ejemplo 2.

Puesto que las cargas de los capacitores deben ser iguales cuando se
conectan en serie, se tiene que g, =g, o bien, C1Ve, = G Ve, . Por
tanto, el voltaje de los capacitores se dividird en tal forma que

Yoo G Dy 533
C == (general) (5-33)

en donde Dy = 1/C; y D, = 1/C,, de tal modo 21ue
R Ljy- - L[L}V
Vo= BTy +5.)" Vo3 EID D,
(5-34)

Para encontrar #; en f =0+ se aplica la ley de voltajes de Kirch-
hoff a lo largo de la malla exterior (que no aparece en el diagrama).
Recorriendo esta malla, se escribe

LRy =V Vg — Vo = mRTZ&V (535
de manera que
. 14 V ~
iW0+) = R_1+—R2 (t =0+) (5-36)

Ahora bien,

L(0-F) - 55(04) = i(0+) = (t=0+) (537

V
R+ Ry

puesto que la corriente i; no puede cambiar instantineamente. Al
comparar estas dos Gltimas ecuaciones, se observa que

1,(0+) =0 (5-38)
A continuacién se considerard la corriente que fluye por la resis-

tencia Ry. En vista de que el voltaje que se aplica al capacitor no
cambia instantineamente,

i{0+) — i,(0+) = 7 (5-39)
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o bien,

BO+) = 104) ~ Xa (5-40)

de tal modo que

; - Y Db _ v 3
KR Sy N N ey G-4D

Finalmente,

i(0+) = (5-42)

—V D
R+ R, D+,

Y esto completa la solucién del problema

5-5. ESTADO INICIAL DE UNA RED

En el estudio que se hizo del método de anilisis de la variable de
estado en la seccién 3-9 se utilizaron los voltajes en capacitores y las
corrientes en inductores coms variables de estado. Adn no se han
estudiado aqui técnicas para la solucién de fas ecnaciones, de estado;
pero en esa solucién se encuentra que las condiciones iniciales reque-
ridas son 'los valores de las variables de estado para t=0 (o en el
tiempo inicial mds general ¢ = 7,). Tales condiciones iniciales se cono-
cen como estado inicial, el cual se designa en la notacidn de matriz
vectorial como

¥c,(0)
2,(0)

Xo=x(0)=| | (5-43)
0

Si todas las condiciones iniciales tienen un valor cero, entonces se
dice que la red esti en estado cero Y la solucién para estas condicio-
nes iniciales se conoce como respuesta de estado cero.

Se observa que las técnicas que se desarrollaron en la seccién 5-2
se pueden aplicar a la determinacién del estado inicial. Es mds, puesto
que los voltajes en capacitores y las corrientes en inductores no pueden
cambiar en un tiempo nulo (en ausencia de impulsos), se puede desig-
nar el tiempo como 0-, 0, o bien O+, aunque ¢ =0- es la eleccién
mis logica.
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Figura 5-11. L red de la figura 5-8 dibujada de nuevo para
mostrar el drbol (lineas gTuesas) que se usa en el andlisis por
variables de estado.

cién 54. En Ia figura 5-11 aparece de nuevo esta red dibujada de
modo distinto para subrayar la eleccidn de un drbol en el anilisis por
variables de estado. En el nodo a se escribe

C% =1~ (5-44)

En esta ecuacion, iz N0 es una variable de estado, pero se puede
reemplazar escribiendo la ecuacién de malla que se forma al considerar
la cuerda que contiene a R,. En este caso,

WRi—V—u.=0 (5-45)

¥ la ecuacién (5-44) se convierte en

e L, 1. v 546
@ = _E,—Cvc Tl RC (5-46)

La segunda ecuacion se escribe alrededor de la malla que se define
al considerar la cuerda Que contiene a L..Después de dividir entre 7,
se¢ tiene que wpiine ’

; v
c—FTht a (5-47)

Ahora las ecuaciones (546) y (547) son del tipo general que se
aplica en todos los momentos después de t=0, incluyendo t=0+.
Puesto que la red estd en estado cero en el momento en que se cierra
K, se observa que

o1y ¥ Weoiy~ _ V. :
&0 =7 v Gon= L sy
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Si se requieren las segundas derivadas de las variables de estado, se
pueden derivar las ecuaciones (5-46) y (5-47) y substituir los valores
que se dan en la ecuacién (5-48) en las ecuaciones resultantes.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

La determinaciéon de las ici iniciales en redes, como parte del andlisis
de’ las redes, se logra mediante” el andlisis ordinario combinado con el conoci-
miento del comportamiento de los elementos de la red para el instante especi-
fico del tiempo #=0. Con frecuencia este tipo de anilisis es muy sutil ¥ no es
particularmente apropiado al andlisis en computadora. Se sugiere que el tiempo
di il se utilice en los ejercicios adicionales sugeridos al final del

capitulo 3.

PROBLEMAS

5-1. En la red de la figura que sigue, el interruptor X se cierra para 1 =0 con
el capacitor sin carza alguna. Encuentre los valores para i, di/dr y d%i/de?

para t=0+, para los sigui valores de el : V=100V, R=
100082, y C=1uF.

Fig. P5-1.

5-2. En la red de la siguiente figura, K se cierra para £ =0 con una corriente
cero en el inductor. Determine los valotes de 4, di/dr y d%i/dt? en t =0+,
SiR=10Q,L=1Hy V=100V.

Fig, P5-2.
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5-3. En la siguiente red, X se cambia de la posicién a 2 b para f =0. Resuelva
para i difdt y d%fdi? para t=0+ siR=1000S, L=1H, C=014F y
V=100V.

Fig. P5-3,

5-4. Para la red y las condiciones de estado que se indican en el probiema 4-3,
determine los valores de dvq/dt y dv,/dt para t =0 +.

5-5. Para la red que se describe en el problema 4-7, determine los valores de
d2vy/dt2 y d3v,/dt3 para t =0 +

5-6. La red que se muestra a continuacién estd en estado permanente cuando
el interruptor K esti cerrado. El interruptor se abre para ¢ = 0. Determine
el voltaje en el interruptor, vx y dvg/dt para t = 0+

Fig. P5-6.

5-7. En la siguiente red el interruptor K se abre para + =0. En =0+, encuen-
tre los valores de v, dv/dt y d2v/di? si I=10amp, R=1000%2, y
C=1yF.

® &/ a7

Fig. P5-7.

5-8. En la red que aparece en la figura siguiente el interruptor X se abre para
r=0. Resuelva para v, dv/dt y d?v/dt2 para t=0+4 si I=1amp,
R=100Qy L=1H.

Fig, P5-8.
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5

9.

5-10.

511

51

134

5-13.

Condiciones iniciales en las redes

En la red que se ilustra a continuacién se Hega al estado permanente con
¢l interruptor X ablerto. Para t =0 se cierra el interruptor. Para los valo-
res de elementos que se dan, determine el valor de ¥2(0=) y va(0 ).

104

Fig, P5-9.

En la siguiente figura se muestra una ted en la que se lega al estado
permanente con el interruptor X abierto. Este se cierra para ¢ =0.

100

Fig, P5-10,

Para los valores de elementos que se dan, determine los de va(0-) ¥
va (0 ).

En la red de la figura P5-9, determine I(0 4) eif(o0) para las condiciones
que se indican en el problema 5-9.

En la red que aparece en la figura PS-10 determine vp(0 +) yvy(e0) para
las condiciones que s= indican en el problema 5-10.

En Ia red que sigue el interruptor K se cierra para ¢ =0 teniendo un
voltaje en el capacitor igual a cero ¥ una comiente en el inductor también
de cero. Resuelva para (a) vy v v, en t =0+, (b) v1 ¥ v2 en t =00, (c)
dvy/dt y dvafdt en t =0+, (d) d2v,/dr?, cuando t=0+

Fig. P5-13.
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5-14. La red del problema 5-13 liega al estado permarnente con el interruptor X
cerrado. En un nuevo tiempo de referencia, ¢ =0, se abre el interruptor
K. Resuelva para lIas cantidades que se especifican en las cuatro partes del
problema 5-13,

El interruptor K de la red que sigue se cierra para ¢ =0 conectando la
baterfa a2 una red no energizada. (a) Determine i, difdt y d%fdt? para
£ =0+ (b) Encuentre vy, dvy/dt y d2v,/d¢? para t =0 +.

515,

N

Fig. P5-15.

5-16. La red del problema 5-15 llega al estado permanente en las condiciones
que en é| se especifican. En un nuevo tiempo de referenciz, r =0, se abre
el interruptor K. Determine las cantidades que se especifican en el proble-
ma 5-15 para r =0 +.

5-17. En la red de la figura que sigue, el interruptor K se cambia de la posicién
2 ala b para t =0 (establecido el estado permanente en la posicidn a).
Demuestre que cuando # =0+,

V.

hTEECRIRTR 57O

Fig, P5-17.

5-18. En la red que aparece a continuacién, el capacitor Cy se carga a un
voltaje Vo y el interruptor K se cierra para f=0. Cuando Ry =2MQ,
Vo=1000V, Ry =1 M§L €, =104F y C, =20 4F, determine d2is/dr2?
para 1 =0+

Fig. P5-18.
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5-19. En el circuito que se muestra en la figura siguiente, el interruptor K se

cierra para ¢ =0, conectando un voltaje de Vg sen w1, al circuito RL-RC
en paralelo. Encuentre (a) di;/dt y (b) diz/dt para t =0+

Fig. P5-19.

520. En la red de la figura que sigue se alcanza el estado permanente con

5-21.

el interruptor K abierto siendo F =100V, Ry =108, R, =20§)
R3=208), L=1Hy C=14F. En el tiempo ¢ =0, se cierra el interrup-
tor. (a) Escriba las ecuaciones integrodiferenciales para la red después de
que se cierra el circuito. (b) ;Cudl es el voltaje Vo a través de C antes de

Fig. P5-20

que se cierre el interruptor? ;Cudl es su polaridad? (c) Determine el valor
inicial de 7y e i(r =0-1). (d) Encuentre los valores de di;/dt y di,/dt en
t=0+ (e) ;Cual es el valor de diy/dt para.t.=oc?

La red que aparece en la siguiente figura tiene dos pares de nodos inde-
pendientes. Si 2! interruptor K se abre para t =0, encuentre las siguientes
cantidades en t =0+ (a)v), (b)v2, (c)dv,/dr, (d) dv,/dt.

Fig. P5-21.
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5.22, En la red que se ilustra en la siguiente figura, el intesruptor X se cierra en
el instante en que f=0, conectando un sistema mno energizado a una
fuente de voltaje. Sea M, = 0. Demuestre que si ¥(0) =V, entonces:

%o+

V(L + Ly +2M;,5)
T AL YOG R0 T 2M;3) ~ (Ly + Mys + Mys)?

B0

V(Ls + My + M,3)
@ L 2+ L, +2My3) — (Ly + M +M23)z

Fig. P5-22.

5-23. Para la red de la siguiente figura, demuestre que si X se ciersa para £ =0.

TR0 = ~ {59 2] - Lo}

’)T”)

5-24. La siguiente red sc compone de dos bobinas acopladas y un capacitor.
Para =0 se cierra el interruptor X conectando un generador de voltaje,
v(r) =V sen (t/\/MC). Demuestre que

uit)
Fig. P5-23.

W0 =0, Leopy= (MVEE, v Sop=o

it} T Vo
Fig. P5-24, °
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5-25. En la red que aparece a continuacién se abre o] interruptor K para t =0
cuando la red alcanza el estado Permanente con ef interruptor cerrado. (a)
Encuentre una expresién para el voltaje a través def interruptor en # =0+
() Si los parimetros estin ajustados de tal manera que {0 V) =1y di/dr
O =-1, zeuil es el valor de la derivada del voltaje a través del inte-
ruptor, dvg/dt (0 4)?

+ vg -

Fig. Ps-25,

5-26. En la ted QL2 se muestra en la siguiente figura el interruptor X se cierra
para £=0 conectando la bateria Con un sistema no energizado. (a) En-
cuentre el voltaje v, en =0 - {(b) Determine el voltaje a través del
capacitor C; para ¢ =oq

Fig. P5-26.

5-27. En'la red de la figura que sigue el interruptor K se cierra cuando r =0,
Er t=0-, todos los voltajes en capacitores y las corrientes en inductores
son cero. Los tres voltajes de nodo a referencia se identifican como vy, vy
¥ v3. (2) Encuentre vy y dvy/dt para t =0 +. (b) Determine V2 y dvy/de
para £ =0 +. (c} Encuentre v; y dv/dr para t =0+

Fig. P5-27,
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5-28. En la red de Ia siguiente figura se llega al estado Permanente y para ¢ =0 '
se abre el interruptor X, (a) Determine ¢] voltaje a través dej interruptor
YK> Para £ =0 +. (b) Determine dvg/dr para £ — 0 +

Fig, P5-28.

5-29. En la red de la figura que sigue se lega al estado permanente con el
interruptor X cerrado ¥ eon {=], una constante. Para t =0 se abre el inte~
muptor K. Determine: (a) v, (0 =) (0 1000 y (o) (@va/dty (0 .

Fig. P5-29,






CAPITULO 6

6 Ecuaciones diferenciales,
continuacion

Las ecuaciones diferenciales que se vieron en el capitulo 4 se limi-
taron a las ecuaciones lineales de primer orden con coeficientes cons-
tantes. En el presente se continuard el estudio de las ecuaciones dife-
renciales con las mismas restricciones en lo que respecta a la linealidad
y a los coeficientes constantes, peso de un orden mis alto. Les proce-
dimientos que se dan en ambos capitulos se incluyen bajo el encabeza-
do del método clisico de solucién. Como se verd, el método clisico
permite una mejor comprension de la interpretacion de las ecuaciones
diferenciales y los requisitos de una solucién. Ademds de las ventajas
conceptuales, el método en que se utiliza la transformacion de Laplace
os mds apropiado para las metas de esta obra. Por esta razon, se
reservan para el siguiente capitulo los temas que normalmente se tra-
tan utilizando el método clisico pero que se desarrollan con mayor
facilidad con la ayuda de la transformacién de Laplace.

6-1. ECUACION DE SEGUNDO ORDEN:
EXCITACION INTERNA

Una ecuacion diferencial homogénea de segundo orden con coefi-
cientes constantes se puede expresar en la forma general:

di

and—ﬂ+a,dﬁ"‘—+azi=0 6

165

vy
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!
La solucion de esta ecuacion diferencial debe ser de tal forma que
la solucién misma, su primera derivada y su segunda derivada —cada
una multiplicada por un coeficiente constante— sumen cero. Para satis-
facer este requisito, los tres términos deben ser de la misma forma,
difesencidndose sélo en los coeficientes. (Existe una funcion de esta
naturaleza? De acuerdo con cualquier método que se busque, quizd
tratando funciones posibles la bisqueda lleva siempre a la €Xpo-
nencial!

i(2) = ke (6-2)

en donde k y s son constantes que pueden ser reales, imaginarias o
complejas. Al substituir la solucién exponencial en la ecuacién (6-1) se
obtiene

ays*ke’ 4 aske” + ake = 0 (6-3)
o bien, puesto que ke’ no puede ser nunca cero para una ¢ finita, se
tiene

s> + a5+ a, =0 (6-4)

como requisito para que ke’* sea la solucidn. Esta expresién se conoce
como ecuacién caracteristica (o auxiliar). Esta se satisface con las dos
raices dadas por la férmula cuadritica

a 1
Sy 83 = _211‘0 + E,\/af — daqa, (6-5)
Ello indica que existen dos” formas de la solucién exponencial kes*
que son
i o=k e iy = ke (6-6)

Ahora bien, si i e i son soluciones de la ecuacién diferencial de
la expresion (6-1), la suma de estas soluciones,

=i+ (6-7)

es también una solucién. Esto se demuestra mediante la substitucién
directa de la ecuacion (6-7) en la (6-1), lo que da

audtz(lx i)+ ﬂx (’1 Fh)+a Fi)=0 (6-8)
d d di .

I Tomando dos a la vez, el seno y el coseno o bien el seno y el coseno
hiperbolicos satisfacen este requisito; sin embargo, se demostrard que la solucidn
exponencial simplifica estas formas.
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o bien 0+0=0. Por tanto, la solucién general de Ia ecuacibn dife-
rencial es

() = kyet + kyer (6-10)

La magnitud de los coeficientes de la ecuacién (6-1) determina la
forma de las raices de la ecuacién caracteristica. En Ia ecuacién (6-5)
el radical t+/a} —4aqa, puede ser real, cero o imaginario, depen-
diendo del valor de a? comparado con 4aga,. Las formas de Jas solu-
ciones de estos tres casos se dardn en tres ejemplos sencillos.

EJEMPLO 1

De acuerdo con la ley de Kirchhoff la ecuacién diferencial de la
corriente del circuito de la figura 6-1 es

dr

Al derivar y usar los valores numéricos para R, L y ¢ que se
indican en la figura 6, se obtiene

Lﬂ+Ri+CLJm:V (6-11)

DL gdi g 6-12
ETgTa=0 (6-12)

La ecuacion caracteristica se encuentra substituyendo la solucién de
prueba i=eSt o, lo que es lo mismo, substituyendo s? en Iugar de
(d%¢c/dt?) y 5 en lugar de (di/dt), de donde resulta

P+ 342=0 (6-13)
Esta ecuacion tiene las raices St ==1y s, =-2, de tal modo que

la solucion general es T R
i) = ke + ke s . Lo (6-14)

Conociendo las condiciones iniciales las constantes arbitrarias kyy
k2 se pueden evaluar para un problema especifico. Si el interruptor K
se cierra para ¢ =0, entonces #0+) = 0, porque la corriente no puede
cambiar instantineamente -en._ el inductor. En la ecuacién (6-11) el
segundo y tercer términos de voltaje son cero en el momento de
conmutacion, siendo Ri(0+) cero, porque i(04) = cero y (O [°ridr
€s cero, ya que es ¢l voltaje inicial del capacitor; en consecuencia,

%(O—H = —LV— =1 amp/seg W

Las dos condiciones iniciales incluidas en la solucién general, la
ecuacion (6-14), dan las ecuaciones

ki tk, =0,  —k, — 2k =1 (6-15)

4
-=1volt

Figura 6-1.
plos 1y 3.

3 1H

ity i ”‘

Red para los ejem-
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La solucién de estas ecuaciones es ky = +1 y ky = —1; de ahi que
1a solucién particular de la ecuacion (6-12) sea

W) =et—e™ (6-16)

En la figura 6-2 muestra una grifica de cada una de las partes y su
combinacién. Como se vio en el capitulo -4, se puede considerar que
la “corriente total consta de dos componentes que existen desde 7 =0
y s¢ combinan en tal forma que satisfaga las condiciones iniciales.

-05

-10

Figura 6-2. Respuesta descrita por la ecuzcién (6-16), inclu-
yendo las dos partes componentes que se suman para dar la
1espuesta.

EJEMPLO 2

La ecuacién de equilibrio para Ja red que se ilustra en la figu-
ra 6-3, formulada en base de nodos, es

dv 1
- 17
Cdt+Gv+Ljvdz I 617

1amp<$ {\ io W =ReF
L= ;

Figura 6-3. Red del ejemplo 2 en que el interruptor se abre
para t =0.
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0 bien, derivando,

do_ i v g 618
Cmteg+tr=0 18 !

Al substituir Ios valores numéricos en esta ecuacidn, como se indica
en la figura 6-3, se¢ obtiene

dv __ o dv . :
W—SE—{-&J—O (6-19)

La ecuacidn caracteristica- correspondiente es
25t 4+ 85+8=0 (6-20) v

que tiene como raices s; =—2 y sp=-2, 0 sea raices repetidas. o b R
Cuando se substituye en la forma general de Ia solucidn la ecua-
cién (6-10), se tiene que

o(f) = k,e"¥ + kpe™¥ = Ke ¥ (6-21) ;o b oA Ty

en donde K =k, +k,. Esta no es una forma completa de la solucion,

ya que la solucion general de una ecuacidn diferencial de segundo

orden debe contener dos constantes arbitrarias. La solucidn v =ke™?" -~
se debe modificar en alguna forma para la condicién de raices repeti-

das. Si se supone que la nueva solucion es v =ye~2%, en donde y es

un factor que se debe determinar y al substituirse en la ecua-

cién (6-19), se llega al requisito de que y satisfaga a la ecuacion
diferencial

ay_ 6-22

= (6-22)

Si se hacen dos integraciones sucesivas de la ecuacion, se llega a la
solucién

P 623

Por tanto, la solucién de este problema con raices repetidas se
convierte en
v(t) = ke + kyte ™ ‘ (6-24) -
a2 F ke e -
Para obtener una solucidn particular para este problema es necesario
conocer dos condiciones iniciales. De acuerdo con la red de la figu- o
ra 63, y(0+) debe ser igual a cero, ya que el capacitor actlia como A
un corto circuito en el instante inicial. En la ecuacion (6-17), el se- ’
gundo y el tercer términos son iguales a cero, el primero porque
»(04)=0 y el segundo porque no existe una corriente en el inductor
en el instante inicial. Entonces, de acuerdo con la ecuacién (6-17),
dyldt (04) =1/C = 1/2 V/seg para esta red. Substituyendo estas condi-
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ciones iniciales en la ecuacién (6-24) se llega al resultado de que
k1 =0y k2 =1/2. La solucién particular deseada es

o) = % te (6-25)

En la figura 6-4 se muestra una grifica de esta solucion.

t, seq

Figura 6-4. Respuesta de voltaje de la red de la figura 6-3,
seglin la ecuacidn (6-25).

EJEMPLO 3

Para este ejemplo se utilizari la red de la figura 6-1, en donde se
tienen los siguientes valores de pardmetros de red: V=1V, [ =1 H,
R=2Q,y C=1/2F. La ecuacién caracteristica se convierte en

24+ 2542=0 (6-26)

con raices?
sp5=—14j1 (6-27)

Con estuy vaiores de s, la solucién general, ecuacion (6-10), se con-
vierte en

i(f) = ket I el = e (ke + kye™7) (6-28)

El siguiente paso consiste en encontrar las expresiones equivalentes
a las dos funciones exponenciales e/* y e~/ en términos de las fun-
ciones de seno y coseno. Esto se logra aplicando una relacién que se
origina en el desarrollo en serie de la exponencial e seglin la ecuacion
ya conocida '

2 Aqui se usard la letra / para el operador /-1, a fin de reservar la letra {
para la corriente. La letra j, como se usa en los libros de texto de ingenieria
eléctrica, equivale a i =+/~1 de los libros de texto de matematicas y fisica.
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x%  x3
e":1+x+77+3‘,+~~ (629

Aqui x puede ser una variable real o compleja. Para este estudio,
Sea x =jwt que, con w=1, se reduce a lag exponenciales de la
ecuacién (6-28). Al substituir x = jewr en la ecuacidn (6-29), se obtiene

7 2 7 3
e =1 4 joor 4 (——13’!’) + L?!’) +.. (6-30)

Ahora, cuando F=v/~1, % = L P == = ete Usando estas
identidades y reuniendo las partes real e imaginaria de la ecua-
cion (6-30), se obtiene

e’“‘:l—%”T)Z-,L(ﬁ—’!)‘—”.-}—j[mt~(%?3+...] (6:31)

Las partes real e imaginaria de esta serie se identifican a continua-
¢ién con otros desarrollos en serie conocidos, que son :

coswt:l—(g’#-}—%—... (6-32)
y
senwr:w:~%+%~m (6-33)

Entonces, la ecuacion (6-31) se puede expresar como sigue
e/ = cos g -+ Jsenwt (6-34)

Se observard a continuacién que cuando — ¢or substituye a w ¢ en
Ia ltima ecuacién,

€7 = cos (—eot) + Jjsen(—wi) (6-35)
0 bien
€7 = cos wt — J sen ot (6-36)

Las ecuaciones (6-34) y (6-36) se pueden combinar en una ecua-
cibn compacta

et = cos ot -k jsen ot (6-37)

Esta expresi6n se conoce como la identidad de Buler, la que se
utilizard con mucha frecuencia en el Ppresente estudio.

Ahora, con w=1 en la dltima ecuacion, se tiene el resultado ne-
cesario:

e = cost + jsenyt (6-38)
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que se puede emplear para expresar la ecuacion (6-28) en la forma
equivalente
i(f) = e"'(kycos t + k, sent) (6-39)
en donde k3 =k, +k;, y kg =jlk; —kz). Las condiciones iniciales -
son las mismas que las del ejemplo 1: #(0+)=0y di/d#(0 +)= 1 amp/seg.
Cuando se substituye esto en la solucion, se tiene
i(04+) = 0 = e %(k; cos 0 + k, sen0) = k; (6-40)
Por tanto k3 es igual a cero,
%(o+) — ku(ecos 0 —sen0e®) = 1 (6-41)

de donde k4 = 1. La solucion particular es

i(f) = e " sent (6-42)

En la figura 6-5 se muestra una grifica de cada uno de los dos
factores de la solucion, asi como de su producto.

Los resultados que se encuentran de acuerdo con estos tres ejem-
plos se pueden generalizar con suma facilidad. Si la ecuacién diferen-
cial que se estudia es

et sin ¢
+1 -
et
0 , 0 \/ \./ t
Y SR A VS
3] ]
i envolvents e~7
~
e~fsent
e
0 \/’,,— === t

~ N _envolvente e~t

te}
Figura 6-5. Respuesta de corriente del ejemplo 3. La respuesta

es el producto de la forma de onda de (2) y de (b). La envol-
vente de la respuesta se define en (c) de esta figura.
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v
St et ai=o0 N CE5)

que se obtiene igualando o =1 en la ecuacién (6-1) (dividiendo la
ecuacién entre el coeficiente del término de orden mis elevado), en-
tonces la ecuacion caracteristica es

24 as+a,=0 (6-44)

Las raices de esta ecuacién se encuentran mediante la formula cua-
dratica y son

(6-45)

Las tres formas posibles de las raices, que dependen del valor de 42
en comparacién con 4a;, son (a) reales y desiguales, (b) reales e
iguales y (c¢) un complejo conjugado. Existe también el caso especial
para ¢; =0 en que las raices son un conjugado imaginario. Estas posi-
bilidades se resumen en la tabla 6-1. ’

TABLA 6-1. RESPUESTA EN FUNCION DE LAS CONDICIONES DE LOS COEFICIENTES DE LA ECUACION
CARACTERISTICA, 52 +415 442 =0 PARA'a; y a2 REALES Y NO NEGATIVOS

Condicién del Naturaleza de  Nombre

Caso  coeficiente las raices descriptivo Forma de Iz solucion _ Grifica de la respuesta
Caso
1 a} > 4a; Negativas, reales  Sobreamor = Kyesn + Kaesn
y desiguales tiguados 1
5 -
2} =4a; Negativas, reales Criticamente § = Kestt + Kpfesit i
e iguales amortiguados 2

3 a} < 4a; Conjugadas Subamor- i = esi(K; cos ! + K3 sentws1)
complejas (la tiguado §1, 82 = 0y £ jo;
parte real 3
negativa)

4 a =0 Conjugadas Oscilatorio /= K| coswt + Kasen o3¢

ay#0 imaginarias 51, 52 = Ljoy
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6-2. ECUACIONES DE ORDEN MAS ELEVADOQ:
EXCITACION INTERNA

El método de solucién que se vio para las ecuaciones diferenciales
de primero y segundo orden se puede seguir en la solucién de ecuacio-
nes de orden mds elevado. Para una ecuacién diferencial de n-ésimo
orden, la ecuacidn caracteristica serd?

s+ a . ta, s+a,=90 (6-46)

Un teorema fundamental del dlgebra establece que una ecuacién de
orden 7 tiene 7 raices. Estas rajces se pueden determinar al factorizar
la ecuacién (6-46)

af(s —m)s —m)...(s —m) =0 (6-47)

Cada raiz da origen a un factor de la forma K;e™1f, La suma de
todos estos factores constituye la solucion de la ecuacién diferencial.
Por tanto, la sclucion de las ecuaciones diferenciales homogéneas de
orden mds elevado, consiste principalmente en el problema de encon-
trar las raices de la ecuacién caracteristica.

Afortunadamente existe una simplificacion para encontrar estas raf-
ces, debido a que los coeficientes de fa ecuacién (6-46) son positivos
y reales. Esto se infiere porque tales coeficientes se formulan con el
sistema de pardmetros R, [ y C Y dado que R, L y C son positivos
y reales, también los coeficientes g deben ser positivos y reales.” Los
coeficientes pueden ser cero o negativos y reales cuando se tienen
fuentes controladas en la red.

Existen tres formas posibles de raices: (1) raices reales, (2) imagi-
narias y (3) complejas. Para la ecuacidn caracteristica de primer orden

Qg5 +d, =0 (6-48)

la raiz es S=—a/ay, que es negativa y real porque a, Yy a; son
siempre positivos y reales. Para una ecuacion caracteristica de segundo
orden,

as* +as+a, =0 (6-49)

3 Al describir las ecuaciones algebraicas, los vocablos orden y grado se inter-
cambian en las obras que tratan de ingenierfa eléctrica. Puesto que en este caso
el énfasis estd en la ecuacién diferencial de orden n, se usard el vacabla orden
en los capitulos referentes al dominio del tiempo. A partir del capitulo 9
se empleard la palabra grado cn vez de orden, para estar de acuerdo con la
practica acostumbrada en el anlisis en el dominio de la frecuencia,




Ecuaciones de orden mds elevado: excitacign interna 175

Se tiene que g, = | (o se divide toda 13 €Xpresién entre a, de tal
modo que éste sea el caso). Las raices estdn dadag por la ecuacién (6-45),
que es

S, 8 =

Con las restricciones de que los coeficientes g sean reales y positi-
Vos, estas raices pueden teper cualquiera de las tres formas posibles
—reales, imaginarias o complejas. Sin embargo, si las raices son com.
plejas, se presentan en pares conjugados, ya que dsta es la tnica
forma en que las raices complejas se pueden combinar para dar coefi-
cientes reales positivos. Por consiguiente, para que las raices de la
ecuacién caracteristica sean complejas se deben bresentar en pares con-
jugados.

A continuacién se verg la ecuacién caracteristica de tercer orden.
En este caso, debido a Ia regla que se acaba de dar para las raices
complejas, es necesario que cuando menos una de ellas sea real. Las
otras dos pueden ser reales o bien un par conjugado de rafces com-

(1) Si las rajces son complejas, se presentan en pares conjugados.

(2) Si la ecuacién caracteristica es de orden impar, cuando menos

O presentarse en pares conjugados complejos.
(3) Si la ecuacion caracterfstica es de orden par, las raices pueden
ser reales o presentarse en Ppares conjugados complejos.

Resumiendo este estudio, una ecuacién de cualquier orden se puede
factorizar mediante sus raices y éstas determinan la solucién de la
ecuacion diferencial homogénea en forma similar a la suma de las

Ll 6d | g g dii | ydi . 3
F+6W+I7W+28d—t2+243?+8:‘0 (6-51)

4 En este estudio las raices imaginarias se consideran un caso especial de Jas
raices complejas.
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tiene una ecuacién caracteristica que se puede factorizar como sigue
G+ DE+DE+2E2+25+4)=0 (6-52)

En esta ecuacidn se tienen dos raices reales repetidas, una raiz real
no repetida y un par conjugado complejo. Al aplicar estas ecuaciones
ya derivadas para los sistemas de primero y segundo orden, se observa
que Ja solucién es

i= (K, + Kf)em" + K™% + e"(Kysenn/ 31+ Kscos /3 1)
(6-53)

6-3. REDES EXCITADAS CON FUENTES
DE ENERGIA EXTERNA

En Ja ecuacidn diferencial no homogénea el segundo miembro de la
ecuacién no es cero y es igual a la funcién impulsora o excitacion, o a
alguna derivada de ésta, v(z). Al estudiar estas ecuaciones se observa
en primer lugar que la solucién de la ecuacion diferencial homogénea
correspondiente es una parte de la solucion de la ecuacion no homogé-
nea. Para ilustrar esto con un ejemplo sencillo, sea la ecuacién

&y s a6y (6-54)
mtSy e ()

Esta expresién tiene como raices de su ecuacion caracteristica
sy =-2 y s;=-3. Por tanto, la solucibn completa para el caso
() =0es

ip = ke ¥ 4 ke (6-55)

Supéngase que una funcién ip, que se establecera a continuacion,
satisface la ecuacién no homogénea, (6-54). Entonces, ip mds ip que
se da anteriormente es también una solucidon, va que al incluir a
Kie~%! o bien a k,e~37 en la ecuacién (6-54) no sumarfa nada al
lado derecho de la ecuacién. En otras palabras, la solucién de la
ecuacion diferencial homogénea es parte de la solucion de la ecuacion
diferencial no homogénea. Por analogia con lo que se vio en la sec-
cién 4-3, esta parte se denomina funcion complementaria. La parte
faltante de la solucion —que se necesita para hacer que las operaciones
de la ecuacion diferencial resulten v(£)— es la integral particular. Por
consiguiente la solucidn total se escribe como la suma de las dos
partes de la solucion

i =ty b g (6-56)
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Puesto que se puede encontrar ic para cualguier ecuacidn, como se
vio en la seccion anterior, lo unico que queda por determinarse es la
integral particular ip.

En el andlisis de circuitos e]éclr1c0s el término ¥() en la ecuacién
diferencial es la fuerza impulsora o ung derivada de esta fuerza. Como
cuestiébn prictica, las fuerzas impulsoras se representan solo mediante
algunas formas matemidticas como ¥ (una constante), seno wt, kt,
e™*, o los productos de estos. términos (o bien combinaciones linea-
les que den ondas cuadradas, pulsos, etc). Por lo general no se en-
cuentran generadores fisicos de funciones tales como la tangente.
Existen varios métodos matemdticos para determinar la integral parti-
cular. Si solo se toman en cuenta las fuerzas impulsoras de las formas
pricticas antes mencionadas, el método de coeficientes indeterminados
es particularmente apropiado para el caso.

Por lo general, el método de coeficientes indeterminados se aplica
seleccionando funciones de prueba de todas las formas posibles que
puedan satisfacer la ecuacion diferencial. Cada funcion de prueba se
asigna con un coeficiente indeterminado. La suma de las funciones de
prueba se substituye en la ecuacion diferencial, y se forma un conjun-

TABLA 6-2.
Factor* en »(1} Eleceién necesaria para la integral particular®*
14
i (una constante) A4
2. apm Botn+ Bor"™l 4 ... + Byt + B,
3. azer Cert
4. a3 cos wt
D cos wt + Esenawt
5. agsena

6. astmet cos wf
’ (Fit + ...+ Foost + Fper cos w1

4L+ Galert senwt
7. agtmersen of + (Gitm + + Gh)ert sen

*Cuando ¥(r) consta de una sumz de varios términos, la integral particular

apropiada es la suma de las integrales particulares correspondientes a cada
uno de estos términos.

** Siempre que un término de cualquiera de las integrales de prueba que se
incluyen en esta columna ya forme parte de la funcidén complementaria de Ia
ecuacién dada, es necesario modificar la eleccidn que se indica multiplican-
dola por t antes de usarla. Si este término aparece r veces en la funcién
complementaria, la eleccion que se sefiala se debe multiplicar por #.

(Con autorizacién de avanced Engineering Mathemarics, 3.2 edicion, por C. R.
Wylie, Jr., McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1966.)
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to de ecuaciones algebraicas lineales al igualar los coeficientes de fun-
ciones semejantes en la funcién que resulta de esta substitucion. Los
coeficientes indeterminados se determinan entonces a través de la solu-
cidn de este conjunto de ecuaciones. Si cualquiera de las funciones de
prueba no constituye una solucidn, su coeficiente seri cero.

No es necesario estudiar reglas a fin de seleccionar funciones de
prueba para las formas de la funcién de fuerza impulsora ¥(r) que se
estdn considerando. Las formas que se requieren para las funciones de
prueba, aparecen en la tabla 6-2. Al utilizar esta tabla, se sugiere el
siguiente procedimiento:

(1) Determine la funcién complementaria ic. Compare cada parte
de esta funcién de v(¢). Las reglas que se dan en la tabla 6-2
se modifican cuando estas dos funciones tienen términos de la
misma forma matemdtica.

Escriba la forma de prueba de la integral particular utilizando
la tabla 6-2. A cada solucién diferente de prueba se debe asig-
nar un coeficiente de letra distinta, y se deben combinar todas
las funciones similares.

(3) Substituya la solucion de prueba de la ecuacién diferencial.
Iguale los coeficientes de todos los términos semejantes y forme
un conjunto de ecuaciones algebraicas con los coeficientes inde-
terminados.

Resuelva para los coeficientes indeterminados y encuentre asi la
integral particular. Esos coeficientes se deben encontrar en fun-
cion de los parimetros del circuito y de la fuerza impulsora.
No existen constantes arbitrarias en la integral particular.

@

=

4

=

Una vez que se determina la integral particular, Ia solucién total se
puede encontrar sumando la funcién complementaria con la integral
particular. Si se requiere una solucién particular, las constantes arbitra-
ras de iz se pueden evaluar conociendo las condiciones iniciales. Como
precaucién, las condiciones iniciales se deben aplicar siempre 2 la solu-
cién total y nunca a la funcion complementaria sola, a menos que
ip = 0 [cuando »(t) = 0].

EJEMPLO 4

Sea un circuito RL en serie con un voltaje como fuerza impulsora
de la forma v(r)=Ve~* para t20, en donde V y « son constantes,
De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff, la ecuacién diferencial
es, después de dividir entre L,

di R

N S _
4 RV, (6-57)
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La ecuacidn caracteristica eg $+(R/LY=0, de tal manera que la
funcién complementaria es

ic = ke R/t (6-58)
De acuerdo con la tabla 6-4, Ia solucién de prueba podria ser
ip = Ae™ (6-59)

con a#R/L, donde 4 es el coeficiente indeterminado. Substituyendo
esta solucién de prueba en la ecuacion difetencial, se obtiene

V e

cwe RO 4 g

—ade " fAe =7e (6-60)
o bien
=-_V R 6-61
A=g—0p % T (6-61)
La solucién es Ia suma de ip e i¢, o bien

— |4 —ar —&/L 5 "

I-R—{ZLE “+ Ke &L ac#L (6-62)

La constante arbitraria se puede evaluar cuando se saben las condi-
ciones iniciales. Si @=R/L, la forma de la solucién de prueba deberia
ser

ip = Ate~= (6-63)

Cuando se substituye esta solucidn en la ecuacién diferencial, se
obtiene

Vv

A(—ate = 4 ™) + gAte~® = re"’ (6-64)
o bien
v
4=+ (6-65)
Por consiguiente, la solucién de este caso es
P —RiL ~R 6-66
f= -t 4 Ke™®t, g T (6-66)

EJEMPLO 5

Como segundo ejemplo, sea un circuito RC en serie con un voltaje
senoidal como fuerza impulsora v(f) = ¥ sen cor para £ > 0. La ecuacién
de voltajes de Kirchhoff es

Ri + %fidt = ¥ senct (6-67)
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o bien, derivando y dividiendo entre R,
di 1, ¥ 6-68
£ L i == cosw! ( )
@ tR' TR .

De acuerdo con la tabla 6-2, la ip que se supone debe ser la suma
de un término en seno y otro en coseno, como sigue

1, = A cos wt + B sen wt (6-69)

Si esta solucién supuesta se substituye en la ecuacién diferencial y
se igualan los coeficientes de las funciones iguales, se obtiene el si-
guiente sistema de ecuaciones lineales:

4 _o¥ B _ ]
fetoB=9%, Z—wi=0 (6-70)

Al resolver para A y B, se obtiene

4 _ _@*RC* .
A=tyrore P Trowe &

Substituyendo estos valores en la solucién supuesta, después de al-
gunas simplificaciones resulta

. 1 2
ip= W/wl(ﬁ)(ﬁ cos wf + Rsen mt) (6-72)

Esta ecvacidbn se puede reducir a una sola senoide definiendo
{/wC=Kcosp y R=Ksen¢, y aplicando la identidad trigonométrica
del coseno de la diferencia de dos dngulos. Por tanto,

K(cos ¢ cos ot + sen ¢ sen wf) = K cos (wt — ¢)  (6-73)

en donde, puesto que sen? ¢ + cos® ¢ = 1,

1
K* = R? 4 e (6-74)
y
tan ¢ = wRC (6-75)
Finalmente,
(6-76)

. V -
= —m T cos (wt — tan~! @RC)

A este valor de ip se debe sumar ie =Ke '/RC para obtener la
sotucién general completa.
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EJEMPLO 6

En el estudio de la generacion de potencia y los sistemas de distri-

- bucion es importante saber la respuesta de éstos con volta]es senoida-

les como fuerza impulsora. Véase el circuito equivalente de un sistema

de esta indole, que aparece en la figura 6-6. Cuando K estd cerrado,
la ecuacion de voltajes de Kirchhoff para este sistema es

L2 di © o+ Ri = Vsen (0t + ) 6717

-
K R
Figura 6-6. Red RL 2 la que Vsen (cor +6) L
se conecta una fuente senoidal
para £ =0, con i(0-)=0.

El método para encontrar la integral particular es semejante al que
se ilustrd en el ejemplo anterior, y el resultado es

oV _ an-1L y
IP_Wsen(wwo tan R) (678)

A este resultado se debe sumar la funcién complementaria que, de
acuerdo con el ejemplo 4, es

ie = Ke Rl 6-79)
Asi, la solucién total se convierte en

j= \/Tz-% sen (wt + @ — tan- ‘(‘OL) + Ke™®L  (6-80)

Ahora, si el interruptor se cierra para f=0, la corriente inicial
tiene un valor cero debido al inductor, siendo necesario que

77 sen (6 — tan"" %) LR =0 (681

R — o
o bien
- 4 a1 0L a
K= WW““(" tan-t £F) €52

Si el dngulo 8, que representa el angulo de la senoide en el instante
en que se cierra el interruptor, tiene el valor

g = tan- a;QL (6-83)
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fa constante X tendri un valor cero y se elimina el término transitorio
ic. En otras palabras, si el interruptor se cierra en el instante apropia-
do no se tendri un término transitorio. Se puede llegar a la misma
conclusidn para una red RC en serie, pero no asi para una red RLC

6-4. RESPUESTA EN RELACION CON LA UBICACION
DE LAS RAICES EN EL PLANO s

En esta seccién se ampliard el estudio anterior de la solucién de
ecuaciones diferenciales de segundo orden, especialmente en relacién
con la forma de la respuesta de una red segln la ubicacién de las
raices de la ecuacién caracteristica dentro del plano complejo s. Esto
se hari estudiando la respuesta de una red especifica, la RLC en serie
que se excita mediante una fuente de voltaje, »(¢). Para esta red, la
ley de voltajes de Kirchhoff da

di o L[
Ld—t+Rz+6fldt—v(t) (6-84)

La ecuacién homogénea correspondiente es de segundo orden yes

d4 R di _1_.:0 6-85
#tTat e 59

Las dos raices de la ecuacién caracteristica correspondiente se pue-
den encontrar mediante la formula cuadritica, y son

- _R 1
8= —5r 4/(2L) e (6-86)

Para convertir la ecuacién (6-85) en una forma estindar, se define
el valor de la resistencia que hace que desaparezca el radical de Ia
ecuacidn anterior, como la resistencia critica Rep. Este valor se en-
cuentra resolviendo la ecuacién

(F) =% (6:87)

o bien

R, — 2@ (6-88)

A continuacién se presentarin dos definiciones: se define la can-

tidad
~R_R ﬁ 2
0= R, 2NT (6-89)

como relacidn de amortiguacion, que carece de dimensiones. (¢ es la
letra griega miniscula zeta). La relacion de amortiguamiento es la rela-
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Cién que hay entre Ia resistencia real y el valor critico de la regis.
tencia. La otra definicion es

o= (6-90)

en donde ¢, es la frecuencia natural no amortiguady 9, sencillamente,
la frecuencia natural Ahora, el producto Hw, tiene el valor

_ RF 1 _R g
Ao =297 ra=1% 1)
y
1
2 __ -
w"‘L_—C (6-92)

Al substituir estas relaciones en la ecuacién (6-85), se obtiene

&+ Yo, &= (693)

raices en el plano s, y ademis, tienen un significado  especial para
comprender la respuesta,

Otra cantidad que se encuentra con frecuencia en estudios de inge-
nieria eléctrica es el circuito 0, que se veri con mas detalle en el
capitulo 10. La @ del circujto RLC en serie que se estudia ahora se
define mediante I3 ecuacién

0=k (6-94)

De acuerdo con Q¥ wy, la ecuacion (6-85) se convierte en

j{j+%§+ ki =0 (6-95)

lo cual signitica, por Supuesto, que Q = 1/2¢.

A continuacién se verd la ubicacién de las taices de la ecuacign
caracteristica de acuerdo con O, ¢, y wy. La ecuacién caracteristica
que se obtiene a partir de (6-93) es

5P+ Aw,s + ol =0 (6-96)

¥ las raices de la ecuacion caracteristica son

S5 82 = —{w, + w,/TF ~ 1 (6-97)
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La solucién general se puede escribir ahora como sigue
i = K, et-tovro T 4= K el-ton—a/Tr=Ti0 (6-98)

Antes de simplificar esta solucion se examinard el comportamiento
de las raices de la ecuacidn caracteristica conforme la relacién de
amortiguacion, sin dimensiones, { varia desde cero (que corresponde a
R = 0) hasta infinito (que corresponde a R = o). Es evidente que exis-
ten tres formas diferentes para las raices:

Caso 1: {>1, las raices son reales.
Caso 2: {=1, las raices son reales y repetidas.
Caso 3: { <1, las raices son complejas y conjugadas.

Si se sigue la forma de las raices para una variacién de { desde O
hasta oo, se reconocerd un lugar geométrico de las rafces en el plano
complejo. Para principiar, para

Sy, 83 = = jeo, (6-99)

es decir, las raices son puramente imaginarias. Para ¢ <'I, las raices
son complejas y conjugadas como

$10 52 = —{@, £ Joo/ T (6-100)

De -acuerdo con las ubicaciones en ‘el plano s, se observa que las
partes real e imaginaria de s = 0 +jw son

o= —{w, (6-101)
v la parte imaginaria es
o= tw,./1 - (6-102)

como se ilustra en la figura 6-7. Obsérvese a continuacién que, puesto
que

o+ 0 =0l + 0i(1 — (%) = o} (6-103)

plano s o fw, |

1g S22
1N

Ve N
' AN
. .
' i Figura 6-7. Llas raices de la

A=F7 ” Lo
wa VI ecuacidn caracteristica de segun-

do orden se grafican aqui en el
plano complejo s

o
- -
'
'
'
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plano s <

Figura 6-8. Lugar geométrico
de las raices que aparecen en la
figura 6-7, conforme § varia de
0 aco

se infiere que el lugar geométrico de fas raices en el plano complejo §
es un circulo cuyo radio es w, Y que este Jugar geométrico se forma
cuando ¢, varia de 0 a 1. Este lugar geométrico se ilustra en la |
figura 6-8.

El angulo comprendido entre 1a linea que va del origen a cualquiera
de las rafces y el eje — 0 se designard como ¢, como se indica en la
figura 6-7. Como se acaba de demostrar, la linea a $1 es la longitud ™~
de w, lo cual significa que todas las longitudes del tridngulo son .
proporcionales a este valor. En la figura 69 se muestra una represen- Figura 6-9. Il:sltrac:{r,m x:e una
tacion a escala de este tridngulo, para wy =1. De acuerdo con esta 2:;;‘1’: Gt del tridngulo rec-
figura, se observa que

§=cos'{ (6-104)

Por tanto, se ha demostrado que la ubicacién de las raices §; ¥ S2
en el plano s se puede especificar por medio de wyp ¥ ¢, wn esel
radio y cos™1{ es el dngulo medido con respecto al eje real negativo. De
otra manera, ¢ dngulo se puede dar en funcibn de O de la ecua
cién (6-94) como

9 = cos! %2 (6-105)

A continuacion se trazard la trayectoria de las raices, el lugar geo-
métrico de §; y 5, para un valor fijo de w,, conforme ¢ varfa de 0 2
. Cuando ¢ =0, las rafces se encuentran sobre el eje imaginario del
plano s. El rango de valores de §,0<t<1 corresponde a valores
complejos de las rajces. Cuando ¢ =1, las raices se juntan (repiten) ¥
tienen el valor real —w,. Para todos los valores de ¢, 1<§ <o, las
raices son negativas y reales, ¥ estan dadas por

s 5 = (¢ £ N~ 1w, {(6-106)

Conforme ¢ se hace tan grande que 1 es pequefio en comparacion
con {2, las rajces se acercan a —2wn ¥ 0, y una raiz tiende al
infinito conforme la otra se acerca al origen.
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plano s

Figura 6-10. Formas de la Iespuesta para varias ubicaciones de
las raices de la ecuacion caracteristica en la mitad izquierda del
plano s Los puntos marcados sobre el eje o corresponden a
raices inicas y para los otros puntos se supone que esti pre-
sente la conjugada.

Ahora, Ia posicion de las raices de la ecuacion caracteristica del
plano complejo s determina la forma de la respuesta, como se indica
en los ejemplos de la seccion 6-1 y en el resumen de la tabla 6-1. De
acuerdo con ello, se observa que las raices sobre el eje imaginario
corresponden a respuestas oscilatorias (con un amortiguamiento nulo),
las raices en el plano complejo corresponden a oscilaciones amorti-
guadas (respuesta subamortiguada) y las raices que estin sobre el eje
real negativo corresponden ya sea a un caso criticamente amortiguado
(§=1) o 2 una forma de respuesta sobreamortiguada que se expresa
como la diferencia de dos funciones exponenciales. La forma de Ia
respuesta en funcién de fa ubicacion de la raiz en el plano s se ilustra
en la figura 6-10.
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Volviendo al circuito RLC que se vio al principio de este estudio,
se observard que w, se controla mediante 7 y € pero no a través de
R, y que { o Q quedan determinadas por R. Por tanto, si R represen-
ta una resistencia variable, es evidente que se puede obtener cualquiera
de los casos que se describié para la forma de la respuesta mediante
un simple ajuste de la resistencia. Si R tiene un valor pequefio (y el
valor cero se obtiene en materiales superconductores), entonces la co-
rriente del circuito oscilard cuando se cierre un interruptor que conec-
ta a una baterfa. Esta forma oscilatoria - de respuesta con un amorti-
guamiento creciente se seguird ‘produciendo -debido al cierre de un
interruptor conforme se incrementa R, hasia que se tlegue 2 un valor
critico. Este es el valor critico de resistencia que ya se describi6. Para
valores mis grandes de R, la corriente no oscilard, sino que aumentara
¥ se reducird exponencialmente. Se ha visto que {y w, son canti-
dades convenientes 1o sdlo para determinar la ubicacién de las rafces
en el plano s, sino también para describir la forma de la respuesta
dentro de la red. En la sigufente seccion se llegard a estas conclusiones
de un modo mds explicito desarrollando la solucién en términos de ¢,
Q¥ w,.

6-5. SOLUCIONES GENERALES DE ACUERDO CON ¢, 0 Y w,

En esta seccién se verdn los casos correspondientes a la clasificacion
de la tabla 6-1, y en cada caso se encontrari una ecuacién simpli-
ficada a partir de (6-98).

Caso 1: §>1 6 Q< 1/2. Si e~$wnt factoriza, a partir de la
ecuacion (6-98), se obtiene

i = e~k ooy TTr | Ko @11 (6-107)
en donde K; y K, son coustantes arbitrarias de integracion. A veces
es mds conveniente evaluar esta ecuacién de acuerdo con las funciones
hiperbdlicas. E! coseno hiperbdlico de x se define como

cosh x = 4 (e + %) (6-108)
y el seno hiperbdlico de x se define como
sethx = § (e — ¢°%) (6-109)

Se puede obtener una relacion equivalente sumando o restando su-
cesivamente estas dos ecuaciones, es decir

e* = senh x + cosh x (6-110)
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e™* = cosh x - senh x (6-111)

Estas dos identidades se pueden utilizar para convertir la ecua-
cién (6-107) a los términos relaciohados con las funciones hiperbé-
licas; en consecuencia,

i = e~ K [cosh (@,/TF — 11) + senh (/L% — 11)]
+ Ks[cosh (w,/T? — 16 —senh (/02 — 1 D]} (6-112)
o bien
i = =K, cosh (@,/fF = 1) + Kysenh (0,/F7 = 10]  (6-113)

en donde

K=K +K (6-114)

K=K —K, (6-115)

Esta ecuacién es equivalente a la (6-107). Cada una tiene dos cons-
tantes arbitrarias que por lo general se evaldan para encontrar una
solucién particular de acuerdo con las condiciones iniciales.

Caso 2: {=1 o Q=1/2. Para este caso se ha demostrado que las
dos rafces se hacen idénticas. Cuando las rafces son repetidas, la solu-
cién de la ecuacién es

i= (K + Ke= C(6119)

El limite de la cantidad te—“n? se puede investigar de acuerdo con
la regla de I'Hospital. Si esta cantidad se escribe como sigue

! (6-117)

Foont
e

al derivar el numerador y el denominador con respecto a r se demues-
tra que

tim te~e* = (6-118)

—ron

Caso 3: <1 o Q> 1/2. Para el caso 3, las raices se¢ hacen com-
plejas y la ecuacién (6-98) se puede escribir como sigue

i = g K gionT-C 4 K, o= Jon/T-TH) (6-119)
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Esta ecuacidn se puede escribir en funcién de senos y cosenos;
utilizando la identidad de Euler,

et = cos x.4- jsenx (6-120)
La solucién del caso 3 se reduce a
i = e~ K, cos {w,/T — 020 + Kssen(wn/T =20} (6-12D)
en donde
. K=K +K y K=jK-K) (6-122)

que son también constantes arbitrarias de integracién. Esta ecuacitn se
puede expresar de un modo distinto definiendo

K;=Ksend (6-123)
Ks=Kcos (6-124)

Usando la identidad trigonométrica
sen (x + y) =sen X CO$ ¥ -+ sen y cOs X (6-125)

la ecuacién (6-121) se convierte en
i= Ke ' sen(w,/1— 0t + ) (6-126)
Estas transformaciones algebraicas dan como resultado una ecuacidén
de una senoide equivalente a la expresién (6-121), que contiene dos
senoides de la misma frecuencia. En la nueva forma, las dos constantes
arbitrarias son K y ¢, que se pueden relacionar a K5 y K¢ mediante

las ecuacicnes (6-123) y (6-124). Sumando los cuadrados de K5 y K¢
se obtiene la relacion

K= /KT K (6-127)

Al dividir la ecuacién (6-123) entre la (6-124) se obtiene una ecua-
cibn de ¢ en funcién de K5 y K¢, y es

— tan-1 &s 8
¢ =tan"t (6-128)

De los factores con la forma sen (wn/I— §2£), en la solucién del
caso 3 es obvio que

= w1 —{* (6-129)
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es la frecuencia® de oscilacién de la senoide decreciente. En ausencia
de amortiguacién (R =0 o §=0), la frecuencia se convierte en
@ =y Originalmente se definig 2 @y, como la frecuencia natural no
amortiguada y se ve que, en efecto, se frata de un caso especial de la
ecuacion (6-129) cuando $=0. Si, en ausencia de amortiguacién, un
sistema oscila con wna frecuencia @n, entonces el agregar amortigua-
cién hard que la frecuencia de oscilacién disminuya Y esta reduccién
la determina exclusivamente el factor VT2,

Para ilustrar la aplicacién de las soluciones generales que se han
encontrado a una red particular con un conjunto de determinadas
condiciones iniciales, véase la red de la figura 6-11. Con el capacitor
cargado a un voltaje ¥, y, para el tiempo £ =0, se cerrard el interrup-
tor K. EI vaior de la resistencia R con respecto a la resistencia critica
R, determinard que el sistema esté sobreamortiguado, criticamente
amortiguado o subamortiguado. Considérese individualmente cada una
de estas tres posibilidades.

Figura 6-11. Red para la que se
encuentran soluciones particula-
Tes a partir de las soluciones ge-
nerales de la ecuacién diferen.
cial de segundo orden.

LL

Cuando R>R,,, el sistema est] sobreamortiguado. La solucién ge-
neral se puede reducir a una solucidn particular para un determinado
conjunto de condiciones iniciales. Para el circuito que se ilustra en la
figura 6-11, {0+)=0 debido a la inductancia. El término ajeyfe,
idt=-Vy ent=0 (el voltaje inicial del capacitor), de tal modo que

i =% 6130
Gon =5 (6-130)

El requisito de que {0+)=0 significa que K; de Ia ecua-
cién (6-113) tiene un valor cero, es decir

i= K “senhe, /7~ 1t (6-131)

S El uso de w como frecuencia en radianes Por segundo no se debe confun-
dir con la aplicacién similar de o come velocidad angular en sistemas mecanicos
giratorios; por ejemplo, Maquinaria rotatoria. Obsérvese también que se usa la
frecuencia f en hertz, y las dos frecuencias se relacionan mediante 2 ecuacidn
W=2mnf.
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La constante K, se puede evaluar de acuerdo con la segunda con-
dicién inicial:

% = Kulem cosh (/8% =1 1)-00, /T
+senh (@, /T T et —0)]  (6-132)

El término en coseno hiperbélico tiende a la unidad conforme
t~>0, y el término en seno hiperbélico se acerca a cero conforme 1> 0.
Por tanto,

g(O—H = Ko, /O] :% (6-133)

- VD
K, = I (6-134)

La solucién particular para el caso sobreamortiguado se convierte
entonces en

i= %gw senh @,/ ZT T ) (6-135)
@, —

La forma general de la curva de la corriente en funcién del tiempo
para esta ecuacién se ilustra en la figura 6-12(z).

Para el caso criticamente amortiguado, R =R, v la solucién en
general es

i= (K, + Kye-w (6-136)

que estd sometida a las mismas condiciones iniciales que en el caso
sobreamortiguado. La condicion inicial de corriente implica que
K) =0, ya que de otra manera esta ecuacién no se reduce a cero en
£=0. Para aplicar las condiciones a la derivada, la ecuacién (6-136) se
deriva como sigue

g = Kjlte ™ (—0,) + ¢=on] (6-137
Por tanto,
diois oV, .
70 =kK, = 7 (6-138)

¥y la solucién particular para el caso criticamente amortiguado

i = % te=ov (6-139)

Esta curva se ilustra en la figura 6-12(6) v tiene mids o menos el
mismo aspecto que la de la figura 6-12(z).

{a]

(6

{e}

Figura 6-12. Respuesta de red
bara los tres siguientes casos:
(@) sobreamortiguado (&) eriti-
camente amortiguado y (c) sub-
amortiguado u oscilatorio.
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Para el caso subamortiguado u oscilatorio, R <R,, y la solucién la
da la ecuacién (6-121). La condicitn inicial para la corriente requiere
que K5 sea cero, de tal manera que la solucibn se puede escribir
como

i = Kee = sen(w,a/1 — {21) (6-140)

La constante K se evalfia utilizando la condicién inicial de la
derivada de la corriente, de donde

B Kot/ T 0 cos (/T 01)
— L, sen{w.a/1 — {2 1)) (6-141)

de tal modo que
—di 0+) = K, I —{%= —~Vn
7 W na/ 3 (6-142)

La solucitn particular para el caso oscilatorio es

P= mﬁ e~ sen(w,/1 —{*1) (6-143)

La variacién de la cormiente con el tiempo para el caso oscilatorio
se ilustra en la figura 6-12(c). Puesto que la comiente es el producto
det factor de amortiguacién y el término oscilatorio, dicho factor re-
presenta una envolvente o curva de contorno para la oscilacion. El
factor {w, determina la rapidez con que se amortiguan las oscila-
ciones. Conforme R tiende a cero, las oscilaciones resultan no amorti-
guadas y se obtienen oscilaciones sostenidas.

El significado ffsico de este resultado matemético se puede inter-
pretar de acuerdo con un intercambio de energia entre el elemento
que almacena energfa eléctrica (C) y ¢l elemento que almacena energia
magnética (L). Después de cerrar el interruptor, la energia que estd
almacenada en el campo eléctrico se transfiere al inductor en forma de
energia magnética. Cuando la corriente comienza a decrecer, la energia
se devuelve al campo eléctrico desde el magnético. Este intercambio
contintia en tanto quede algo de energfa. Si la resistencia tiene un
valor cero, la corriente oscilatoria se sostendrd indefinidamente. Sin
embargo, si existe resistencia, la corriente que pasa por el resistor
produciré disipacién de energfa y el total de ésta disminuird con cada
ciclo. Finalmente se disipard toda la energfa y la corriente se reducird
a cero. Si se puede disponer de un procedimiento para suministrar la
energla que se pierde en cada ciclo, se pueden sostener las oscila-
ciones. Esto se logra en el oscilador electrénico para producir sefiales
senoidales de radiofrecuencia o audiofrecuencia.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

Las referencias que son utiles para disefiar ejercicios que se refieren a los
temas de este capitulo se citan en el apéndice E-6.3 y tratan de la solucidn
numérica de ecuaciones diferenciales de orden elevado. Se recomiendan en parti-
cular las sugerencias contenidas en los capitulos 5, 6 y 7-de Huelsman, referen-
cia 7 del apéndice E-10.

PROBLEMAS
6-1. Demuestre que i =ke—2% ¢ i =ke—? son soluciones de la ecuacién diferen-
cial
a3 di

dt2+3 +22=0

6-2. Demuestre que [=Fke—? e i=/kre~? son soluciones de la ecuacidn dife-
rencial

d2i di
itz ti=0

6-3.. Encuentre la solucion general de cada una de las siguientes ecuaciones:

di d?i

i .

@ G+ 35 +2=0 OF=EF ELEL
di di dx -
(b) gz + 57 +6i=0 (f)d,;+dt+2: 0
di di d*i di | .
(c)dt2+771'+12'“0 (g)dlz+2dt+z=0

di
(d)m+5dt+4z—0

2
® & el ai=0
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6-4.

6-5.

6-6.

6-7.

6-8.

6-3.

6-10.

6-11.

6-1

13

Ee fe diferenciale

Determine la solucién general de cada una de las siguientes ecuaciones
diferenciales homogéneas:

d* dv ~ d¥y dv
(a)‘h—2+221-t-+2@——0 (d)zﬁ+8d7+160=0

d2v dv _ d dv
(b)m-*'zm‘l—‘w—.o (E)EE'+ZE+311=O

d*y dv _ dy dv _
©@GT+ag+20=0 O gz r3gt+v=0

Encuentre soluciones particulares para las ecuaciones diferenciales del pro-
blema 6-3 sometidas a las siguientes condiciones iniciales:
. di
i0+) =1, 217(0+) =0
Encuentre soluciones particulares para las ecuaciones diferenciales del pro-
blema 6-3 sometidas a las siguientes condiciones iniciales:
N di
i04+) =2, d—t(0+) = +1
Determine soluciones particulares para las ecuaciones diferenciales del pro-
blema 6-4 con las siguientes condiciones iniciales:
dv
= Zo+) = ~1
w0 =1, FO+

Encuentre soluciones particulares para las ecuaciones diferenciales del pro-
blema 64, dadas las siguientes condiciones iniciales:

WOh =2 oy =)
Resuelva la ecuacidn diferencial

d3

d2i di .
3W+8d72+105+3l:0

Resuelva la ecuacion diferencial
di a2 di

S L QZ o —_ [ =
2dt’ + 9d12+13dt+6170
sometida a las condiciones iniciales (04 =0, di/dr=1 para t =0+ y
d2ifdt? = -1 para t =0+
Se ha encontrado que la respuesta de una red es

i= Kte~=, t>0
en donde @ es real y positivo. Encuentre el tiempo en que i(7) alcanza un
valor méximo.
En cierta red se ha encontrado que la corriente esti dada por la expresion
i= Ko — Ky, >0, ¢>0
Demuestre que i(#) llega a un valor mdximo en el instante

1 nﬂth

Izal — 0 %K,
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6-13. La grafica que sigue muestra una forma de onda senoidal amortiguada de
la forma general

Ke~o" gen(ex -+ @)

Segiin la grifica, determine los valores numéricos de X 0, w y .

e L T T T T
lﬁﬂ!.l ]
=l==;‘ =L LT

/ N T =R

) IRANEID V4 o

/| L[ T el

NEEEEN ==.l

Fig. P6-13.

6-14. Repita el probiema 6-13 para la forma de onda de la figura que sigue

+1

t, mseg

Fig. P6-14.

6-15. En la red de la siguiente figura el interruptor X se cierra y se llega al
estado permanente en ella. Para t=0, el interruptor se abre. Encuentre
una expresidn para la corriente del interruptor, i(8).

Fig. P6-15.
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6-16. El capacitor de la siguiente figura tiene un voltaje inicial vo(0—)=V1 v,
al mismo tiempo, la corriente del inductor es cero. Para =0 se cierra el
interruptor X. Determine una expresion para el voltaje v3(?).

Vx:‘\ R L v
5 Fig. P6-16.

La fuente de voltaje de la red de la siguiente figura se describe mediante
la ecuacién vy =2 cos 2t para 1 >0 y estd en corto circuito antes de ese
momento. Determine v,(¢), Repita el problema cuando v, =K;f para
>0y vy =0 para +<0.

6-17.

=

Fig. P6-17.

6-18. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas para t >0

d
(a)d11+2 +t—1

2,
(b)j,f+3 +2i =51

© df L 3‘1’

-+ 2i = 10 sen 10¢
@ G+ 5%+ 6g = e~
(e) dt~ L 5 + 6v = 7% + Se™¥

Resuelva las 1 i iales del probl 6-18, sometiéndolas a
las siguientes condiciones iniciales:

6-1

»

d
D=1y FOH=-1
en donde x es la variable dependiente general.

6-20. Determine las soluciones particulares de las ecuaciones diferenciales del
problema 6-18 para las siguientes condiciones iniciales:

w9 =2 v For=-1

en donde x es la variable dependiente en cada caso.
621

=

Resuelva la ecuacion diferencial
dii di -
2d13+9d12+ 13E+61 Kyte™ sent

que es vilida para £ >0 si /(0D =1, di/dH(0H = -1 y d2ifdr2(0) =




6-22.

6-23.

o

6-24.

6-25.

6-26.

http://libreria-universitaria.blogspot.com
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Un generador especial tiene una variacidn de voltaje dada por la ecuacién
w(f) =1V, en donde ¢ es el tiempo en segundos y ¢ 2> 0. Este generador se
conecta a un circuito RL en serie, en donde R=2§2y L=1H para el
tiempo ¢+ =0 al cerrar un interruptor. Determine la ecuacidn para la co-
rriente en funcién del tiempo i(2).

Un rayo que tiene una forma de onda que se aproxima a p() =1~1 cae
en una linea de transmisidn que tiene una resistencia R =0.1 Qy una
inductancia L =0.1 H (se supone que la capacitancia de linea a linea es
despreciable). A continuacién se muestra una red equivalente. ;Cuil es la
forma de la comriente en funcién del tiempo? (Esta comiente se dard en
amperios por unidad de voltajes del rayo; la base de tiempo se normaliza
de la misma manera.) .

En la ted de la figura siguiente, el interruptor X se cierra para t=0
cuando el capacitor no estd energizado inicialmente. Para los valores numé-
ricos que se indican, encuentre ().

X 109
10¢-tsent /t;ﬂ) 10 uFAs

En la red que se muestra a continuacién se llega al estado permanente,
con el interruptor K abierto. Este se cierra en el instante 7=0. Para los
valores de elementos que se dan determine la corriente i(t) para t 20.

Fig. P6-24.

R-10%0

Fig. P6-25.

Fn la red que se muestra en la figura P6-25 se liega al estado permanente
con el interruptor K abierto. Para t=0 el valor de la resistencia R, se
cambia al valor critico Ry, definido por la ecuacion (6-88). Para los valo-
res de elemento que se dan, determine la corriente i(t) para t >0.

. Sea la red que se muestra en la figura P6-24. El capacitor tiene un voltaje

inicial v ==10 V. Para t =0 se cierra el interruptor K. Determine i(r) para

+20.

. La red de I figura que sigue funcioma en estado estacionario con el

interruptor K abierto. Este se cierra para ¢ =0. Encuentre una expresion
para ¢l voltaje ¥(f) para 1 20.

Ipsenwt(} ==C vit)

v‘t)

Fig. P6-23.
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6-29. Considere una red RLC en serie que se excita mediante una fuente de
voltaje. (a) Determine la ecuacién caracteristica correspondiente a la ecua-
cién diferencial para i(¢). (b) Suponga que L y C tienen valores fijos, pero
que R varfa desde cero hasta oo, ;Cudl serd el lugar geométrico de las
rafces de la ecuacién caracteristica? (c) Grafique las raices de la ecuacién
caracteristica en el plano s si L =1 H, C =1 UF y R tiene los siguientes valo-
res: 500 €2, 1000 {2, 3000 £, 5000 £2.

6-30. Sea la red RLC del problema 6-16. Repita el problema 6-29 excepto que
en este caso el estudio se ocupard de la ecuacidn caracteristica correspon-
diente a la ecuacidn diferencial de vz(r). Compare los resultados con los
que se hayan obtenido en el problema 6-29.

6-31. Analice la red que se da en la siguiente figura en base de mallas, y
determine la ecuacién caracteristica de las corrientes de la red en funcién
de K. Encuentre el valor (o los valores) de K para el que las raices de
Ia ecuacidn caracteristica se encuentran sobre el eje imaginario del plano s.
Encuentre el rango de valores de K para el cual las raices de la ecuacidn
caracteristica tienen partes positivis y reales.

Fig. P6-31.

6-32. Demuestre que la ecuacion (6-121) se puede escribir en la forma

i = Ke=%on cos (/T — (21 + @)
Dé los valores de K v ¢ en funcién de K5 y K¢ de la ecuacion (6-121).

6-33. Un interruptor se cierra para ¢ =0 conectando una bateria de voltaje V'
con un circuito RL en serie. (a) Demuestre que la encrzia en el resistor
en funcién del tiempo es

#E ZAQVRVL_L—l /L SAL_‘_ i
wa =Yt + Zgeme — ggemiwt — 3g) joues

(b) Determine una expresion para la energfa del campo magnético en fun-
cibn del tiempo. (c) Grafique wg y wy, en funcién de tiempo. Presente
las asintotas del estado permanente; es decir, los valores a los que tienden
wg y wy conforme ¢ —oo (d) Encuentre la energia total que proporciona
Iz fuente de voltaje en el estado permanente.

6-34, En el circuito RLC en serie que se muestra en el siguiente diagrama la
frecuencia del voltaje de la fuente impulsora es

M w=aw, (la frecuencia natural no amortiguada)

) 0 =ws1 - {la frecuencia natural)
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Estas frecuencias se aplican en dos experimentos independientes. En cada
uno de ellos se mide (a) el valor pico de la corriente momentinea cuando
¢l interruptor se cierra en =0 y (b) el valor miximo de la cormiente de
estado permanente. (a) ;En qué caso (es decir, a qué frecuencia) es mayor
el valor méximo de la corriente transitoria? (b) ;En qué caso (es decir, a
qué frecuencia) es mayor el valor méximo de la corriente de estado per-
manente?

¢
10009 1H

100 sen wt i IAFT
Fig. P6-34.







CAPITULO 7

7 La transformacién de Laplace

7-1. INTRODUCCION

El cdleulo operacional, sistema precursor del método de transfor-
macién de Laplace para resolver ecuaciones diferenciales, fue inventado
por el brillante ingeniero inglés Oliver Heaviside (1850-1925). Heaviside
era un hombre prictico y su interés se cenwaba mds en la solucién
prictica de los problemas de circuitos eléctricos que en la cuidadosa
justificacién de sus métodos. Tenfa la cualidad de comprender muy
bien lo que respecta a los problemas fisicos, y ello le permitia escoger
la solucién correcta entre varias alternativas. Este punto de vista heu-
ristico origind una critica amarga y reiterada de los matemdticos nota-
bles de su tiempo. En los afios que siguieron a la publicacién del
trabajo de Heaviside, el rigor matemitico fue proporcionado por per-
sonas tales como Bromwich, Giorgi, Carson y otros. Las bases para
substanciar el trabajo de Heaviside se encontraron en los escritos de
Laplace de 1780. Al paso de los afios, los miembros de la estructura
del célculo operacional de Heaviside se han substituido, uno por uno,
utilizanido nuevos miembros derivados de la transformacion de Laplace.
Esta “transformacién ha proporcionado la substentacién rigurosa de los
métodos operacionales y no se han encontrado errores importantes en
los resultados de Heaviside.

El método de transformacién de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales presenta varias ventajas sobre los métodos clasicos que se
vieron en los capitulos 4 y 6. Por ejemplo:

(1) La solucién de las ecuaciones diferenciales es una rutina y pro-
gresa de un modo sistemdtico.

201
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(2) El método proporciona la solucidn total —la integral particular
y la funcién complementaria— en una operacién.

(3) Las condiciones iniciales quedan especificadas automdticamente
en las ecuaciones transformadas. Mds atin, las condiciones inicia-
les se incorporan al problema como uno de los primeros pasos,
en vez de hacerlo en el ultimo.

(Qué es una transformacién? El logaritmo es un ejemplo de una
transformacién que se utilizd en el pasado. Los logaritmos simplifican
en gran medida operaciones tales como la multiplicacion, la divisién, la
extraccién de raices y la elevacién de cantidades a potencias. Supén-
gase que se tienen dos ndmeros, con siete decimales y que se desea
encontrar el producto, conservando la precisién de los nitmeros dados.
En vez de limitarse a multiplicar los dos nimeros entre si, éstos se
transforman, sacando sus logaritmos. Los logaritmos se suman (o se
restan, en el caso de la division). La suma resultante propiamente
dicha tiene muy poco significado, pero si se efectia una transforma-
cion inversa, es decir, si se encuentra el antilogaritmo, se tiene el
resultado numérico que se desea. La divisién comin parece ser un
proceso directo, pero la experiencia ha demostrado que el uso de los
logaritmos con frecuencia ahorra mucho tiempo. Si el simple problema
de multiplicar dos nimero es convincente, considérese la evaluacién de
(1437)%-1328 sin logaritmos.

En la figura 7-1 se muestra un diagrama de flujo de la operacién
que consiste en usar logaritmos para encontrar un producto o un
cociente. Los casos individuales son: (1) encontrar el logaritmo de
cada mimero por separado, (2) sumar o restar los nimeros para obte-
ner la suma de logaritmos y (3) sacar el antilogaritmo para obtener el
producto o cociente. Esto es un rodeo, en comparacién con la multi-
plicacién o la division directas; sin embargo, se utilizan los logaritmos
con ventaja, sobre todo cuando se dispone de una buena tabla de
logaritmos,

La idea del diagrama de flujo se puede emplear para ilustrar lo que
se hard al utilizar la transformacién de Laplace para resolver una ecua-
cién diferencial. El diagrama de flujo para [a transformacién de La-
place se ilustra en la figura 7-1(b), en la que cada cuadro equivale al
cuadro correspondiente del diagrama de flujo de logaritmos que se vio
antes. Los pasos serdn los siguientes: (1) Se principia con una ecua-
cién integrodiferencial y se encuentra la rransformada correspondiente
de Laplace. Este es un proceso matemdtico; pero existen tablas de
transformadas, al igual que las hay de logaritmos (y se incluye una en
este capitulo). (2) La transformada se maneja algebraicamente, después
de que se insertan las condiciones iniciales. El resultado es una trans-
formada revisada. Como paso (3) se efectia una transformacion inversa
de Laplace para encontrar la solucién. En este caso se puede utilizar
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Logaritma

Multiplicacian
o division
directa

Pioducto Antilogaritmo
0 caciente
(a)

Suma de
ndmeros

Condiciones

| ., iniciales
Transformacion Transfor-
_— e > e
de Laplace mada

!
Soltueion Manipulacion
clésica algebraica

Transformacion inversa  (Tr
de Laplace da revisada

Dominio del tiempo—— 5| ~——————Dominio de la frecuencia
(4

Figura 7-1. Comparacién de logaritmos y la transformacién de
Laplace.

también una tabla de transformadas, det mismo modo que se usa una
tabla de logaritmos en el paso correspondiente para éstos.

El diagrama de flujo recuerda que existe otra forma. la solucién
cldsica parece ser mds directa, y a veces lo es, para problemas sen-
citlos. Para problemas mds complejos se encontrard que conviene mds
aplicar la transformacién de Laplace, al igual que se hallé ventaja en
el uso de los logaritmos.

7-2. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

Para construir una transformada de Laplace para determinada fun-
cion del tiempo f{¢), primero se multiplica f(t) por e=5, donde s es
un nimero complejo, § = 0 +jw. Este producto se integra con respec-
to al tiempo, de cero 2 infinito. Fl resultado es la transformada de
Laplace de f(r), que se designa como F(s). Si se designa la transfor-
macién de Laplace mediante el simbolo £ (a fin de reservar la L
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para la inductancia), la transformacién de Laplace estd dada por la
expresién

AfO) = Fo) = [ fedr ()

La letra &£ se puede reemplazar por las palabras “la transformaaa
de Laplace de” en la expresion anterior. La implicacion del uso de 0—
como el limite inferior de integracién en esta ecuacién requiere al-
gunas aclaraciones. Al estudiar los circuitos eléctricos se acostumbra
subdividir el tiempo ¢ =0 en tres partes: O— indica el tiempo inmedia-
tamente anterior al de referencia {o sea, = —¢, € >0, cuando € - 0),
0 indica el tiempo exacto de referencia y 04 el tiempo inmediata-
mente posterior a ¢=0. Cuando se satisface la condicién de continui-
dad fl0-)=£(0+) la eleccién de O— 6 0+ no es importante; sin
embargo, si se tiene una funcién de impulso para r =0, entonces se
debe usar 7=0-, de tal modo que se incluya Ia funcién de impulso.
En vez de hacer una excepcién para redes con impulsos, se utilizard
siempre ¢ = 0—.

Para que f{t) sea transformable, basta que

f : 1f()]e"dt < oo (7-2)

para un valor real y positivo de 6,. Aunque la ecuacién (7-1) parece
ser una integral muy impresionante a primera vista, por lo general no
es muy dificil la evaluacion de F(s) para una determinada 7). Ade-
mds, una vez que se eacuentra la transformada de una funcidn no es
necesario hallarla otra vez para cada nuevo problema, sino que se
puede tabular para uso futuro. La funcidén de tiempo f{r) y su trans-
formada Fl(s) se denominan par de fransformadas. Varias personas han
compilado tablas extensas de pares de transformadas, de tal manera
que la ecuacion (7-1) se usard rara vez para resolver problemas en la
practica.

Hay dos partes del Gltimo pirrafo que requieren un examen adicio-
nal. (1) 4Qué importancia tiene la limitacién impuesta por la ecuacién
(7-2) que se debe satisfacer para que f{f) tenga una transformada?
(2) Para una F(s) dada, jc6mo se encuentra la f{¥) correspondiente? ,
¢se pueden usar pares de transformadas en sentido inverso?

La restriccion de la ecuacion (7-2) se satisface en casi todas las f{f)
que se encuentran en la ingenierfa, ya que e~%? es un “poderoso
factor reductor” como multiplicador de f{r). Por tanto, se puede de-
mostrar; aplicando la regla de I'Hospital, que

lim e~ = 0, >0 (7-3)

P,
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de manera que la integral del producto para n=1 es
T eedr =
tetdi ==, o3>0 (-4)
o o

y la integral para otros valores de n permanece finita para 0+ 0.

Un ejemplo de una funcién que no satisface la ecuacion (7-2) es
e°* o, en general, €°™; no existe un valor de o para el que la
integral de la ecuacién (7-2) de estas fl7) siga siendo finita. Ahora, es
raro que se requiera que estas funciones describan la funcion impul-
sora en problemas de ingenieria. Ademds, un generador puede producir
esta funciéon para sélo un rango limitado de valores de ¢ y a partir de
ese punto se saturarfa a un valor constante. La funcidén que se acaba
de describir y que es

v=eot?, 0Kt
-5
=K, 1>
satisface, por supuesto, a la ecuacion (7-2).

EJEMPLO 1

Como ejemplo de la evaluacién de la ecuacidon (7-1), véase la fun-
cion escalon unitario introducida por Heaviside. Esta funcion se des-
cribe mediante la ecuacién

u(t) =1, >0
=0, t<0
como se ilustra en la figura 7-2. Dicha notacién es conveniente para
representar el cierre de un interruptor para t=0; si se conecta una
bateria de voliaje V, a una red en ¢ =0, el voltaje impulsor se puede
representar como Vou(f), sin necesidad de mencionar la presencia de
un interruptor (o sin que aparezca ‘en el diagrama esquemdtico). Para
Vo =1, se tiene que

-6

£lur)] = r_ erar=—Lou| = L -0

De la misma manera,

2lvan) = Lo (7-8)

uit)

Figura 7-2. Funcién escalon
unitario. =t
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EJEMPLO 2

Como segundo ejemplo del célculo de una transformada, sea f(r) =
€?, donde 4 es una constante. Al hacer las substituciones en la ecua-
cién (7-1) se tiene que

£[e"']=J. eg- d’:f crra=_L o g
o- o s—a

De donde ¢4* y 1/(s — a) constituyen un par de transformadas.

Estas dos computaciones forman el principio de una tabla de pares
de transformadas que se muestra a continuacion.

@) F(s)

ut)

~ e

Ahora se puede pasar a la segunda pregunta, que se relaciona con
encontrar f{z} a partir de F{s). La transformacién inversa de Laplace
estd dada por la integral compleja de inversion,

a1+

0 = g .

F(s)e* ds (7-10)
que es una integral de contorno, en donde la trayectoria de integra-
cion, conocida como trayectoria de Bromwich, esti a lo largo de la
Iinea vertical s =0, desde — joo hasta jeo, como se indica en la figu-
ra 7-3. En esta figura se muestra también la abscisa de convergencia,
que es el nimero que se designa como 4 en la ecuacién (7-9). Para la
evaluacién apropiada de la integral de inversién es necesario que
01 >0, o que la trayectoria de integracion de la ecuacién (7-10) esté
a la derecha de la abscisa de convergencia. En términos de la aplica-
cién que se estd haciendo aqui de la transformacién de Laplace, jqué
significan estos resultados? De acuerdo con la ecuacién (7-9), el hecho
de que se pueda escoger un valor de ¢, mayor que 0, =a implica que
existe la transformada F(s), ya que se satisface la ecuacion (7-2). Si se
usa la integral de inversion para computar f(f) mediante la ecua-
cién (7-10), entonces se puede escoger un valor apropiado de o, cuan-
do se conoce o,. No obstante, hay otra propiedad de la transforma-
cibn de Laplace que hace innecesario utilizar la integral de inversién
en la mayoria de los casos. Esta propiedad es la unicidad de la trans-
formacién de Laplace. No puede haber dos funciones diferéntes que
tengan la misma transformacién de Laplace, F{s). Siendo éste el caso,
s¢ puede usar la tabla de los pares de transformadas para encontrar
(), a condicién de que sea posible encontrar en la tabla la forma
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100, +)e

plano s X
Abscisa de convergencia

Trayectoria de

integracion de la
integral de inversiaon

Desdes—j=

Figura 7-3. Figura que muestra la abscisa de convergencia que
se relaciona con la transformacién inversa de Laplace.

necesaria de F(5). Se usa el simbolo g-1. para indicar la transforma-
cion inversa de Laplace. Por tanto,

LTHLLAOB = SR = 1) (7-11)

7-3. ALGUNOS TEOREMAS BASICOS PARA LA
TRANSFORMACION DE LAPLACE

(1) Las transformadas de combinaciones lineales. Si f1(D) vy f2 o)
son dos funciones del tiempo, y @ y b son constantes, entonces

LU i) + bfo(0)] = aFy(s) + bFy(s) 712

Este teorema se establece con la ecuacion (7-1). Se deriva de que la
integral de una suma de téminos es igual a la suma de las integrales
de dichos términos, es decir

laf ) + o501 = [ Ll + bfele ar

- aj” filde dr +be fle=ar (113
0- -
= aF(s) + bF,(s)
Este teorema se utilizard para encontrar la transformacién de Ia-

place de la suma de términos qQue aparecen en las ecuaciones de una
red.
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EJEMPLO 3

Como ejemplo del uso de este resultado, se encontrard la transfor-
mada de coswr y senwt. De acuerdo con la identidad de Euler, Ia
ecuacién (6-37), que es

e*/e! = cos @t - j sen ot (7-14)

se observa que sumando las dos expresiones de las ecuaciones (7-14)
se tiene

jwt — Jes
cos wt = ﬁ% (7-15)
y restando
Jor ___ = Jor
sen of = % (7-16)

Puesto que la transformada de la funcién exponencial es

e = - _ljw, 6, >0 (717

se observa que

£[coswl]=1(;—|- 1 ) L a>0 (718

T\ jo s Fje) T T+ or

y

Llsenwot] = L(; _;) =2 . >0 (119
J\s—jo s+jo st w?

Estos resultados se pueden sumar al conjunto de pares de transfor-
madas.

(2) Transformadas de derivadas. A partir de la ecuacion de defi-
nicién para la transformacién de Laplace, se puede escribir

d R R 2
S[E f(t):l = f g o (7-20
Esta ecuacion se puede integrar por partes, haciendo
u=e* y dv=df) (7-21)
en la ecuacion
5 b 5
J.udv:uvl —jvdu (7-22)

Entonces

du= —se~dt y w= f(1) (7-23)
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de tal modo que la transformada de una derivada se convierte en

o4 o] =enso)

+ sf fe " dt = sF(s) — f(0—)
0=
(7-24)
a condicién de que Ifm f{t)e=*" =0, que se sigue de la regla de I'Hos-

pital, a condicion de que f{t) y sus derivadas sean finitas para f=oo y
g>0.

Para definir la transformada de la segunda derivada se sigue un
procedimiento similar pero-se vtiliza el resultado.de la ecuacion (7 24).
Puesto que

a? .
pl0= d, @ 0! (7-25)

entonces
R0 ooy
o[£~ e[ L] - Lo
= slsft) = f0N - Loy 29
= 5tFs) — s70-) = L 0-)

En esa expresién la cantidad df/dH{0-) es la derivada de f{¥) evalua-
da para # = 0—. La expresién general para la nésima derivada es

22D — v — 510y = s L0y - = L0
(7-27)

(3} Transformadas de integrales. La transformada de una integral se
encuentra a partir de la definicion

.,e[ [ o dt:| ={ [ 0 dz] e dt (7-28)
[ o~ |+ o-
La integracion se efectiia por partes, en donde se hace que

= jo fdl,  du=rf®dt (7-29)

dv=e"dt, v=-——e* (7-30)

Por tanto

[ sos]-- o]

+ 4 f :_f(t)e’” a1
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Ahora el primer término desaparece puesto que ! tiende a cero
para ¢ infinita y en el limite inferior

fo‘f(t)dt|‘:04 =0 (7-32)

En consecuencia, se llega a la conclusion de que
JZU I dt] = E(j—) (7-33)
-0

Ahora, la formulacién de las leyes de Kirchhoff para una red con
frecuencia incluye una integral con limites de —oo a #. Estas integrales
se pueden dividir en dos partes

[rod=["rwa+| rwa (734)

en donde el primer término de la derecha de esta ecuacion es una
constante. Cuando f{f) es una corriente, esta integral es el valor inicial
de la carga, ¢(0-), y cuando f(f) es un voltaje, la integral es el flujo
concatenado Y(0—) = Li(0-). En cualquier caso este témmino se debe
incluir en la formulacion de la ecuacién; de acuerdo con la ecvacidn
(7-8), la transformada de una constante g(0—) es

£lg0-) = €22 (7-35)

y se puede escribir una ecuacion similar para y(0-).
En la tabla (7-1) se resumen los resultados obtenidos hasta ahora.

TABLA 7-1. RESUMEN DE RESULTADOS*

Nombre Propiedad Ecuacién
Definicién £f() = F(s) = f e dr e
Lineatidad Llaf1() + bf2(00] = aFi(s) + bFu(s) (7-12)
Tiempo 4
Derivacién LSS0 = sF(s) - £(0-) 724
Tiempao i _1
Integracién f S dx = L F(s) (7-33)

* Véase la tabla 8-1 que es una ampliacidn de ésta.
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74. EJEMPLOS'DE LA SOLUCION DE PROBLEMAS
CON LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

Con la breve tabla de transformadas que aparece en la pdgina 000
y los tres teoremas bisicos que se dedujeron en la seccién anterior se
puede resolver un problema de red (por supuesto, de tipo elemental)
utilizando la transformacién de Laplace

EJEMPLO 4

Para este ejemplo, se escribird la ley de voltajes de Kirchhoff para
la. red RC en serie que aparece en la figura 7-4. Se supondra que el
interruptor K se cierra para £ = 0. Esta informacién se incluird en la
formacion de las ecuaciones de red, escribiendo la expresion del vol-
taje como Vu(r). Por tanto,

% f " ldt+Ri= 70) (7-36)

V= itt) T
Figura 7-4. Red RC en setie -
del ejemplo 4.

Esta es la ecuacién integral que se desea resolver. Las transformadas
de la combinacién lineal de los términos es

1 [Ks) | g(0—) _p. 1 .
€[T+T]+Rl(s)— ved (-37)

De acuerdo con el diagrama de flujo de la figura (7-1), se encontré
Ia transformacién de Laplace de la ecuacién integral y se obtuvo una
expresion de la transformada. Las condiciones iniciales requeridas se
especifican automiticamente y se pueden insertar como segundo paso
(en vez del paso final, como en las ecuaciones diferenciales que se
resuelven por los métodos clésicos). Ahora q(0-) es la carga del ca-
pacitor para t=0. Si el capacitor estd inicialmente descargado,
4(0-) =0, la tiltima ecuacién se reduce a la forma

Ks) (Cis 1 R) =¥ (7-38)
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El siguiente paso, también de acuerdo con el diagrama de flujo,
consiste en efectuar las' operaciones algebraicas. El objetivo de este
procedimiento es el de resolver en funcién de I(s). Esto se logra
multiplicando por s y dividiendo entre R, para obtener

y= VIR - 7-39
1 =5117RS) (7-39)
que es una expresion de una “transformada revisada”. El.siguiente

paso del diagrama de flujo consiste en efectuar la transformacion in-
versa de Laplace, para obtener la solucién. En otras palabras,

- _ V‘ /R ] .
1 1 = -
LI =L L (RS l(t)’; (7-40)
Si se aplica el segundo par de transformadas de la pequefia tabla, la

solucién es

- |4
i(fy = —e~/%, 1>0
R (7-41)
=0, t<<0
Esta es la solucién completa. La constante arbitraria aparece evalua-
da (y tiene la magnitud V/R).

EJEMPLO 5

Como segundo ejemplo, sea el circuito RL, que se muestra en la
figura 7-5, cerrando el interruptor para f = 0. De acuerdo con la ley
de Kirchhoff, la ecuacion diferencial del circuito es

L% + Ri=Vu() S -

X R

A .
V= i) Lo ‘
-[ Figura 7-5. Red RL en serie

del ejemplo 5.

La ecuacion correspondiente de transformada es

LisI(s) — i(0=)] + RI(s) = TV (7-43)
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La condicion inicial especificada por la Gltima ecuacion es {(0-).
Puesto que la inductancia no tiene flujo, #(0—) = 0. Ahora se puede
manejar la ecuacién para resolver en funciéon de J(s); por consiguiente,

|4 i : :

1) = I @) 49

Sin embargo, esta transformada no aparece en la’ pequefia tabla que.

se dio y se necesita algo nuevo (o una tabla mds grande). Obsérvese

que este término se compone del producto del término 1/s y el tér-

mino 1/fs + (R/L)]. Se conoce la transformacién inversa de Laplace de

cada uno de estos términos individuales, lo cual ‘sugiere que se*podria

efectuar la operacibn inversa si existiera algin modo de dividir los

términos en varias partes. Para intentar la realizacién de esta operacién
se tratard de hacer el siguiente desarrollo

(7-45)

VIL Ky K

S+ ®RIDI s s+ @®RID

En esta ecuacién, Ko y K, son coeficientes desconocidos. Como

primer paso, se simplificard la ecuacion, poniendo todos los términos
con un denominador comin. Entonces, '

Y=k(s+ &)+ ks (1-46)

Al igualar los coeficientes de las funciones iguales, se obtiene un
conjunto’ de ecuaciones algebraicas lineales: ’

v
1(,,-% =7 Kt K=0 (7-47)
De acuerdo con esas dos ecuaciones, se encuentra que los valores
requeridos para Koy y K, son

K=% vy K=--% (7-48)

 Esta transformacién algebraica ha permitido que la ecuacion (7-44)
se escriba como sigue

=2 ! Z_V_[L__]_]

Y Lsls + (RID)] RLs s+ ®L)

Se tienen pares de transformadas que corresponden a cada una de

estas expresiones. La corriente en funcion del tiempo se determina

tomando la transformacién inversa de Laplace de las expresiones indi-
viduales; en consecuencia,

(7-49)

I A L |
z(t)—F[.s e L)] (7-50)
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o bien
i — v —Re/L .
=gl—e™y ;59 (7-51)

Esta es la solucién final (dominio de tiempo). El método que se
Usé para expresar la transformada como la. suma de varias partes sepa-
radas se conoce con el nombre de desarrollo en fracciones parciales.
Este es el tema de la siguiente seccién.

7-5. DESARROLLO EN FRACCIONES PARCIALES

Los ejemplos de Ia seccion anterior sugieren el procedimiento gene-
ral para aplicar la transformacién de Laplace a la resolucién de Ias
ecuaciones integrodiferenciales. Una ecuacion diferencial de la forma
general

- - '
aoz—'t;l-f-ax{% totan S raicwy (s

se convierte, como resultado de la transformacién de Laplace, ¢n una
ecuacion algebraica donde se puede despejar la incognita como

£[2(#)] +términos de condiciones iniciales
Ks) = 7-53
) aus“+axs""+...+an-1x+a,, (53
La forma general de esta ecuacion € un cociente de polinomios en
s. Ahora se designaran los polinomios del numerador v el denominador
como P(s} y O(s), respectivamente, como sigue

= Pls) .
Is) = 0 (7-54)

Obsérvese que O(s) =0 es la ecuacién caracteristica del capitulo 6.
Si ahora es posible encontrar el término de transformada P(s)/Q(s) en
la tabla de pares de transformadas, 1a solucion i(r) se puede escribir
directamente. Sin embargo, en general la expresién de la transformada
de I(s) se debe subdividir en términos més sencillos antes de que se
pueda utilizar cualquier tabla prdctica de transformadas.

Como primer paso en el desarrollo del cociente P(s)/Q(s), es ver si
el orden! del polinomio P es menor que el de Q. Si esta condicién no
se satisface, se divide el numerador entre el denominador en un desa-
rrollo de la forma

Pls) _ m-n 1 Pi(s)
ok By 4 Bist Byst 4., 4 B, _gmn 1 oo 059

1A partic del capitulo 9 se empleard el término grado en vez de orden,
Véase la nota 3 de pie de pégina del capitulo 6.
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en donde m es el orden del numerador y a1 el orden del denomi-
nador. La nueva funcion Py(s)/Q(s) estd ya “preparada” y se satisface
la regla del orden.2

EJEMPLO 6
Sea el cociente
Py _ 42542

= 7.
00~ Ty F (7:56)
Por divisién directa, )
s+ 242542 (s+1
524+ 5
s 2
s+ 1
1
© bien
S +242 1 :
ST —lded 0y #57
de tal modo que en la ecuacidn (7-55) By = 1, Bi=1yP, 5)/0(s) =
(s +1).

A continuacién se factoriza el polinomio del denominador, Q(s),
Qs) = aps" - ayst 4. Fa,=ay(s—s)... (s—s,) (7-58)
o bien, en su forma muy abreviada,

90 = a I (s —s)) (1-59)

en donde N indica un producto de factores Y $1,82,...,5, son las n

(1) Si todas las raices de Q(s) = 0 son simples, entonces el desarro-
Lo por fracciones parciales es

Pi(s)

(S-sx)(s—sz)-.A(S‘sn)
X, K . A
=s—sl+x~:z ‘..-}—S_S”- (7-60)

2 Las transformadas inversas de Laplace de términos semejantes a By y Bys se
verdn en el capitulo 9, va que constituyen funciones singulares de) tipo de la
funcién de impuiso.
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en donde los valores de' K son constantes reales denominadas
residuos.
(2) Si una raiz de O(s) = 0 es de multiplicidad r, el desarrollo por
fracciones parciales para la raiz repetida es
Puis) _ K _ Ky N + K, 7-61
Gosy ienteoert o temey P
y se tendrdn términos similares para las demds raices repetidas.
(3) Se puede formular una regla especial importante para dos raices
que forman un par conjugado complejo. Para este caso, el desa-
mollo en fracciones parciales es

Pi(s)
0.(G)s + & F jo)(s + o — jo)

_ K, 4 Kt
T Gtatjo) (s+a—jo)

+... (7-62)

en donde KT es el conjugado complejo de K;. En otras pala-
bras, cuando las rafces son conjugadas, también lo son los coe-
ficientes del desarrollo en fracciones parciales. Se requiere un
desarrollo del tipo que aparece arriba para cada par de raices
conjugadas complejas.

En el desarrollo de un cociente de polinotios en fracciones par-
ciales puede ser necesario utilizar una combinacién de las tres reglas
anteriores. A continuacidén se dan varios ejemplos que ilustrardn dicho
desarrollo y la determinacién de los valores de K.

EJEMPLO 7
Sea el cociente de polinomios
wa_ 25+73 g
I(s) = FEE e (7-63)

El primer paso consiste en factorizar el polinomio del denominador
y luego desarrollarlo mediante la regla apropiada. Para este ejemplo, €l
desarrollo es

243 KK
E+DE+D +D 7 G+2)

puesto que las raices son reales y simples. Como primer paso, multi-
pliquese la ecuaciéon por (s+ 1) como sigue

(7-64)

s+ +D_ . 54+1 s+1 g
(s+1)(s+2)—K’s+l+Kzs+2 (7-65)
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y, cancelando factores comunes,

25 y+ 3 s+ 1 5
T =Kt K (7-66)
En esa ecuacién, el coeficiente K, no estd multiplicado por min-
guna funcion de s. Ahora, s es sencillamente un factor algebraico que
puede tener cualquier valor. Si s=—1, el coeficiente de K, se reduce
a cero y se puede resolver para X; como

2543 —243_ .
k=25 s (7-67)

Para evaluar K, y seguir el mismo modelo la ecuacién (7-64) se
multiplica por (s + 2), para obtener

25+3=K s42
s+ 1 B

+ K, (7-68)

Para evaluar K, se hace s = —2, con el fin de reducir el coeficiente
de K, a cero. Entonces,

PO | R T

ST foeen . =241 79

Por tanto, el resultado del desarrollo en fracciones parciales es

2543 1 1 X
o Feay Rl R (-70)

El desarrollo se debe comprobar siempre combinando los dos tér-
minos.

EJEMPLO 8

Para este ejemplo, sea el cociente de polinomios con raices repe-
tidas en ¢l denominador

s+2 Ky Ky, 771

CF TG S
Al multiplicar por (s 4+ 1)? s¢ obtiene

s+ 2=(s+ DK,, + Ky, (7-72)

y cuando s=-—1, Ky, se evalia ficilmente como K;, = 1. Si se in-
tenta seguir el mismo modelo para evaluar K,;, surgirin dificultades.
En otras palabras,

(7-73)
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Si en esta ecuacion, s =—1, un término se hace infinito y no se
puede evaluar K;;. No obstante, el problema se puede resolver si se
vuelve a la ecuacién (7-72) y se deriva con respecto a s:

140=K,+0 o K, =1

Ahora estin evaluadas las constantes y el desarrollo en fracciones
parciales es
s+2 _ 1 1 y
(CEm )i A T (7749

También este desarrollo se puede comprobar, y en este caso el
primer términe del desarrollo se multiplica por (s + /(s + 1).

EJEMPLO 9

Este ejemplo ilustrard el desarrollo de un cociente de polinomios
cuando las raices del denominador son un par conjugado complejo.
Sea el cociente

1 K¥

_ X, R
sFnTsTooiopterir TP

Multiplicando la ecuacién por s+1 —J2, y haciendo que s=
1 +/2, se obtiene K, =+ 1/4; del mismo modo, K¥f=-jl/dyel
desarrollo es

L - SN
ST 2 +5 +1—72) " (s—1+4+j2)

(1-76)

Para usar algunas tablas de transformadas, estos términos se deben
revisar completando el cuadrado. En este ejemplo

(P4 25+ 9)=(*F+ 25+ D+4=(+ 1)+ 2%

de tal manera que
N S S
ST+ 2+ 5 s+ )20
En la forma general, {(s +a)? + 5], a es la parte real de la raiz y
b es la imaginaria.

(7-77)

7.6. TEOREMA DEL DESARROLLO DE HEAVISIDE

El método del desarrollo en fracciones parciales que se ilustra con
los tres dltimos ejemplos, se conoce como método del desarrollo en
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fracciones parciales de Heaviside. Para generalizar el método, considé-
rese de nuevo el caso en que QO(s) tiene solo raices distintas. Sea

P(s) X X, X, + + K,

= 7-78
Q(-Y) X~s1+:-s2+s—x, §— 5, ( )

Entonces, cualquiera de los coeficientes, Ky, K3, K3, ..., K, se pue-
de evaluar multiplicando por el denominador de dicho coeficiente e
igualando s al valor de la raiz del denominador. En otras palabras,
para encontrar el coeficiente Kj

f=le-a53], a1

Para el caso general de raices repetidas », veces sea

2(s) R(s) _ K + K
() (=) " s 5 (s—s)?

KI?I KJ! : =
+.H(—S_S/)n+...+(hs_sl), (7-80)

en donde n es cualquier término del desarrollo en fracciones parciales
¥ R(s) se define como :

_ P(s) -
R(s5) = m(& — ;) (7-81)

Multiplicando Ia ecuacién (7-80) por (s — 5, se obtiene

Ry = Kinls — )" + Kpls — sy + ...+ K, (7-82)

De acuerdo con esta ecuacion, se puede visualizar el método que se
va a usar para evaluar cada coeficiente. Si s hace' que s =, desapa-
recen todos los términos de la ecuacién excepto K, que si se puede
evaluar. A continuacién se deriva la ecuacién una vez con respecto a
s El término K, desaparecerd, pero permanecerd K;,_; sin que mul-
tiplique una funcién de s. Una vez mis se puede evaluar K;,_; ha-
ciendo s =s;. Para encontrar el término general Kjn se deriva la ecua-
cién (7-82) (r — n) veces y se hace s =g§;; en este caso

_ 1 4R .
K= r—nt ds= |, 783
o bien
D Y S VO P 2
K= (r—m! d_S—"'[m (6 =5 ]Jm, (784
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EJEMPLO 10

La aplicacién verdadera de esta idea es mis facil de lo que parece
debido a la complejidad de esta ecuacion general. Por ejemplo, véase

25 +35+2 _ Ky + B _ K 4 K
G+’ T GFDTEFD G+

Al muttiplicar la ecuacién por (s + 1)3, se tiene que

(7-85)

2504 35+ 2= Ko+ 1 + K+ D+ Ky (:86)
Para esta ecuacién
K,,=2sz+3s+2,_>l=2—3+2=1 (7-87)
A continuacién se deriva con respecto a s para obtener
4s + 3 = 2K,,(s + 1)‘—|- K, (7-88)
de tal modo que

Ko=14s+3] =-—1 (7-89)

s==1
Una vez mis se deriva la Gltima ecuacion para dar
4=2K, o, K;=2 - (7-90)

El desarrollo en fracciones parciales es

232+3:+2' 2 g
Gr s+l+(s+1)2+(:+l)’ 7

EJEMPLO 11

O(s) contiené tanto Taices simples ‘como repetidas, se debe apli-
car una combinaciér de las dos reglas. Como ejemplo, sea

P(s) s+2 7.92
0 GFDETD e

La forma del desarrollo en fracciones parciales es

s+ 2 Ky . Ky

TES s+1‘(x 12
En este desarrolio se puede evaluar K, mediante la ecuacion (7-79)

y K11 y Ky, se pueden determinar a partir de la ecuacién (7-84); por
tanto,

(7-93)

+s+3

L=St21 __1 (7-94)
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Multlphca.ndo la ecuacién (7-93) por (s + 1)* se tiene

1 i '

jj3—1<,,<s+1>+1<,1+<“‘++>1< (95)

La constante K;, se evalia directamente, haciendo.que §:= —1; de
donde :

_§s+2 _ 1 7.96

Ke=%r3i_ =72 (7-96)

y Kq; se determinard derivando la ecuacién (7-93), antes de permitir
que s=—1:

(s+3)1—(s+2)1 __ (s + 1)* ’
TeEy o K J-szs[s—i- ] o9

El coeficiente de K, desaparece cuando s=—1 debido a que un
término (s + 1) sigue siendo comiin a todos los términos del numera-
dor. En el ejemplo,

AMe+ D _ DA+ D=1 .
g1t A58 7-98)

y este término desaparece cuando s=—1 porque cada término de la
derivada contiene (s + 1). Este es siempre el caso, ya que el orden del
factor de multiplicacién (s — ;Y es mayor que el nimero de veces que
se requiere la derivacién.

Al utilizar estos métodos, todos los coeficientes del desarrollo en
fracciones parciales - se pueden déterminar y la ecuacion de transfor-
mada se puede expresar como

n

F(s) = Z T S/ (7-99)
para raices simples de Q(s) =0:y. como
)= 3 Ko (7-100)

A= F

para_una sola raiz 5; repetida r veces. La f{#) correspondiente se puede
determinar ahora, para el caso general, tomando la transformacién in-
“ versa de Laplace de F(s) como sigue

f(z)=£*l[§gsﬂ z(s )58 (S) e oo

como la solucién en el dominio de tiempo para raices simples. De
igual manera, para el caso de raices repetidas

— i ¥ 1 dmR(s;) !
fO =" o ae . = (7-102)
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en esta ecuacién s; es la raiz que se repite r veces. Utilizando las dos
ecuaciones para el caso de raices simples y repetidas se obtiene uma
solucién general en la forma que originalmente se presenta coma teo-
rema del desarrollo de Heaviside.

El método de la expansion de fraccién parcial de Heaviside se pue-
de utilizar para dar un procedimiento simplificado para determinar la
transformada inversa de los términos para un par de raices complejas
y conjugadas. Supéngase que estas raices tienen una parte real oy
una parte imaginaria + w. El primer coeficiente se evalia mediante el
procedimiento

K = %(x T —](n)' e mRe 0
y el segundo como
K= ZE’; G ta +;w)1 ke (7-104)

La transformacion inversa de estos dos términos da
f](I) = Rejﬂe(fuiv‘m)r + Re~iﬂe(—m—jw)t (7_105)
Esta ecuacidn se puede reordenar en la forma
Jlet +8) —~ il +8)
J( = 2Rem [ ST AT

= 2Re * cos(wt + 8)

(7-106)

Los factores R y 6 son la magnitud y el dngulo de fase de K, en
la ecuacién (7-103). K, es el residuo asociado con la raiz de parte
imaginaria positiva.

7-7. EJEMPLOS DE SOLUCION MEDIANTE
LA TRANSFORMACION DE LAPLACE
EJEMPLO 12

Como ejemplo de la solucidén total, ya que se han repasado los
métodos de desarrollo en fracciones parciales, véase la ecuacién dife-
rencial

d*

a4l di L5 = Su(n) (7-107)

La transformacion de Laplace de esta ecuacién diferencial es

1::21(&) — si(0—) — %(0—)} + 4sK(s) — {0—)] + SK(s) = %
(7-108)
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Se observard que las condiciones iniciales requeridas quedan especi-
ficadas automdticamente en esta ecuacion. Es necesario conocer i(0-)
y di/dt(0-) a partir del sistema fisico. Supdngase que se encuentran
los siguientes valores:

0-)=1 y %(0—):2 (7-109)

Al incluir estas condiciones iniciales se simplifica la ecuacién de la
transformada a la forma

HsXs? + 45 + §) = % +5+6 (7-110)
o bien
Hs) = ST 6543 (-111)

s(s*> +4s +3)

Esta ecuacién se puede desarrollar mediante fracciones parciales
como sigue

Ks) = s+ 6545 K, |4 K3

SCIIFMG T I~ 5 T AT i
(7-112)

Para evaluar Ky se multiplica 1a ecuacion por 5 y se hace 5s=0.
Entonces

_ s t6sS| .
l‘A‘2-+—4s+5,=ﬂ~1 (113

Para evaluar K, se multiplica la ecuacién por (s + 2 —71) y se hace
s=-2+/l,

— s Hbs S A2 2 e
PSS F I D eaen (=2 +/03G2) 2
. (7-114)

El desarrollo en fracciones parciales completo se convierte en

N L’ SR 7-115
1) =5 +sm=qtidT -115)
Para obtener #(r) de esa ecuacién de transformada se toma la trans-
formacién inversa de Laplace del primer témino y se usa la ecua-
cién (7-106), siendo R=1 y § = —90°, para el segundo y el tercer

término lo que da la solucién

) =1+ 2 *seny, 1>0 (7-116)
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EJEMPLO 13

Para este ejemplo sea el circuito RLC en serie, en donde el capaci-
tor estd inicialmente cargado al voltaje Vp, como se indica en la
figura 7-6. La ecuacién diferencial para la corriente i(r) es

di o 1 3
LE ; Rt+—C—,f_mzdt70 (7-117)

S R-29

.
VuxlvoltTC=§F /l@ L-1H

Figura 7-6. Red RCL en serie del ejemplo 13.

y la ecuacién de transformada correspondiente es
LisI(s) = i0-)] + RIS) + (s} + 40 =0 (7-118)

Los pardmetros se han especificado como sigue: C=1/2F, R=
2ohms y L = 1 H. La corriente inicial i(0—) =0, debido al inductor, y
si C estd cargado inicialmente al voltaje ¥, (con la polaridad indi-
cada),

g(0—) Ve 2
Yo, -3 (7-119)

o bien, —1/s, si Vo =1V. La ecuacién de transformada para I(s) se
convierte entonces en

1

O =mrnT3 (7-120)
o bien, compietando el cuadrado,
- 1 5
I(s) = T (7-121)

Usando el par de transformadas 15 de la pagina 000, es obvio que

i(r) = £71(s) = e~ sen £-u(t) (7-122)
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JEMPLO 14

En la red que aparece en la figura 7-7 el interruptor se cierra para
t=0. Con los valores de pardmetros de red que se indican, las ecua-
ciones de voltajes de Kirchhoff son

‘% 4200, — 10i, = 100u(s), (7-123)

% 4200, — 104, =0 (7-124)

1H

10Q
K
Figura 7-7. Red del  cjem- R ;
plo 14. El interruptor se cierra v
para t=0 con corriente de in- ‘T
ductor nula para ¢ =0.

Si la red no estd energizada antes de cerrar el interruptor, tanto iy
como i, serdn cero inicialments y las ecuaciones de transformada se
pueden escribir como

(s + 201,(s) — 10L,(s) = @, —101,(s) + (s + 20, (s) = 0
(7-125)

Supéngase que se debe encontrar fa corriente i, en funcién det
tiempo. La corriente de transformada J»(s) se puede determinar a par-
tir de las dos tltimas ecuaciones algebraicas, por medio de determi-
nantes, como sigue:

5420 100]s
—10 o 1000 :
- - .12
L) = a0 ] = s F 00 (19
—10 5420

El desarrollo en fracciones parciales de esa ecuacion es

1000 3335 167 3127)

GITOGI0 - 5 sE10 530
La transformacion inversa de Laplace da lo siguiente para i3(?)
iy(f) == 3.33 — S5e1% 4 1.67¢7%, t>0 (7-128)

que es la solucién requerida.
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TABLA 7-2. TABLA DE TRANSFORMADAS

f* Fs)
1. u(r) 1
5
2.t 1
52
3. ("‘i_;)!’ n =entero =
4, eat 1
s§—a
5, tess 1
(s —ap
1 - 1
6. 1 gar
w=Di'"e =
1 1
7. ar — gbt
=5 T—ac B
g £ 1
& —a)c~a) 6 +a)s +8)s + )
n et L et
@a—Bc—b) " (@—c)Xb—0)
9. 1 — etar —a
¢ s(s —a)
1 1
10. w ¥ ot Tt
s
11. cos wt e
— @
12. 1 —coswr TTeY

ssen @ + wcos §

13, sen (@t + 6) sunf o poosd

14. cos(ot + 6) 5c0s 0 — wsen §
52+ w?

15. e~* senot @
G +a)? to?

16. e-% cos wt __ste
G +a)? o2
17. senh az ]
- 5% —a?
18. cosh ar N~
Iy

* Se debe considerar que todas las f(r) estdn multiplicadas por u(?), es decir,
ftt) =0 para £ <0.
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Las propiedades de las transformadas de Laplace derivadas en este
capitulo se resumen en el siguiente, en la tabla 8-1 (junto con propie-
dades adicionales que se derivan en dicho capitulo). En la tabla 7-2 se
presenta una breve relacién de las transformadas de Laplace, y se
incluye una tabla mds extensa en el apéndice D.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

En el estudio de la transformacién de Laplace, dos operaciones que se efec-
than rutinariamente con la ayuda de la computadora son la determinacién de las
raices de un polinomio y el cilculo de los residuos. Las referencias relacionadas
con esas dos operaciones se dan en los apéndices E-1 y E-5.1. En particular se
recomienda la referencia 7 del capitulo 8 por Huelsman, en el apéndice E-10,
en relacién con el manejo de polinomios y la determinacion de residuos. Véase
también el caso de estudio 23, dado por McCracken, referencia 12, que se cita
en el apéndice E-10. B

PROBLEMAS

7-1. Compruebe que la transformada de Laplace de cos @ ¢ determinada a partir
de la ecuacion (7-1) es

£[cos wi] = Sl-f‘—(l)z
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En cada uno de los bl igui repita el pr. to del pro-
blema 7-1 para los diferentes pares de transformadas de Iz siguiente tabla.

f(@t) para 120 F(s)
7-2. 17 %
7-3. senh air e
7-4. cosh at T
- ®
7-5. e~ sen Wt mm—z
7-6. e~ cos @t Ll

Graf Fo?
ssen @ -+ wcos §
Tt

scosf — wsen
sl+wl

7-1. sen(cr + @)
7-8. cos(wt + 8)

Para las siguientes A7) determine el otro miembio del par de transformadas,
F(s)= £[f(r)]=P(:)/Q(:) en donde P(s) y ((s) son polinomios en s

79 fi{f) =sen? ¢

7-10. fo() = tcos ar

T-1L f5(1) = [1/(20)] sen ar,

T-12. fo(H) = cos? ¢

7-13. f5(#) = [1/(2a%))(senh at — sen at)

7-14. f5() = (1/(2a%)] sen af senh at

7-15. f3(1) = [1/(2a®)(cosh at — cos ar)

7-16. f3(r) = [1/2a))(senar + ar cos ar)

T-17. fo(d) = 122 cos wr

7-18. fio(t) = (1/t)sen? ot

719, fi,(6) = 112

7-20. fi2(8) = emat

7-21. En la red que se muestra a continuacién C estd cargado a un voltaje Vo y

el interruptor X se cierra para t =0. Resuelva para la corriente (£} utili-
zando el método de transformacién de Laplace.

Fig. P7-21,



7-22,

7-23.

7-24.

7-25.

7-27.

7-28.

13

7-2

b
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En 1a red que se muestra en la figura slguleme el mtanuptor K se mueve
de la posicidn g a la b, para ¢ =0, habié el
estado permanente en la posicidn a. Determine la corriente z(t) aplicando
el método de transformacién de Laplace.

Fig. P7-22.

En la red que se muestra a continuacién C estd cargado inicialmente al
voltaje Vy. El interruptor X se cierra para f =0. Encuentre la corriente
#(r) utilizando el método de transformacién de Laplace.

Fig, P7-23.

En la siguiente red el interruptor X se desplaza de la posicién ¢ a la
posicién b, para t=0 (habiendo existido un estado permanente en la
posicién ¢ antes §c que 7 =0). Resuelva para la comiente i{f) utilizando el
método de transformacion de Laplace.

Fig. P7-24.

Desarrolle el problema 4-2 utilizando el método de transformacién de La-
place.

. Resuelva el problema 4-3 aplicando el método de transformacidbn de La-

place de este capitulo.

Resuelva el problema 44 con el empleo del método de tramsformacion de
Laplace.

Resuelva el problema 4-5 utilizando el método de transformaciébn de La-
place en vez del método clasmo del capitulo 4.

Revise las sigui desarrolléndolas en f i parciales. De-
termine cudles son las dos expresiones del conjunto que estin equivocadas.

25
(a):2—1 s+1

Is+2 _
O s -
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7-30.

=3

7-31.

7-32.

La transformacion de Laplace

Ss413 2 3
(O ey oy S I

st 1
(d)s—l_x—1+

s+ 1) _ 141, 1)1

oy by s (g}

2
g B SR |

+1

“

s(s + 1) s+1

353 —s2—3s4+2_ 1 2,
® s (s — 1) 7':_+?Ts—1+(s-l)z
1 1
T TR

s —5s* +9549
Oy -

Efectie el desarrollo de las siguientes funciones como fracciones parciales:

_(+IXs+3)
@) Fi(s) T LG T4

2
®) A =LY
©) Bils) = oo 1v)v2(s )

1
SRR At ey Ty T

© £ = G 76 77

Haga el desarrollo de las siguientes funciones como fracciones parciales:
. st4 75+ 8
O e oSy () F ]
24541

(O e ) ) ()]

s+4
© £ = I e+ e T

Verifique las siguientes transformaciones inversas de Laplace £-1F(s) =f(r):
(a) £-¢ RN N COs ¢t — cos 2t
CIDETH

s+l -
®) £ lsz+2s:%(l Fe)

- 1
) & lm =4[t + fei(—2cos 2t f sen 20)]

- 1 - -
(@) £ ‘m)(s‘#—Z)zie f— e ] 4 1)

- 1 2
(e} £ ‘m:~1-7+cosht
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242541 7 1
T —— 4 2t
)y £ ey G i b §C0os 2 + }sen
- 52
® L lm =}scost +Lsent
7-33. Resuelva las ecuaciones diferenciales que se dan en el problema 6-5 utili-
zando el método de tmnsforrnacmn de Laplace.
7-34. Resuelva las i dife del prob: 6-6. Emplee el método
de transformacién de Laplace.
Resuetva las siguientes ecuaciones utilizando el método de transformaciéon
de Laplace:
ay . "
7-35. m——z—25+e

7-36. ax 4 4i =sent — cos 2t
tode?

7-37. vty w0y=a Hoy-—

an
7-38. Resuelva la ecuacion diferencial del problema 6-21 utilizando el método
de transformacién de Laplace.

7-39. En el circuito RLC en serie que se ilustra a continuacién, el voltaje que se
aplica es y(f) =sen ¢t para 7 >>0. Para los valores de elementos especificados
encuentre i(¢) si el interruptor X se cierra para r=0.

Q
ult)~sent /) C=iF
i T

7-40. Un interruptor se cierra para f=0, conectando una fuente de voltaje
v =Vsenwwt a un circuito RL en serie. Aplicando el método de transfor-
macién de Laplace, demuestre que la corriente estd dada por la ecuacidn

Fig. P7-39.

i= %sen(wl o)+ oL Ve ResL

en donde

Z=VEFWLE y ¢= tan"%l‘

K R

Vsenwt it L

Fig. P7-40.

7-41. El Dr. L.A. Woodbury de la Escuela de Medicina de la Universidad de
Utah utilizé una analogia eléctrica en los estudios de las convulsiones. En
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7-42.

3
B
W

744,

7-45.

7-46.

La transformacién de Laplace

Ia red de la figura que se muestra a continuacion, las siguientes. cantidades
son duales: C; representa el volumen del fluido que contiene drogas, R
es la “resistencia” al paso de la droga del estomago al torrente sanguineo,
Cy representa el volumen de dicho torrente y R, es equivalente al meca-
nismo de excrecién del cuerpo (el rifién, etc.). La concentracién de la
dosis de droga se representa como Vg y el voltaje Va(l) en el nodo z es
andlogo a la cantidad de droga en el torrente sanguineo. La red analoga
tiene la ventaja de que los elementos se pueden cambiar con facilidad y
estudiar los efectos (sin mencionar el ahotro de vidas de gatos). Encuentre
la ecuacién de transformada para ¥{s) con el coeficiente del término de
més alto orden, normalizado a 1a unidad.

o Fig. P7-41.

Este problema es una continuacién del problema 7-41 relacionado con la
analogia del Dr. Woodbury. Se seleccionan las siguientes constantes para la
ted: Cy =1pF, C; =8UF, Ry =9MSy Ry =5MEL Si Vo=100V y el
interruptor se cierra para t =0, resuelva para v4(t) el equivalente de la
concentracién de drogas en el torrente sanguineo en funcién del tiempo.

. Considerando los datos del problema 7-42 encuentre el tiempo 'm cuando

la concentracion de droga en el torrente sanguineo es un méximo. (Se
busca esta informacién para que se pueda aplicar una segunda dosis en ese
momento, a fin de aumentar la concentracion hasta el punto de inducir
una convulsién.}

Si se inyecta una segunda dosis (el equivalente de voltaje con magnitud
de 100volts) en f=t,,.. como se determind en el problema 7-43, ;cual
serd v4 en funcién del tiempo y cual serd el valor méximo de ¥4 que se
pueda obtener? (Nofe: Al aplicar la segunda dosis se supondrd que el
voltaje total es, en este momento, 100 V mis el voltaje de las placas en el
instante en que se hace la adicién.)

En la red que se muestra a continuacién el interruptor K se cierra para
t=0, sin que la red se haya energizado previamente. Para los valores de
elementos que se sefialan en el diagrama: (a) encventre i1(1), (b) deter
mine i5(f).

Fig, P7-45.

La red de la siguiente figura Dega al equilibrio estando el intertuptor X en
la posicién 4. En el instante 7 =0, el interruptor pasa a la posicién b. En-
cuentre el voltaje a través de Ry en funcion del tiempo,
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=2af Ry v,

Fig. P7-46.

7-47. (a) Encuentre {,{f) que se obuene al cenax el interruptor para =0,
cuando el circuito no ha sido Las del
circuito son: Ly =1H, Ly =4 H, M= ZH Ry =Rj =1ohm, V=1volt.

(b) Repita la parte (a) para encontrar i2(?).

M
Ry 4] e

Fig. P7-47.

7-48. En la red de la siguiente figura la fuente de corriente se describe por la
expresion iy = 10—3e~#u(¢) amp. Para los valores de elementos que s¢ dan
determine v2(t), suponiendo que todos los elementos estdn desenergizados
inicialmente. Grafique vo(f) utilizando una escala de tiempo amplificada
para valores pequefios de £

001 uF
Ay b4
25mH
iy 1MQ 100 KQ T80 upf vz
10K
Fig. P7-48.

7-49. La red que se muestra en seguida contiene una fuente de voltaje contro-
lada por corriente. Para los valores de elemento gue se dan y con vq(f) =
Su(t), determine vg(r), si la red no esti energizada para 1=0. Sea
Ky=-3.

Kyiy
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7-50.

7-51.

7-52.

7-53.

7-54.

7-5:

7-56.

&

La transformacion de Laplace

Utilice las condiciones de la red del problema 749 y resuelva para i7(7) si

1= .
(a) Determine £ bf(t/a) en funcién de £ f(t), si se indica que a ¥y b son
constantes.
(b) Determine £-! F(s/c) en funcién de £ F(s), si se indica que ¢ es
una constante.
Demuestre que

_ _dF()
Elef@) = —=5;

Utilizando este resultado, encuentre las transformadas de Laplace de ¢
sen @z, t2¢~87 y t senh . Donde @, 2 y 3 son constantes.
Demuestre que

e @ f F(s) ds

s
Utilice este resultado para encontrar las transformadas de Laplace de

t—le—ty t—1(1 —e~).
Demuestre que

!
£ =7

Determine
R n!
£ ls(s+1)(x+2).“(s+n)

mediante desarrollo en fracciones parciales y demuestre que la respuesta se
puede dar en la forma cerrada (1 —e—?)n,

La siguiente figura presenta seis diferentes formas de onda de sefiales.
Cada una de ellas sugiere la forma general de la sefial, pero no se dan
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Fig. P7-56. L

valores numéricos. Para cada forma de onda escriba una funcién Vi(s).
Asegiirese de indicar todos los polos en V(s) que se necesiten para produ-
cir la forma de onda que se da.

T
)
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CAPITULO 8

8 Transformadas de otras formas
de ondas de seiiales

En los capitulos anteriores el estudio de las respuestas de las redes
se relacioné con excitaciones o formas de ondas de sefiales tales como
la funcién escalén yla onda senoidal. En este capitulo se utilizarin
métodos de transformadas para determinar la respuesta de las redes a
formas de onda mds complicadas, determinando primero las transfor-
madas de dichas formas de onda. En la figura 8-1 se ilustran los tipos
de las formas de onda que se estudiarin. En (2) y (b) la sefial tiene
una variacidn prescrita en solo un intervalo y es cero para todos los
demds tiempos. Esta sefial es no recurrente. La que se muestra en {¢)
es una onda cuadrada que continita para cualquier tiempo después de
=0y es un ejemplo de una forma de onda recurrente.

8-1. LA FUNCION ESCALON UNITARIO TRASLADADO

La funcién escaldon unitario se presentd en el capitulo 7 y se defi-
ni6é por medio de la ecuacién

1, >0
u(ty = {O, t <0 (8-1)

para una funcidn que cambia bruscamente desde cero hasta un valor
unitario para el tiempo t= 0. Esta expresién se puede generalizar me-
diante la definicion

1
wt—a)= {O’ j i Z -2

237




P

(a}

[t]

(e

Figura §-1. Ejemplos de las
formas de onda que se van a
estudiar: (2) pulso rectangular,
(b) pulso de onda senoidal y
(¢} onda cuadrada.
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para una funcion escaldn que cambia bruscamente para el tiempo
t=+a En general, la funcion escaldon tiene un valor unitario cuando
Ja cantidad (¢ - a) el argumento de la funcién u, es positiva y tiene
un valor cero cuando (£ — a) es negativo. Esta definicion se aplica para
cualquier forma de variable; por consiguiente, Ia funcién w(t +a) es la
que cambia desde cero hasta el valor unitaric para f = —a. Del mismo
modo, la funcién u(z ~ ) es la que cambia desde la uvnidad hasta el
valor cero (para tiempo creciente), para el instante en que f =a. Estas
funciones se represéntan en la figura 8-2.

ult)

ult—a)

uft+a)

1| ule-t)

1]

~a

Figura 8-2. la unidad escaldén unitario que se ilustra como
u(z), trasladada en ambos sentidos con respecto a t =0 e inver-

tida.

La transformada de Laplace de u(t—a) se determina a partir de la

ecuacién de definicidn

) = j: fie = at

Cuando f(t) = u(t — a), se tiene que

Lu(t —a) = j le™* dt =

a

Lu(t — a)=e* (%)

et

(8-3)

(&4

Esta ecuacién se compone del producto de dos factores: el factor
I/s es Ia transformada de la funcién escalén unitario, iniciada para el
tiempo ¢ =0; el término e~ %% es una funcion que influye en la trans-
formada de una funcion escalén que no principia en ¢ =0, sino en

t=a

El ejemplo que se da para una funcién escalon unitario se puede
generalizar para cualquier funcion de tiempo f(f) que demore su inicia-
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cién para otro tiempo f=qa Una funcidn trasladada en el tiempo se
Iepresenta como sigue:

ft—aut —a (8-5)

Para encontrar la transformada de esa ecuacién, se escribe la ecua-
cién de definicién en funcién de una nueva variable, ¢, es decir,

Fs) = [ feye ar -6

Ahora se definird la variable ¢’ como ¢ = ¢ —a, de tal modo que la
ecuacion de definicién se convierte en

F(s) = fmf(r — a)e e dt 8-7)
o bien
= {716 — wetey as (5-8)

El factor constante €2 se puede sacar de la integral y el limite
inferior de la integral se puede cambiar a O si f{f —a) se multiplica
por u(t — a), asi,

Fs) = e® j : St — @ult — ade~* dt (8-9)

Esta expresién integral se reconoce como la transformada de la fun-
cién de tiempo f{t ~ a)u{t — ), de tal manera que

Lf(t — Qu(t — a) = e =L f(1) (8-10)
o por el contrario,
Lte s F(s) = f(t — au(t — a) (8-11)

Estas ecuaciones indican que la transformada de cualquier funcién,
atrasada para principiar en el tiempo #=a, es ¢~%5 veces la transfor-
mada de la funcién cuando principia en ¢ =10. Este es un resultado
muy Gtil, como se verd mds adelante, y se conoce como el teorema de
translacion real, o como el teorema de translacion.

Antes de presentar un ejemplo de la aplicacién de este teorema se
demostrard, mediante una ilustracidén, que las funciones escalén unita-
rias, con una translacién adecuada, se pueden utilizar .como base para
representar otras sefiales. Sea la sefial formada por la diferencia de dos
funciones escalon

() = u(t) — u(t — a) (8-12)

Esas dos funciones se ilustran en la figura 8-3. Su suma es una
funcidn que tiene un valor unitario de + =0 a t =a y valor cero para

u(t)

b— a—«f

—u{t-a)

“uft)—u(t-a)

(b}

Figura 8-3. Combinacidn lineal
de dos funciones escalén unita-
rio para describir un pulso de
amplitud 1 y con duracion a.
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cualquier otro tiempo. Esta funcién se describe como un pulso, de
magnitud unidad y de duracion 4. Esta descripcién se puede genera-
lizar a la forma

(1) = Volu(r — a) — u(t - b)] (8-13)
que es un pulso de magnitud V, y una duracién b - g, que se inicia

para t=ga

EJEMPLO 1
Para £=0 se aplica un pulso de ancho 2 a la red RL de la figu-
1a 84. Se pide que se determine una expresion para la corriente i(r).
El pulso se describe mediante la ecuacién (8-12) y de acuerdo con la

ecuacién (8-10) la transformfada de v(t) es
V) = (1 ~ =) (-14)

Al substituir este valor de V(s) en la ecuacion de transformada,

Lisl(s) — i0+)] + RI(s) = L1 o= @15

Figura 84. Red RL con excitacion de pulso.

Se substituyen los valores de los elementos y para las condiciones
iniciales #(0 +}=0, se obtiene

—(—e X
I(s) = GED (8-16)
Esta expresién se puede escribir como Ia suma de términos
1 o
BN i cxayy @17

El primer témino de esta ecuacién se desarrolla con facilidad me-
diante fracciones parciales Y se obtiene

1
s(s+ 1)

(8-18)

o [
1

@

+
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De acuerdo con este desarrollo, la ecuacién (8-17) se puede ex-
presar como sigue

K=t Lo e, et (8-19)
La transformacion inversa de Laplace se puede desarrollar término
por término en esta ecuacion, para dar

£(s) = i(7)
= —eut) — [1 — et —a) (820

~uit- a)te t-dujt-a)

Figura 8-5. La excitacién v y las dos partes de la respuesta
con su suma, que estd representada por la linea punteada.

El tercero y el cuarto término de esta expresion difieren del pri-
mero y el segundo sélo en que tienen un traslado en el tiempo y son
de signo contrario. La forma de onda que representa esta ecuacién
aparece graficada en la figura 8-5.

El resultado que se obtuvo en la ecuacién (8-20) es el mismo que
se encontrarfa utilizando dos fuentes de voltaje conectadas en serie,
una para #(t) y la otra para u(t - a) y, luego, sumando las dos res-
puestas para encontrar la respuesta total de la ecuacién (8-20).

Otro teorema importante es el feorema de escala que relaciona los
cambios de escala en el dominio s o de la frecuencia con los cambios
correspondientes de escala en el dominio ¢ o del tiempo. El término
cambio de escala significa que ya sea s o r se multiplica por una
constante positiva. Dada upa funcién variable en el tiempo f(r), se
cambia la escala al formar una nueva funcibn, f{#/t,). Su transformada
se encuentra como sigue: a partir de la ecuacion de definicidn

.ﬁ[f(%)} f : f(t—’ﬂ)e dr 821
t f : f(-[%)e‘“""‘/‘“ (i(é) (8:22)

i

o bien

I
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Si se hace que t/tg =7, entonces la Gltima ecuacién se convierte en
r.ft -
2 f(£)]=n f Fwem e (8-23)
) 0-

Por dltimo, la integral define a F(fps), de tal modo que se puede
escribir

e [ f(zi)] = 1,F(ty5) (8-24)

La transformada inversa cotrespondiente es

f(%) = 1,1 F(ty5) (8-25)

EJEMPLO 2

De acuerdo con la corriente de transformada
1
I(s) = GED (8-26)

el valor correspondiente de i(7) es

iy=1—e (8-27)

Fl teorema de escala indica que la nueva funcién

W)= 82025) =1 — e (8-28)

estd relacionada con i(#) en la ecuacién (8-27) por un simple cambio
de la escala de tiempo. Esta escala de tiempo es importante en el uso
de las computadoras analdgicas.

8-2. LAS FUNCIONES RAMPA E IMPULSO

Este estudio se iniciard utilizando la ya conocida funcién escalén
unitario. ‘Si esta funcién representa el voltaje que se aplica a un induc-
tor, entonces la corriente del inductor es

.
i = % f vy d (8:29)

Si vy, =u(t) e iz(0)=0, iy =t/L parat>0 y la corriente aumen-
tard linealmente con el tiempo mientras se aplique voltaje constante.
Esta respuesta se conoce como fincion rampa (o rampa lineal) y es
muy til para describir varias entradas o respuestas. Por ejemplo, una
rueda que gira a una velocidad angular constante tiene un desplaza-
miento angulac que es una funcién rampa.
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A continuacién se supondrd que la funciva escalén unitario Tepre-
senta la corriente en un inductor. En este caso el voltaje del inductor
estd dado por la ecuacién

o= L‘% (8-30)

La derivada de i, = u(t) tiene un valor cero para todos los tiempos
excepto el instante en que se produce el escaldn es decir para t=0.
En este momento la derivada (siendo una pendiente) es infinita. Tal
funcién, que tiene sélo un valor distinto de cero (que es infinito), se
conoce como funcion impulso. Fu la figura 8-6 se muestran las repre-
sentaciones de las funciones rampa ¢ impulso.

R Funcion rampa

Funcion  escalén

3
Figura 8-6. Funciones que se vy !
telacionan  por integracién (de Funcidn impulso
abajo hacia arriba) y por deriva-
¢ién (de arriba hacia abajo).

Este estudio se ha relacionado con el inductor, pero ss evidente
Que se pueden obtener los mismos resultados con una base dual para
el capacitor. Obviamente, en el caso del inductor y el capacitor el
interés se centrard en las funciones relacionadas mediante la diferen-
ciacién y la integracion. Y, dado que el escaldn unitario es una forma
de onda importante, también el estudio se relacionard con las rampas
y los impulsos.

Dada la funcién escalén unitario de la figura 8-7(a), se puede inte-
grar tres veces para obtener las tres formas de ondas que se ilustran
en (b), () y (d) de esta figura. Principiando con la forma de onda de
(d), s puede diferenciar también tres veces 'y volver a la funcién
escalon unitario. En este sentido, cada una de las cuatro funciones de
Ia figura 87 es una funcion wnitariz: la diferenciacion o integracion
de una funcién unitaria da otra funcion unitaria. Si se va a ampliar
este concepto a la derivada de la funcién escalon unitario y mds all4,
&5 necesario definir primero un impulse unitario. :Qué es un impulso
unitario?

Sea la funcién rampa modificada que se muestra en la figura 8-8.
La funcién es una rampa desde ¢ =5 hasta f=¢, ¥y en ese momento

i3

Figura 87. () Una funcién es-
calén unitario y las formas de
onda resultantes de una integra-
cion (b), dos integraciones (¢),
¥ tres integraciones (d).
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i-fxdt !
.
bl a—sC t
[
x-d‘: lja
¥
[ — B
b ¢

Figura 8-8. La derivada de la funcién rampa modificada es el
pulso. La funcidén impulso unitario queda definida cuando a
tiende a cero.

asume el valor constante unitario para todo el tiempo. El intervalo
(c—b) se define como a4 La derivada de esta funcion rampa modi-
ficada es un pulso con un ancho @, como se indica en la figura
(inversamente, la integral de la funcién pulso es Ia rampa lineal). Si lIa
funcién rampa se designa con la variable 7, el pulso tiene una magni-
tud di/dt, que es la pendiente de la rampa. La pendiente de la rampa
es la distancia 1 djvidida entre la distancia g, es decir

di 1
a L 8-31
dt a @31
Abora bien, el 4drea del pulso es @ X 1/a =1, para cualquier valor de
2 Conforme a tiende a 0, la funcién rampa modificada se acerca a

una funcion escalén unitario. Al mismo tiempo, €l pulso tiende a una
altura infinita y con un ancho cero, mientras el drea permanece cons-

T

c3 lez ey t Figura 89. Tres pasos en la
[res= J secuencia de valores mds peque-
% AJ fios de a de la figura 8-8, sien-
P& do a3 <ay <a,.
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tante e igual a 1. En la figura 89 se ilustran en secuencia los tres
pasos que se acaban de describir. En el limite,! esta funcién se co-
noce como un impulso unitario,?2 y se designa como &(r — b). Ahora
se verd la forma en que el impulso unitario entra en el modelo- de la
figura 8-7. La integral

J'_ St —bydt=1, i1>b
=0, t<b

(8-32)

que es la funcién escalén unitario, u{t —b). O bien, Iz derivada del
escaldn unitario es el impulso unitario. Por tanto,

d = 5(f — B) = -
Eu(t—b)—(S(t b) = oo, t=15
=0, t£b

(8-33)

La funcién impulso es importante en el andlisis de sistemas y se
utilizard con frecuencia en los estudios que siguen.?

La secuencia de la figura 87 se puede ampliar hacia la izquierda
tanto como se desee, definiendo otras funciones unitarias. En conse-
cuencia,

1 Por otro lado, se puede comsiderar que la funcién impulse queda definida
por los siguientes limites

1

_ N\
Iim = (1)

o0 I

lm 1 et/ = §(r)
0—0vx g

e—t/o

it =
iy o

2 En fisica matemitica esta funcidén se denomina funcién delta de Dirac.

3 F] lector que se interese en las propiedades matemiticas de las funciones
impulso ¥ en un analisis de su justificacién en términos de las distribucionies de
Schwartz puede consultar S. Seshu y N. Balabanian, Linear Network Analysis
(John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1959), piginas 112-119, o bien, a un
nivel més avanzado, Bernard Friedman, Principles and Techniques of Applied
Matheratics (John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1956), paginas 136-144, o
bien, A.H. Zemanian, Distribution Theory and Transform Analysis (McGraw-Hill
Book Company, Nueva York, 1965). ‘



(a)

()

Figura 8-10. (@) Una funcién
cuyo limite conforme ¢->0 es
el doblete unitario que se repre-
senta en (b).
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Se—B) = Lot —b) =40 ¥ e b 534

=0, ts%b

es un doblete unitario y es la funcién que se obtiene como limite
cuando ¢ -0 en la figura §-10.

A continuacién se volverd al inductor y el capacitor, de acuerdo
con los cuales se introdujeron la rampa y el impulso. Con Ia fuente de
voltaje que se muestra en la figura 8-11, la corriente es

i = % f& 8t — a)dt = %u(z —a) (8-35)

Figura 8-11. Un inductor some-
tido 2 un impulso unitario de
voltaje de manera que la corriente
del inductor cambie instanténea-
mente.

Esa ecuacién indica que un impulso unitario de voltaje aplicado a
un inductor hace que de inmediato se establezca una corriente i/L
amperios. Este comportamiento es desacostumbrado en un inductor
pero, al mismo tiempo, el impulso de voltaje es también una fuerza
impulsora poco comin. Se requiere un voltaje infinito para cambiar la
comriente instantdneamente en un inductor. Se puede encontrar un re-
sultado similar para el voltaje en un capacitor. Con una fuente de
corriente de impulso como la que se muestra en la figura 8-12, el
voltaje del capacitor es

Vo = —c~u(t —a) (8-36)

Por tanto, un impulso unitario de corriente hace que aparezcan
instantdneamente 1/C volts en las placas del capacitor. Viendo esto de -
otro modo, la integral de la corriente es la carga, de tal manera que
un impulso unitario de corriente corresponde a entregar al capacitor
una unidad de carga, lo que da por resultado un cambio de voltaje de
1/C unidades.

Este estudio se ha hecho con funciones unitarias; pero los resul-
tados se pueden ampliar con suma facilidad al caso en que las fun-
ciones estén multiplicadas por uma constante K. En este caso, K&(t)

Figura 8-12. Un capacitor some-
tido a un impulso unitario de
corriente de manera que el vol-
taje de capacitor cambie instan-
tdneamente.
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Figura 8-13. (1) Un pulso triangular, (b) sy primera derivada
¥ {e) su segunda derivada. La parte (¢) de la figura ilustra
dos convenciones que se usan para indicar Ja intensidad del im-
pulso: un nitmero situado a lo largo de 1a flecha y una longitud
variable de ésta.

representa un impulso de drea K. Su integral da una funcién escalén
con una altura K y la integral de este escalon produce una rampa con
una pendiente K. Una notacién que se usa con frecuencia para repre-
sentar las funciones de impulso se puede introducir aqui en relacidn
con las formas de onda de la figura 8-13. En (a) de esta figura se
muestra una forma de onda triangular; su derivada aparece en () y Ia
segunda derivada en (c). La segunda derivada incluye tres funciones de
impulso. Las funciones de impulso se representan por medio de flechas
dirigidas ya sea hacja arriba o hacia abajo, dependiendo del signo del
multiplicador constante. El nimero que aparece al lado de la flecha
Tepresenta el drea de] impulso o, si asi se desea, la intensidad del
impulso. A veces las longitudes de las flechas se trazan en proporcion
al drea, como sucede en la figura 8-13(c). La forma de onda consis-
tente en un cierto nimero de impulsos se conoce como tren de im-
pulsos.

Ademds de ser uma funcion matemitica util, el impulso es una
idealizacién o un modelo para una fuente de energia con una salida
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que es muy breve en comparacidn con la respuesta de la red. En
consecuencia, la respuesta de una red a un pulso breve mds corto que
cualquier constante de tiempo en la respuesta natural de la red, es
aproximadamente Ja respuesta de impulso de la. red. EI impulso cons-
tituye también un modelo para otros sucesos ya conocidos. Por ejem-
plo, cualquiera que haya recibido un golpe en la cabeza de una veloz
pelota de béisbol no pondrd objecion a que este golpe se describa
como un impulso. Y con toda seguridad la pelota se habia alejado
mucho antes de que pudiera haber una respuesta; por ejemplo, que el
cuerpo se desplomara a tierra.

La transformada de la funcién impulso unitario se obtiene de
acuerdo con las cantidades quc se identifican en la figura 8-14 a partir
de la ecuacion

5 — b) = lim %[u(t — B —ut—b—a)] (837

v i/a
[ A
i
ek
+ 7 Figura 8-14. Canl‘idades perti-
b —'I nentes a la ecuacion 8-37, de la
que se deriva la transformada de
-l/a Laplace del impulso.

La transformada de Laplace de esta ecuacién de limite es

£6( — b) = 1fm & &
a—0

= (8-38)

Dicho limite se puede determinar aplicando la regla de 'Hospital, y
el resultado es
L3t — by = e (8-39)

en donde b es el tiempo en que aparece la unidad de impulso. Cuan-
do b =0 (es decir, el impulso se produce para ¢ = 0), se tiene que

£6(t) = 1 (8-40)

Este resultado se puede obtener en otra forma, utilizando la ecua-
cion (7-24):

£[8(0) = 3[3%1:(1)] = s8] = 1 (8-41)
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Lz transformada de la funcién rampa r(f) se determina aplicando la
ecuacion (7-33):
£IHn) = sU ult) dt] - %s[u(m =1 (8-42)
o

5

De acuerdo con estos ejemplos, se ve claramente el patron de las
ecuaciones de las transformadas de las funciones unitarias. Todas tie-
nen la forma 1fs*¥ y cuando se determina una funcién a partir de
otra, por medio de una derivacidn, se encuentra una nueva transfor-
mada a partir de la otra mediante multiplicacién por 1/s. La tabla
siguiente ilustra este resultado.

Funcion Transformada de Laplace
Funcién parabdlica unitaria 1/s3
Funcién rampa unitaria 1/s2
Funcién escalén unitario s
Funcién impulso unitario 1
Funcién doblete unitario s
Funcién triplete unitario 52

EJEMPLO 3

Supdngase que la red de la figura 84 se activa mediante una fuen-
te de impulsos en vez de una fuente de pulsos. En este caso V(s)=1
y, con i{0~) =0, la transformada de la ecuacién de voltaje es

Lsk(s) + RI(s) = 1 (8-43)

Substituyendo los valores L=1 y R=1 y resolviendo en funcién
de I(s), se obtiene

165 = l . (8-44)
y
i) = e (8-45)

Este ejemplo sencillo ilustra un resultado importante. La respuesta a
un impulso queda determinada sdlo por las constantes de la red. De
ahi que la respuesta al impulso caracterice a la red y se pueda usar
con fines de identificacion.
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8-3. SINTESIS DE LA FORMA DE ONDA

La funcidn escalén y otras funciones derivadas de ella son ttiles
como unidades fundamentales para construir otras formas de onda. En
esta seccién se ilustrard esta afirmacion con varios sjemplos y también
se determinarin las expresiones de transformada para tales formas de
onda. En la figura 8-15 se muestran tres métodos por medio de los
cuales se puede describir una funcién pulso con base en funciones
escalon. En la seccion 8-1 se mostrd que sacando la diferencia entre
dos funciones escalén,

o) = u(t —a) — u(t — b) (8-46)
v v
uft—al ut-aj~ wt-b
RO L,
M =
1
! b
’ a ¢ a b ¢
—ult-b) v
v utb-t) ulb-1) — ula—t)
a b ot
v ulb-1) - ult-al

Figura 8-15. Sintesis de un pulso rectangular a partir de varias
funciones escalén unitario.

se formaba un pulso con una unidad de amplitud de r=2 a t =b. Se
puede formar la misma unidad de pulso mediante Ja funcién escalén
unitario construyendo unidades estructurales tales como

o) =ud — ) —ula — 1) (8-47)
o bien
ot) = u(b — t)-u(t — a) (8-48)

segin se ilustra en la figura &-15.

Si se usa el mismo razonamiento que en el desamrolio de una fun-
cién de pulso, supdéngase que se desea representar medio ciclo de una
onda senoidal, como se indica en la figura 8-16(z). En (b) de esta
figura se presenta una onda senoidal definida sdlo para el tiempo
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senwt 0se<]

«

1 2 3 ¢

Figura 8-16. (2) Medio ciclo de
la onda senoidal o un pulso se-
noidal que se describe en fun-
cién de la suma de la onda se-
noidal de () y la onda trastada-
da de (c).

positivo y cero para todos los tiempos negativos. Esta forma de onda
se describe como sen meu(z). Utilizando el teorema de traslado de la
seccién 8-1, se observa que la onda senoidal de (c) es la misma que la
de (b), slo que se ha trasladado una unidad a la derecha, de modo
que sea sen (¢ — (¢ — 1). Puesto que la suma de estas dos formas de
onda da el medio ciclo de la onda senoidal que se busca, [a representacion
que se requiere es

v(t) = sen 7 u(r) + sen x(s — Du(t—1) (8-49)

Al utilizar la transformada de la funcién seno del capitulo 7 y el
teorema del traslado, es evidente que la transformada de medio ciclo
de la onda senoidal es

V) = o E 4 o) CE

Como ejemplo mds complejo de la sintesis de seffales, supéngase
que se desea representar la forma de onda de la figura 8-17. Esta
forma de onda es senoidal desde =1 hasta r =3 y desde ¢ = 5 hasta
t=17. Tiene un valor cero para todos los demds tiempos, a partir de
I =—oo hasta ¢ = 4. Una onda senoidal con un perfodo T se expresa
como sen (2/T)r. En este ejemplo en particular T = 2 y el origen del
tiempo se traslada en una unidad de tiempo para la primera onda y
en cinco unidades de tiempo para la segunda. A continuacién se da
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v
+1

Figura 8-17. Forma de onda sintetizada en funcién de senoides
por medio de la ecuacién 8-53.

una secuencia del procedimiento para construir una funcién que repre-

sente

o

(2

3

@

esta forma de onda.

La funcién sen #(z — 1) tiene la forma de onda que se muestra
en el intervalo £=1 a 7=3; pero esta forma de onda existe
también para todos los demds tiempos.

Al multiplicar sen w(f — 1) por u(f — 1) se eliminan todas las
formas de onda para los tiempos anteriores a r=1. Al restar
de este producto otro de similar trasladado al tiempo r=3 se
cancela la funcién para todos los tiempos posteriores a t = 3.
Dicho producto es u(f —3) senn(t —3). En consecuencia, el
primer ciclo de la onda sencidal se representa por completo
mediante la expresién

u(t — Dsenn(t — 1) — u(t — 3)sen n(t — 3) (8-51)

Mediante el mismo razonamiento, el segundo ciclo de la onda
senoidal se representa como

u(t — 5ysenm(t — 5) — ult — Dysenn(t — 7) (8-52)

La forma de onda total es la suma de las dos expresiones. Esto
se infiere porque cada funcién se define solo para su intervalo
(1 a3y 5 a7, respectivamente) y es cero para todos los
demds tiempos. En consecuencia, la forma de onda de la figu-
ra 8-17 se puede representar mediante la ecuacidn

o) = uft — Dsenm(t — 1) — u(t — 3senn(t — 3)
+ u(t — S)senx(t — 5) — u(t - Dysenn(t — 7) (8-53)

Otra manera de representar esta funcion se ilustra con la ayuda de
Ia figura~ 8-18. Por supuesto, ¢l producto de las dos formas de onda es
el que aparece en la figura 8-17. Se puede representar el tren de

pulsos
estin

como compuertas que estdn abiertas cuando tienen el valor 1 y
serradas cuando son 0. A continuacién se representard una com-
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[ AwAWAWA
VAYAVAYS

Figura 8-18. Una onda senoidal trasladada medio ciclo y dos
funciones compuerta. El producto de v; y v; da v en la figu-
ra 817.

puerta que se inicia en el tiempo fo y tiene una duracién T, como
sigue:

Nar) =ult —to) —ult —t, —T) (8-54)
En este caso, la forma de onda de la figura 8-17 es sencillamente
v() = —sen {1, 26) +115,(9] (8-55)

Asimismo, la forma de onda de la figura 8-16(¢) se puede describir
como

o(f). =sen ntlL, () (8-56)

La funcién rampa sirve también para construir formas de onda 0ti-
les. De acuerdo con la figura 819, se ve que una forma de onda

Pendiente %

Pendiente % -

T t 0] z T ¢t
2

iy

Pendiente - &
AN

" 3

(a) ®)

ﬁguxé 8-19. Sintesis de un pulso triangular isbsceles con funcio-
nes rampa.
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triangular de altura unitaria y duracién de T segs se puede construir a
partir de tres funciones rampa. De acuerdo con la figura, es obvio que

Agrld) = %r(t) - %r(r - %) n %r(r -1 @

en donde la letra griega lambda representa la funci6n triangular y en
Ay, 1o to e el tiempo en que principia la forma de onda y T es su
duracién. Esta notacién compacta permite que una forma de onda en
diente de sierra se represente mediante la serie infinita

WO =Agr+ A+ Agrp 4. (8-58)

La transformada de la forma de onda triangular descrita por la
ecuacién (8-57) se puede determinar a partir de la suma de las trans-
formadas

2 4 2
YO =g —gme "t e -9
2 1__ ~Ts/2}2
S a0

A continuacién se verd el problema de determinar la transformada
de Laplace de una funcién periédica con un periodo 7. Este tipo de
funcién es el denominado onda cuadrada, que se muestra en la figu-
ra 8-20. Tal forma de onda se puede representar de acuerdo con una
suma infinita de funciones escalén como

- v(t) = u(r) — 2ult — a) + 2u(t — 2a)
2t —3a) ... (8-61)

-1k —

Figﬁm 8-20. Onda rectangular, llamada también onda cuadrada.

La transformacion de Laplace se puede aplicar a esta expresion,
término a término, para dar

1 e o gedes
Vis) = —- _ 25 A -
()= 25+ 5 25—+ (8-62)
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Al factorizar los términos comunes, la ecuacidn se convierte en
V(s) = %{1 —eU e e ey (363

La serie infinita que aparece en esa ecuacién se puede identificar
con el desarrollo siguiente, de acuerdo con el teorema del binomio;

1 st | gter _ gter
Toem=l—e™ tem gy (8-64)

de tal modo que ¥{s) se convierte en

1 2e™ N 1 {1 gmas
o= (1 22 )-+(F5) 6o
finalmente,
1 as
Vis) = i tanh T (8-66)

El procedimiento delineado en el ejemplo se puede aplicar a cual-
quier funcién periddica con un periodo T que satisfaga a f(¢ +nT)=
A(t), en donde 7 es un entero positivo o negativo. La transformada de
cualquier funcién de esta indole es

el T 2T
Ao = [ fweai= [ e ar i [7 foeran ...
9 0 T
8-67)
Trasladando  sucesivamente cada término de la transformada por
e~ en donde n es el ndmero de traslados necesarios para hacer
que los limites de la expresion integral sean de 0 a 7, se tiene que
T
F(s) = (1 f e~ o g27 )j , e f(t) dt (8-68)

Si se utiliza el teorema binomial para identificar la serie,
l T
Fs) = ‘_NJ‘ e *f(t)dt (8-69)
1—e o

Ahora la integral de esta ecuacién representa la transformada de
f(t), si ésta existiera s6lo de 0 a T Haciendo que esa transformada sea
F(s), se tiene

s) = Fils) (8-70)

1
1 —¢Ts

Esta ecuacion relaciona a Ia transformada de una funcién periddica
con la transformada del primer ciclo.
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EJEMPLO 4

Se supondrd que se requiere determinar la transformada de un tren
de pulsos de un periodo T, donde cada pulso tiene un ancho a. La
transformada de este pulso estd dada por la ecuacion (8-14). Haciendo
las substituciones necesarias en la ecuacién (870), se obtiene el resul-
tado final

Rs)=-L1—e”

s 1 —e?r

8-71)

Evidentemente, la ecuacién (8-70) es un resultado atil.

Ya se hizo referencia al tren de impulsos como una forma de onda
que se obtiene al derivar una forma de onda representada a base de
funciones escalon. Ahora se necesitard una representacion de un tren
de impulsos, unitarios espaciados a4 unidades de tiempo. Un simbolo
apropiado para representar este tipo de tren de unidades de impulso es
la letra cirilica IfI, que se pronuncia shah. Entonces,

HI() = 6() + 8¢t —a) + Gt —2a) + ... (8-72)
=¥ 6 — na) &-73)

Cuando IM,(¢) se muitiplica por una funcién de tiempo, f;(?), el
producto

v*(r) = f1{(HUL() (8-74)

se conoce como una funcion discreta muestreada, indicada por el as-
terisco superior, indicando que v*(r) tiene un valor sdlo para los tiem-
pos en que f=na y, en este caso, fy(na) representa el drea del im-
pulso, (denominado a veces el peso de la funcién). Por ejemplo, la
derivada de la ecuacion (8-61), la forma de onda de Ia figura (8-20), es

() = 8(r) — 26(r — a) + 26(t — 2a) — . .. (8-75)

como se indica en la figura 8-21(b). La funcién f;(r) que multiplica 2
III,(¢) para representar esta funcidn discreta muestreada es aquélla para
la que f1(0)=1y fi(na) = 2(~1)" para n +# 0. La funcién

vi(t) = tM,(1) (8-76)

es ¢l tren de impulsos que se muestra en la figura 8-21(c). Estos
trenes de impulsos se utilizan con mucha frecuencia en el andlisis de
sistemas de datos muestreados; por ejemplo, los que incluyen una
computadora digital en el sistema. También se emplean, haciendo que
t represente-la distancia espacial, al simbolizar fuentes en la teoria de
disposicién de antenas
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Figura 8-21. Tres diferentes tre-
nes de impulsos. . (c)

La transformada de IIL,(7) se caleula con facilidad a parﬁr de la
representacion en serie de'ld ecuacion (8-73) y

UL(s) = UL = 1 + e 4 g2 4 . (8-77)

Esta es la serie de la ecuacion (8-68) y se puede escribir en forma
abreviada como sigue

) = = ®78)

Dicho resultado se puede obtener a partir de la ecuacién (8-70),
observando que, para la funcién impulso del primer periodo, F;(s) = 1.
Para el tren de impulsos pesado,

V30 =[O = £1(0) + f1(a)6(t — a) + f,(2a)5(t — 2a) + ...
(8-79)

la transformada se convierte en

SLAOULE)] = 1,0} +f (a)e™
+ fiQRaye=2 4 . .. (8-80)
Como se verd en la seccion 85, éste es un caso especial de la
transformada de un producto de dos funciones del tiempo.
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8-4. VALOR INICIAL Y FINAL DE f(r)
A PARTIR DE F(s)

Con frecuencia . es.itil determinar el valor inicial y final de una
funcién respuesta f(r) de un modo directo, a partir de la funcién
transformada F(s). Por ejemplo, se puede tener interés en comprobar
F(s), para ver si corresponde a determinada condicién inicial antes de
determinar f(f) a partir de F(s). Esto se logra aplicando dos teore-
mas que se relacionan con los valores inicial y final de f{(z).

Primero se demostrard que si f{f) y su primera derivada son trans-
formables de acuerdo con el método de Laplace, entonces

£(0=) = lim f(t) = 1im 5F(s) @:81)

Para corroborar esta proposicién se hace que s tienda a infinito en
la ecuacién transformada de Laplace, correspondiente a la derivada de
f(?); por tanto,

ifm : [@}—" de = 1im [sF(s) — f(0~)] (8-82)

Puesto que § no es una funcién de 7, se hace que 5 tienda a
infinito antes de integrar. En estas condiciones, la integral tiene un
valor cero, de modo que

lim [sF(s) = f0-)] = 0 (8-83)
o bien L
fO—) = lim f(1) = lim sF(s) (8-84)

como se requeria.

EJEMPLO 5

Sea la funcion de transformada

25+ 5
IG) =32 X
; W=D ®85)
Al aplicar la ecuacion (8-84) se tiene que
By =1ltm 2 E3 o (8-%6)

T35 +2

Se demostrard que éste es el valor correcto basindose en la trans-
formada inversa de la ecuacién (8-85), que es

i) = 3t — oo (8-87)
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A continuacién se demuestra que si f{r) y su primera derivada se
pueden transformar por el método de Laplace, entonces
lim f(z) = lim sF(s) (8-88)
£ 0
El punto de partida es la ecuacién (8-82)" evaluada para s 0.

Puesto que s no es una funcién de t, se hace que s tienda a cero, de
tal modo que e=% =1, y se integra para obtener

f : [%} dt = Ifm o [%J & (8-89)
= I,LT [f(® — r0-)n (8-90)

Igualando este resultado a la ecuacion (8-82), escrita para el limite
§>0,sellegaala ccnclu;ién -de-que

i f) = m sF(;) (8-91)

como se requeria. Con esté-resultadose requiere que todas las raices
del denominador de sF(s) tengan partes reales negativas, ya que de
otra manera no existe el limite de f{r) cuando ¢ tiende a infinito. Por
ejemplo, senco no tiene un valor definido y e” es infinita. Por esta
razén, la ecuacion (8-91) no se aplica en el caso de la excitacién
senoidal.

EJEMPLO 6
Para la corriente
() = Su(t) — 3e~¥ (8-92)

es evidente que el valor final es 5. Se determinard este mismo resul-
tado aplicando el teorema del valor final. Para el valor dado de I2(1),

25+ 10
s(s +2)

¥, de acuerdo con la ecuacién (8-91),

I(s) = (8-93)

. _ 25 + 10 _
lm (1) = Hf? Tz = 5 (8-94)



260 Transformadas de otras formas de ondas de sefiales
8-5. LA INTEGRAL DE CONVOLUCION

La integral de convolucién, que data por lo menos de los dias de
Duhamel, en 1833, encuentra aplicaciones en muchos campos, in-
cluyendo teorfa de circuitos y control automético. Una aplicacién so-
bresaliente que se estudiara permite evaluar la respuesta de una red a
una entrada arbitraria, de acuerdo con la respuesta de impulso de la
red. Sean las dos funciones fi(f) y f2{¢), que se pueden transformar
por el método de Laplace y que tienen las transformadas Fy(s) y
Fy(s). El producto de Fy(s) y F(s) es la transformada de Laplace de
A1), que se obtiene de la convolucion de fi(t) y fa(¥), como lo
establece la ecuacidn

10 = F@RE) = [ (@S -Dd (895
= [ r@fe-na @)

en donde 7 es una variable ficticia de ¢ Las integrales de estas ecua-
ciones se conocen como integrales de convoluciéon. la convolucidén de
F1(2) y f2(2) se designa mediante la notacidn especial

S0 =f:() = (0 (8-97)

De acuerdo con esta notacion, se observa que

F(s) = L1410 2,001 = £12(0) +£,(]
= F\($)F(s) (8-98)

Asi, la transformada inversa de Laplace del producto de F{s) v
F,(s) se encuentra mediante la comvolucion de fi(#) y f2(f), por la
ecuacion (8-95), o bien la (8-96).

Al deducir estas ecuaciones se observa que F(s) = F,(s)F,(s) se
puede expresar como un producto de las integrales de transformadas
de Laplace, que incluyen las variables ficticias x y ¥ como sigue

Fo=[[rmeray | [Trweax] 699

Puesto que cada una de las integrales es constante con respectc a la
otra variable de integracion, la ecuacidén (8-99) se puede reordenar
para tener la siguiente forma:

o) = [ [ fi0) e dy dx (8-100)

4 Para un relato breve dcl desatrollo de la integral de convolucidn véase, de
M. Y. Gardner y J. L. Barnes, Transients in Linear Systems (John Wiley & Sons,
Inc., Nueva York. 1942). piginas 364-365.
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En este punto se introducen las nuevas variables £ y 7, que se
relacionan con x y ¥ por medio de f=x+y y 7 =x. Para volver a
expresar la ecuacién (8-100), de acuerdo con f y 7, es necesario
investigar la relacion del producto dy dx a dr dt, y determinar tam-
bién los nuevos limites de integracién. Las 4reas diferenciales dy dx-y
dr dt se relacionan, por el Jacobiano® segin la siguiente ecuacidon

_|gxdy_axdy !
dydx = o dior dr dt (8-101)

Al calcular las derivadas parciales requeridds se descubre que
dy dx =dr dt, lo cual significa que las dreas diferenciales son las mis-
mas. para Jos dos sistemas de variables. En las coordenadas x-y los
limites de integracién se extienden desde O hasta infinito tanto para x
como para y. Ahora, t =x +y =7 +y. Puesto que el valor mis pe-
quefio de y es cero, se infiere que sOlo se necesitaria tomar en cuenta
t>7. La ecuacién f=r1 define una recta en el plano #—7, a 45
grados con respecto al eje 7, para integrar el drea entre la linea f=1
y 7=0, se observa que se integra desde f=0 hasta f =00 y, luego,
desde 7= 0 hasta 7= 1.

Ahora se puede escribir la ecuacion (8-100), con las variables ry 7,
como sigue:

F(s) = f: U filt — 1) f2(x) dr]e"’ dt (8-102)
o
Por tanto, a partir de la ecuacién de definicién de la transforma-
cion de Laplace se tiene la identificacion,

1O = [ A= 0f@d=f0+S0 8109

que demuestra’ la validez de la ecuacién (8-96). Si f1(f) v f2(¥) se
intercambian, se puede efectuar la misma derivacién para la ecua-
cién (8-95).

Aunque los datos de esta derivacidn estén bien claros, es impor-
tante conocer a fondo las operaciones que se describen en la integral
de convolucién. A continuacién se mostrard, por medio de ejemplos,
que la convolucién se puede interpretar de acuerdo con cuatro pasos:
(1) doblamiento, (2) traslacidn, (3) multiplicacion, (4) integracion. Es-
tos cuatro pasos describen el equivalente inglés del vocablo alemin
Faltung; 1a integral de convolucidn se conoce también con el nombre
de integral Fualtung:

5 A.E. Taylor, Advinced Calculus' (Ginn & Company, Boston, 1955), pagi-
na 428
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EJEMPLO 7

Para este ejemplo, sea Fi(s)=1/s y Fa(s)=1/s + 1, de tal modo
que fi{)=u(®) y f2(f)=e~"u(f). Por convolucién, se desea deter-
minar

=50 = fo wt — 1) dr (8-104)

Los pasos para aplicar la convolucién a estas dos funciones se ilus-
tran en la figura 8-22, en donde f1(f) y f2(f) se muestran en (2), y
fi(#) v fa{r) en (b), lo que es un paso elemental una vez que se sabe
fo que se busca. En (¢) se han ‘‘doblado®. las funciones alrededor de
la linea t=0 y en (d) se ha trasladado algin valor tipico de 7, como
se describe en la seccion 8-1. En'(e) de la figura 8-22 se ha efectuado
la multiplicacién indicada dentrc de la integral de las ecuacio-
nes (8-95) y (896). La integracién del drea sombreada da un punto

. " \
t @ t
fi(n) f
T I
]
fil—1) fal=7)
[ T
(e)
filt—7) folt=7)
—]
t T t T
(d)
fiit=7) fol2) flr) fole—7)
T B
(e}
fie)=fisf fB=farfy
t t
)

Figura 8-22. Pasos de lu convolucién de fi con f, en (¢) para
obtener f=f; * f en cl paso (f) de la figura.
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de la curva f{z) para el valor de ¢ seleccionado en el paso (d). Al
efectuar los pasos de multiplicacién e integracion para diferentes va-
lores de ¢, como se muestra en la figura 8-23, se obtiene la respuesta
Sf(#), tal como se sefiala en (d) de la misma figura. Para este ejemplo
sencillo, la integracién de la ecuacién (8-104) es ficil y da

o= emar=1-e (8-105)
0
que es, por supuesto, la transformada inversa de Laplace del producto
de Fi(s) y Fafs). ‘

A
fO=s [m] (8-106)

como lo establece la ecuacién (8-95).

Figura 8-23. El paso (e) de la fi-
gura 8-22 gepetido para tres
valores de y. El 4rea sombreada
representa el valor de f(z) que
se muestra en (d) de la figura t tz t3 t
para tres valores de tiempo. ()




+o— ] +
Vyls) His) Vyls)
I -

Figura 8-24. Red de dos puertos
descrita por la ecuacion 8-107.

Ao
1q

=<I1F

L V—

Figura 8-25. Forma especifica
de la red general de la figu-
ra 824, que se considera en el
ejemplo 8.
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Sea la siguiente red con los pares de terminales que se ilustra en la
figura 8-24. En el capitulo 10 se demostrara que si todas las condi-
ciones iniciales de la red son cero, entonces las transformadas del
voltaje de entrada y salida se relacionan mediante una ecuacién de la
forma h

Vi) = HOW.A(5) (8-107)

en donde H(s) se conoce como funcion de transferencia, que relaciona
a los dos voltajes: V;(s), la transformada del voltaje de eritrada, y
V,(s), la transformada del voltaje de salida. Puesto que Vafs) de la
ecuacién (8-107) se expresa como un producto de las transformadas,
se tiene una aplicacién evidente de la integral de convolucién. Por
tanto,

o(t) = LV HEV (5] = | 0 v — 1) dt  (8-108)

= @h{r) dr o (8-109)

en donde las dos formas corresponden a las ecuaciones (8-95) y
(8-96). Ahora, si v,(f) = §(¢), entonces la transformada de la unidad
de impulso es Vy(s)=1. En estas circunstancias, V3(s) = H(s), o bien
v2(t) = h(t) es la respuesta al impulso de la red, al mismo tiempo que
es la transformada inversa de la funcién de transferencia H(s). Al igual
que se encontrard que la funcién de transferencia caracteriza a la red,
también la respuestd de impulso es caracteristica de la red.

Las ecuaciones (8-108) y (8-109), indican que, si se conoce h(r), la
respuesta al impulso, s6lo se necesita especificar el voltaje de entrada
vi(t) para poder determinar el voltaje de salida por convolucién. En
otras palabras, cualquier entrada en convolucién con la respuesta al
impulso unitario dard la salida.

EJEMPLO 8

Para ilustrar el uso de la ecuacién (8-108) 6 (8-109), véase la red
que aparece en la figura 8-25. Para esta red se observa que V,(s5)=
I+ (1/s), y Va(s)=(1/s), de tal manera que

. (8-110)

Vals) = H(s) =

Vi)~ =

1
De acuerdo con la tabla de las transformadas, se encuentra que .

h(t) = e~ o (8-111)
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es la tespuesta al impulso unitario de la red. Entonces, segin la inte-

gral de convolucién, la salida para el voltaje de entrada () =e"2*
es
vt = j“ e 200" g (8-112)
o bien
v = eB(e — 1) = e~ — e (8-113)

Para este ejemplo en particular, el desarrollo por medio de frac-
ciones parciales es mas directo. Para formas mds complicadas de en-
trada se puede utilizar con ventaja la integral de convolucion.

U1

vt

@ &)

Figura 8-26. La respuesta al impulso de fa red de la figura 8-25
y (b) una entrada arbitraria para la que se encuentra la respues-
ta aplicando convolucion.

Supéngase que se desea determinar la respuesta de una red cuya
respuesta al impulso se ilustra en la figura 8:26(a) para la entrada
arbitraria que se muestra en la figura 826(b). Es evidente que esto se
puede Jograr efectuando la convolucién de las dos funciones del tiem-
po de la figura. Los pasos que permiten lograr ello se muestran en la
figura 8-27, con las mismas operaciones que se presentaron antes en la fi-
gura 822. De acuerdo con esta figura, se pueden hacer dos observa-
ciones: (1) para esta entrada arbitraria, los pasos de multiplicacién e
integracion se deben efectuar graficamente o por medio de operaciones
graficas equivalentes, utilizando computadora digital .o analogica.
(2) La operacién de multiplicar la entrada v,(r) por la respuesta al
impulso trasladada h(f — 7) y luego integrar de 0 a ¢ se puede consi-
derar el equivalente de pesar todos los valores pasados de la entrada
con la respuesta al impulso. Esto se ilustra en la figura 8-28, donde
aparecen superpuestas las formas de onda de la figura 8-27(a) y (c)- Al
aumentar ¢, h(f - 7) se traslada hacia la derecha, ilustrindose esto para
los 'tiempos crecientes fy, f, y f3. Cuando esto sucede, el producto de
las dos funciones que se muestra como el 4rea sombreada de la figu-
ra 8-27(d) cambia y también varfa la salida v,(¢). Esto se puede visua-
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i) A(r)
b | B
(a}
vy(=7) h(— 1)
T [ B
(%)
‘\N\F_‘“\") hty=1)
| B [ -
(e)
vi(t=) h{r) hit=r)oy(r)
. B
(d)

Uz(ﬁ)V valt)

(e}

Figura 827. Los pasos de convolucion para una entrada arbi-
traria vy con la respuesta al impulso, para obtener la salida v;.

[ ty i3 T

)

Figura 8-28. La respuesta al impulso como una funcién de ba-
rido o exploracidn.

lizar como si h(t—7) se deslizara o barriera v((r), dando origen al
nombre de h(t— 1) que se conoce como funcion de barrido. Confor-
me se hace el barrido de la figura 8-28, la salida en cualquier momen-
to se determina principalmente con valores recientes de la entrada. Los
valores “muy viejos” de entrada tienen muy poco efecto en la salida
actual, aunque, hablando en forma estricta, se puede ver que la salida ac-
tual se determina gracias a toda la historia anterior de la entrada
pesada con la respuesta al impulso. Este resulta un modo util de
visualizar la forma de la respuesta que se obtiene al excitar una red o
un sistema.
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Nombre de la operacion

Definicién
Operaciones lineales
Suma

Mutltiplicacién por una constante

Ambas ' operaciones
Derivacién
Primera derivada

Segunda. derivada
Tercera derivada
Integracién
Primera integral
Primera integral
Segunda integral
Trastacién
Escala

Escala de tiempo
Escala de magnitud

Funciones periédicas

Convolucién

Multiplicacién por ¢

Multiplicacién por e
Valor inicial

Valor final

[O]
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OES O]
Kf()
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25w

dz
L0
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[ rorar
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@

RESUMEN DE LAS OPERACIONES DE TRANSFORMADAS
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N =Foy = [ fiyemse ay
Fi) £ Fals)
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a1 Fi(s) & a2Fa(s)
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—dFi(s)
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= lim sF{(s)

= lim sF(s)
purt

siempre que los polos de sF(s)

queden en e| semiplano izquierdo

arz
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Otra forma de visualizar 1a funcién de barrido se basa en la obser-
vacion de que, puesto que F(s) - 1 =F(s) y £[5(r)] = 1, entonces, de
acuerdo con la ecuacién (8-95),

j 0 FE@W( — Ty de = f(1) (8-114)

lo cual significa que la convolucién de f(r) con &(¢), Ar) +5(z) da
sencillamente f{t). Conforme la ¢ de §(r — 7) varfa desde O hasta oo, se
reproduce f{r). Aunque ésa es una operacién indtil, permite identificar
a 8(t—7) como la funcién de barrido. En la figara 8-29 el impulso
para 7 =1 se ha substituido por una pantalla con una rendija vertical
angosta, que es mds ilustrativa de la operacién de barrido o explora-
cién. Conforme la rendija barre de cero a infinito, se produce a f{¢).
Dado que la integral de la ecuacién (8-114) tiene un valor diferente a
cero sblo -cuando 7 =1, se pueden substituir los limites con —co y o
sin perder la generalidad, y la operacion de barrido se puede extender
sobre los nuevos limites para reproducir f(¢) en cualquier tiempo. En
otras palabras,

i " f@ 8¢ —vdr=10) (8-115)

Algunos de los resultados de esta seccion se resumen en la ta-
bla 8&1.

Rendija

Figura 829. La funcién impul- v 4 Pantalla
so, representada por una rendija, / /

que se usa como funcidén de ba-
rido.

8-6. CONVOLUCION COMO UNA SUMA

En la evaluacién de la integral de convolucién mediante una com-
putadora digital y en muchas aplicaciones de ingenieria es necesario
reemplazar la integral con una suma finita. Los pasos para lograr esto
se ilustran para la ecuacién

vy () = ju ,(Dh(t — 7) dt (8-116)
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En primer lJugar, se substituye el término infinitesimal dr por un
intervalo T de ancho finito y se hace que n7=7. A continuacion, se
escribe la ecuacién (8-116) como la suma

v =T )'fo v, (nT)H(t — nT) 8117
para
KT<1<(K+ DT (8-118)

en donde K es uno de los valores del entero n. En forma desarrollada
la ecuaci6n (8-117) es

0y(r) = T[v,(0)h(2) + v (DAt — T)
4 0, QTR — 2T) + ... ] (8-119)

Este resultado se puede interpretar con la ayuda de la figura 8-30,
en donde se presentan las formas de onda correspondientes a los tér-
minos individuales de esta ecuacidén. Cada término es la respuesta al
impulso por la magnitud »,(nT), que se multiplica mds tarde por 7, y
trasladada a una distancia apropiada a lo largo del eje £ La suma de
los términos de la ecuacién (8-119) se aproxima a la funcidn v, ().
Por supuesto, la exactitud de la aproximacién dependerid del tamafio
de 7, ya que mientras mis pequefia sea 7, tanto mejor seri la aproxi-
macion. En €l limite, T se convierte en dr y el resultado es exacto.

v,* (valores discretos)

Figura 8-30. Valores discretos de la respuesta vy obtenidos al
considerar la convolucién como suma. La v,(f) que se ilustra
mediante lfneas punteadas se encuentra a partir de la ecnacidn
(8-119).
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Si los valores de v2(t) se calculan solo para puntos escogidos - del
tiempo, KT, entonces la ecuacién (8-117) se convierte en

v3(1) = v¥(KT) = ;\;‘; (WK — myT (8-120)

en donde el asterisco indica una funcién discreta muestreada, como en
la ecuacién (8-74). Este postulado significa que la ecuacién (8-120) no
es una funcién continua, sino que se representa por medio de niimeros
reales para cada valor entero de K. Si se usa la ecuacién (8-117), se
puede calcular v, para todos los valores de ¢, como se muestra en la
figura 8-30, con una ecuacién diferente para cada intervalo que sefiala
la ecuacion (8-118).

Si se usa la alternativa de la integral de convolucién correspondien-
te a la ecuacion (8-116), es decir,

v = | 0 Kooyt — 1) de @-121)
entonces la forma de la ecuacién de aproximacién es
X
v,(f) = TZ,, AT (t — nT) (8-122)

Los pasos para determinar »,(r) se ilustran en la representacion de
esta ecuacion, que aparece en la figura 8-31. Las operaciones bdsicas
son demora en el tiempo, multiplicacién por una constante ¥y suma.
Estos pasos se pueden efectuar utilizando una linea de transmision
con derivaciones para obtener los diferentes valores de las demoras de
tiempo, un amplificador de ganancia ajustable puesto a los valores de
Th(nT) y un amplificador sumador o totalizador, como el que se usa
en las computadoras analdgicas para efectuar Ia suma.

Figura 831, Diagrama de flujo que ilustra los Ppasos compren-
didos en la determinacién de la respuesta usando la ecuacion
(8-122).
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EJEMPLO 9

Para ilustrar el uso de las ecuaciones de esta seccién para calcular
v2(2), considérense las dos formas de onda de la figura 8-32, la (2)

Figura 8-32. () Respuesta al impulso ¥ (b) entrada para la cual
se determina la salida por convolucion.

Para h(f) y la (b) para vi(f). Se utilizarin los valores de estas formas
de onda para calcular v2(5) mediante la ecuacién (8-120). De acuerdo

n

0 1 2 3 4 H 6
KnT) 1.00 819 670 .sd9 449 368 2301
v1(nT) 20 83 98 68 13 4% -72
ul(§ — 7] —48 —-18 68 938 8.3 2.0 0
ol —mTHeT) ~48 —147 456 538 373 T4 0

con las figuras, se Prepara la siguiente gritica, observando que, para
este ejemplo, T'= |.

v,(5) = 8.14 (8-123)
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Si se hace una computacién similar para cada valor de n, se obten-
drd v3(r). En este ejemplo se incluyé la sexta columna para demostrar
que, puesto que v;[(5—n)T] es cero para n mayor que 5, la serie
termina en n=5 y es pequefio ¢l nimero de céleulos necesarios para
un valor pequefio de n Esta aproximacion particular es deficiente,
debido a que el intervalo T es demasiado grande para la rapidez a la
que varia v;(f). Para realizar un estudio posterior mds detallado de
este ejemplo, véanse los problemas 8-77 y 8-78.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

Puesto gque los temas de este capitnlo son una continuacién de los del capi-
tulo 7, los ejercicios que se sugieren en el final de este Gltimo son también
apropiados para el presente. Ademds es de interés la integracién numérica de
funciones por medio de computadora, aplicadas 2 la convolucién, y se pueden
encontrar ejercicios corr: di en las refi ias del apéndice E-2.4. Por
ejemplo, véase la refe ia 7 de Huelsn citada en el apéndice E-10, capitu-
los 2 y 3, la referencia 12 de McCracken en el apéndice E-10, especialmente el
caso de estudio 22.

PROBLEMAS
&1. Escriba una ecuacion para la forma de onda no recurrente de la sigujente
figura, como binacion lineal de funci escaldn.
v
1 1
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82, Escriba la ecuacién para la forma de onda que se ilustra en la siguiente
figura, de acuerdo con una combinacién lineal-de funciones escalon.

v 10 |
¢
g8 9

i 2 3 4..5.6 7 [ATNN
-10

Fig. P8-2. B L 2

83. La forma de onda gque se muestra en la figura que sigue es de tipo
senoidal en el intervalo de +==0 a f=1 y es un tridngulo isdsceles en el
intervalo de =2 a t=3. Para todos los demds valores de f, v es cero.
Escriba una ecuacién para »(r), utilizando funciones escalén, rampa y se-
noidales. .

Fig. P8-3. - [©

84. La formaz de onda que. sigue es del tipo no recurrente. Escribz una ecua-
cién para »(f), en términos de funciones escalon y rampa, asi.como de’ las
funciones afines, conforme sea necesario.

Fig. P8-4.

8-5. La forma de onda que se ilustra en la ﬁgura siguienite es no recurrente.
Escriba una ecuacién para »(r) en términos de funclon escalén y las fun—
ciones afines, segun sea necesano

pj—

,\,.
!

o 1
Fig. P8-5.
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86. La forma de onda que se muesira en la siguiente figura es de tipo no
recurrente. Escriba una ecuacidn para esta forma de onda, »(2).

Fig. P8-6.

87. La figura que sigue ilustra una forma de onda ccmpuesta de segmentos
rectos. Para esa forma de onda escriba una ecuacidn de v(f) en términos
de funciones escaldn, rampa y forma de onda que se requieran.

Fig. P8-7.

8-8. Repita el problema 8-7 para la forma de onda que se muestra a conti-
nuacién.

Fig. P$-8.

89, Fl pulso parabdlico que se muestra en la figura slguleme se produce una
sola vez. Escriba una 6n para vr), utilizand jones multi
por las funciones escaldn trasladadas que sean apmpladas.

Fig, P8-9.
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810. En la forma de onda de esta figura, v salta: al valor b para t =0y, a
contimtacion, se reduce exponencialmente al valor ¢ para t=c¢, y enton-
ces, cae a cero. Después, el ciclo se repite con magnitudes negativas. Escri-
ba una expresién para esta forma de onda; utilizando funciones escalén.

-a

Fig. P3-10. Exponencial

8-11. A la red RL de Ia figura que sigue se aplica un pulso de voltaje de 10V y
5 pseg de duracién. (a) Si R =2 ohms y L =10 lH, encuentre i(t) y grafi-
que esta forma de onda. (b) Repita la parte (a) si R =2 ohms vy
L =2 pH. (c) Repita la parte (a), cuando R =7 ohms y L =5uH.

v

Fig. P8-11.

8-12. A la red RC que sec muestra a continuacion se aplica un pulso de 10V de
magnitud y con una duracién de 5 Uiseg. Determine la corriente v grafique
la forma de onda de ésta, si: (a) R =100 ohms y €=0.05yf. (b) R=
100 ohms y € =0.02 uF.

v
f C
5 pseg /D

1

Fig. P8-12.

813. Repita ¢l problema 8-12, determinando el voltaje a través del capacitor,
velt).

8-14. La forma de onda que se muestra a comtinuacién se conoce €Omo rampa
trunceda 'y s¢ utiliza para representar una funcidn escalén unitario que
tiene un tiempo de iniciacién diferente de cero. Utilice esta forma de
onda en vez del pulso rectangular que se aplicd en el problema 8-11.
Encuentre y grafique i(0), si tg =1 gseg.

Fig. P8-14, o ¢
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Fig. P8-22,

Fig. P8-24.
v
%
0 2t, 3t [3
Fig, P8-25.
v
1
e 2a 3at
Fig. P8-27.
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815,

8-18.
819,

8-20.

8-23.

8-24.

825,

8-26.

8-27.
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Utilice Ja forma de onda del problema 8-14 para »(r) y resuelva el pro-
blema 8-12.

. Use la forma de onda del problema 814 para »(s) y resuelva el proble-

ma 8-13.

. La forma de onda que se ilustra en la figura que sigue se denomina

escalera. (a) Suponiendo que la escalera que se muestra no se repite,
escribz una ecuacién para la misma con funciones escalén unitario. (b) Si

volts

6 t seg—

Fig, P8-17.

este voltaje s aplicara a un circuito RL, en serie, con R =1ohm y
L =1H, encuentre la corriente i(r) y grafique su forma de onda, utili-
2ando las mismas coordenadas que la escalera.

Determine la transformada ¥(s) para »(z} del problema 8-1.

Se tiene una funcién rampa que ha sido trasladada hacia arriba y que se
describe mediante la ecuacion

H =K+, 1,>0

(2) Grafique f)(r). (b) Determiné Fy(s).
Una funcién rampa que ha sido trasladada hacia abajo estd dada por

fo =K — 1, t,>0
(2) Grafique f5(r). (b) Determine Fals).

. Encuentre la transformada de la forma de onda que se da en el pro-

blema 8-3.

. Determine la transformada V(s) para »(2), que se indica en la siguiente

figura.

La forma de onda que se muestra en la figura que sigue es wna rampa
truncada terminada. Para esta »(r), determine la transformada Vis).

La forma de onda que se ilustra en la figura se compone de un solo pulso
triangular. Para esta, v(s), determine la transformada correspondiente V(s).
Determine la transformada ¥(s) para »(f), tal como se describe en Ja
figura. Compare el resultado con el que se encontré en el problema 8-22.
Determine la transformada de Iz forma de onda de escalera del proble-
ma 8-17.

Demuestre que la transformada de la onda cuadrada es

1
) = g3

. La forma de onda que se muestra en la figura corresponde 2 un voltaje

rectificado de onda completa. La ecuacién de la forma de onda es sen ¢
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desde O hasta 7, —sent desde 7 hasta 27, etc. Demuestre que la transfor- v
mada de esta funcion es 1}-
1 ns
F(s) = coth =~
(s) i coth )
8-29. La forma de onda que se wuestra es un voltaje de barrido que se utiliza p or 3rt

para desviar el haz de un il io de rayos bdi Demuestre que
la transformada de esta funcibn es

1 e e

a? " NI —e®)

8-30. Determine la transformada de la forma de onda de voltaje que s¢ muestra
en la figura.

8-31. La forma de onda de escalera de} problema 8-17 termina para f =35. Consi-
dere una escalera que se extienda hasta el infinito y que para f =nty salte
al valor n +1, como una superposicién de funciones escalén unitario. De-

F(s)=

termine la transformada de Laplace de estz forma de onda. e 2 3ot
8-32. Una escalera que aumenta geométricamente es semejante a la que se des

cribe en el problema 8-31, pero con uma amplitud que aumenta para Fig. P8-29.

t=nty al valor (- 1)2. Encuentre la transformada de Laplace de esta

forma de onda. "

8-33. La forma de onda que se muestra a continuacion se compone de un tren
de pulsos cuya magnitud disminuye exponencialmente. Para los valores
numéricos que se dan en esta figura, encuentre la transformada de Laplace
de la forma de onda F(s).

£t
1 Fig, P8-30.
e~ (envolvente)
h

1

o] 1 2 3 4 5 6 7 8 t : \

Fig. P8-33. 0 1 2 3 4

(a)

%94, Encuentre £~1[F;(s)F2(s)] utilizando la convolucién para las siguientes
funciones: 1

@ Fy=1/(s—a),F,=1/s—a)

® Fr=1/s+1), F2=s/(s+2)

@) Fy=1/s>+ 1), =1/ + 1) 3
@) Fy=s/(s +1), F, =1/s2 + 1)

(&) Fy = 1f(s + a), F2 = 1/(s + b)Xs + ©)

)

Fig. P8-36.

835. Determine £~ 1[F1(s)F,(s)] mediante la integral de convolucién para las
siguientes funciones

(@) Fy=1/s, F, = s + 1)
W) Fy=1s(s+ 1, F, =1/ +2)

©) Fy =1/s2, F; = s/(s2 + 4)

(&) F, =s/(s + D, F, = (s + 1)? + 11



U

Fig. P8-37.
Yy
2
0f 1
Fig. P8-38.

0 1 2

Fig. P8-39.

Fig. P8-40.
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Sea una red cuya respuesta al impulso se puede aproximar por medio de
las rectas que se muestran en la figura. Suponga que todas las condiciones
iniciales de la-red con cero para t=0-. Por convolucién, determine la
respuesta de la red al voltaje de entrada que se indica en la parte (b) de
la figura, si (@) tog =3, (b) to=4 y (¢) to =1. Para cada caso, grafique
v2(¢), dando valores numéricos para las pendientes, las magnitudes impor-
tantes, etc.

8-37. Sea la respuesta al impulso que se muestra en (¢) de la figura del proble-
ma 8-36. Sin embargo, para este problema la entrada de Ia red se muestra
en la figura adjunta. Mediante convolucidn, determine la respuesta de la
red cuando la entrada tiene (@) 7 =1y (b) T=3.

8-38. Véase la respuesta al impulso que aparece en (z) de la figura del proble-
ma 8-36. Haga la convolucidn de dicha respuesta con la funcidén de en-
trada que se muestra en la figura.

8-39. Para este problema, la respuesta al impulso es la que se ilustra en 1a figura
del problema 8-36, que aparece como {(g), y la entrada es la que se
muestra en la figura. Haga Ja comvolucién de A(f) y v,(¢) para determinar
la respuesta v4(t).

8-40. Considere la respuesta al impulso que se muestra en (¢) de la figura del
problenta 8-36. Haga la convolucién de dicha respuesta al impulso con la
funcidén de entrada que se indica en la siguiente figura, para obtener la
respuesta de la red.

Sea una red que tiene una Tespuesta especifica al impulso A(f) v también
una entrada especifica v1{(f). Suponga que todas las condiciones iniciales
de la red son cero para f =0-. Usando convolucién grifica, debe encon-
trar la funcidn de respuesta vy(¢). En la siguiente grifica se tabulan
varias combinaciones de las figuras, para funciones compuestas de segmen-
tos rectos.

Forma de onda h(1) v1(?) (dado en la figura:)

8-41. @) P8-36(b) con ro =1

842, (a) P8-37 con 7 =1

8-43, (a) P8-38

8-44. () Pg-39

845, (@) Pg-40

8-46. () PR-36(b) con g == 1

8-47. (b) P8-37 con 7 =1

8-48. (b P8-38

8-49. (b) Pg-39

8-50. (b) Pg-40

8-51. ©) P8-36(6) con 19 =1

8-52. «©) P8-37 con 7 = |

8-53. () P8-38

8-54, (<) P8-39
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8-55, © P8-40
8-56. (@ P8-36(8) con £o =1
8-57. (d) P8-37 con t =1
8-58. @ P8-38
8-59, @ P8-39
8-60. (&) P8-40
8-61, O] P8-36(5) con £o = 1
8-62. (e) P837 con v =1
8-63, © P8-38
8-64, (e) P8-39
8-65. © P8-40
3
1 . h 1
0 I R R I 0] T
(@ )
3 ) i )
1 1
0 1 2 3 4 t o"' 1 2 3 4
(c) (d)

Figs. P8-41 to P8-65,

866. Haga Ia convolucién de la funcién

=41, 0<r<i

0, todos los demds valores de ¢



Fig. P8-71.
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867.

8-68.

8-69.

872

873.
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con la funcién

wu@H=1 0<r<2
0, todos los demds valores de 7

para dar v,(f) =h(t) = v1(¢). Muestre el método que se ha aplicado.

L- respuesta al impulso de una red esti dada por la ecuacibn A(f) ==

Hpe—t/T . La entrada de esta red es una onda que es un pulso continua-

mente diferenciable, formado de lineas rectas y segmentos parabdlicos,

como se indica en la figura que sigue. El pulso requiere 2 isegs para

crecer parabélicamente y luego se hace perfectamente recto durante 3 Hsegs

y lvego.su pendiente decrece de tal manera que la forma de onda es

simétrica. Se sabe que la constante de tiempo 7 estd dentro de} rango de

la mitad al doble de la duracién del pulso de entrada.

(a) Grafique .1a salida de la red con toda la precisidn posible, haciendo
alguna suposicién en lo que respecta al valor de 7

{(b) Describa un' método que permita determinar la constante de tiempo 7
a partir-de un grifico de la salida para la entrada que se especifica.

8 ¢t useg

Fig. P8-67.

Las pruebas realizadas en una red mostraron que la corriente de salida era
i(f) = —2e—1 4+ 4e—3f, cuando se aplic repentinamente la unidad de vol-
taje a las_terminales de entrada, para t =0. ;Qué voltaje se debe aplicar
para obtener una cotriente de salida de i(f)=2e—* si la red permanece
igual que para la prueba anterior?

Una red tiene una funcidn de transferencia Hy(s) y 1a respuesta al impulso
del sistema se aproxima en la forma de onda que se muestra en la figura
del problema 8-36, parte (b), en donde h substituye a vy y fg=1. Tres
de estas redes se conectan entre si, de tal modo que la funcidn general de
transferencia del nuevo sistema es H3(s) =[H1(s)]3. Mediante el método
de convolucién, encuentre Ia respuesta al impulso del nuevo sistema, 43(7).

. Sea la red RC de la figura, en donde v; se toma con la forma de onda del

problema 84, con Ko =1. Utilice la integral de convolucién para deter-
minar v,(f).

. Repita el problema 8-70 para 1 red de la figura pero con la misma forma

de onda »;.

Usando la integral de convolucidn, demuestre el teorema de traslacién de
la ecuacion (8-11).

Haga la convolucién de f(f) con u(f) para demostrar que

e f "y = %—F(s)
o




874,

8-75.

8-76.
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Demuestre la validez de las entradas de la tabla 8-1 que se describen
como “multiplicacién por ¢ y ‘multiplicacion por e—*f”

En el ejemplo 9 de la seccién 8-6 se proporciona el primer paso en la
determinacién de la respuesta de unma red que utiliza una convolucion
aproximada. Efectiie la suma para suficientes valores de X, de modo gque
se pueda graficar la respuesta v, (f)

Vuelva a desarrollar el ejemplo 9 de la seccion 86 y su continuacién,
como se describe en el problema 8-75, utilizando un intervalo que sea la
mitad del intervalo que e emplea en la seccion 8-6.




o




CAPITULO 9

9 Funciones de impedancia
Y teoremas de red

El método operacional que se estudié por medio de la transforma-
cién de Laplace se utiliza en este capitulo para introducir los concep-
tos de impedancia y admitancia. También se presentan varios teoremas
de red con representacién operacional de las fuentes y elementos de
una red.

9-1. CONCEPTO DE FRECUENCIA COMPLEJA

La solucién de las ecuaciones diferenciales de redes ha dado origen
a funciones en el dominio del tiempo de la forma

Ko ©-1)

en donde §, es un nimero complejo, una rafz de la ecuacién caracte-
ristica, expresado como

Sy = 0, + jo, (9-2)
En este caso, w,, que es la parte imaginaria de Sn, se interpreta

como frecuencia angular y aparece en las ecuaciones en el dominio del
tiempo en las formas

sen @, o oS, (9-3)

IR
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La frecuencia angular tiene dimensiones de radianes por segundo y
se puede expresar en funcién de la frecuencia f» en hertz, o del
periodo T en segundos, por medio de la ecuacidn

0, = 2nf, = 22 ©-4)

De acuerdo con la ecuacién (9-2) se observa que 0, y w, deben
tener dimensiones idénticas. La dimensién de w, es (tiempo)~!, ya
que el radidn es una cantidad sin dimension (puesto que es longitud
de arco entre longitud de radio). La dimensién de 6, debe ser “algo”
por unidad de tiempo. Como o, aparece como un factor exponencial,

1= Je 9-5)
de tal modo que
1 -
%= InI—‘7 . (9-6)

es evidente que el “algo” por unidad de tiempo debe ser wna unidad
logaritmica sin dimensién. La unidad que. se acostumbra para el loga-
Iitmo natural es el neper,! por lo que la dimensién de o es el neper
por segundo.

La suma compleja

8y = 0, -+ jeo, -7

se define como frecuencia compleja. La parte imaginaria de la frecuen-
cia compleja es la frecuenciz angular (o frecuencia real), y la parte
real de la frecuencia compleja es la de frecuencia neper? (en vez de
utilizar el término confuso “frecuencia imaginaria”). La interpretacion
fisica de la frecuencia compleja que aparece en la exponencial eSn? se
estudiard tomando en cuenta diversos casos especiales del valor de s,,.

(1) Sea s, =0, +70 y sea 6, con valores positivos, cero y nega-
tivos. La funcion exponencial' de la ecuacién (9-1) se convierte
en K,e%n*, una funcién exponencial que aumenta exponencial-
mente parz 0, >0 y disminuye (o decrece) exponencialmente
para 0, <0. Cuando 0, =0, 0 sea que s, =0 +0, la exponen-

cial se convierte en

Kev = Ke¥ = K, ©-8)

! La palabra se deriva. del vocablo Neperus, que es Ja forma latina del nombre
de Napier, matemitico del siglo XVI.

2 Los primeros en utilizar los términos frecuencia angular 'y, frecuencia neper
fueron H. A. Wheeler y W. H. Higgins. El término [frecuencia compleje fue usado
por los pioneros de la teorfa de circuitos, como Heaviside (alrededor de 1900),
Kennelly (1915) y Vannevar Bush (1917).
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una cantidad que no varia con el tiempo y que, en términos de
la corriente y del voltaje, se describe como “corriente directa”.
La variacion en funcién del tiempo para las tres posibilidades
del valor real de s, se ilustra en la figura 9-1.

o
e>0
=0
Figura 9-1. Graficas de ¢! pa- !
ra ¢ positiva, cero y negativa. o<0
En este caso 2 es la frecuencia
neper. t

(2) Sea s, =0+jw, (sdlo frecuencia angular). En este caso el fac-
tor exponencial se convierte en

K et = K (cos w,f + jsen o,f) 9-9)

de acuerdo con la identidad de Euler. La exponencial eXJwnt se
interpreta’ casi siempre en funcién del modelo fisico (que no
tiene un significado fisico real, de un fasor’ giratorio unitario,?
cuyo sentido de rotacién queda determinado por el signo. El
signo positivo e*/n? implica una rotacién en sentido contrario
al de las manecillas del reloj (o positivo), en tanto que el signo
negativo, e~/“n’ implica una rotacién en el sentido de las
manecillas del reloj (o negativo). Para rotaciones positivas, la
parte real de e/“n’ (o la proyeccién sobre el eje real) varfa
en funcién del coseno de w,t, en tanto que la parte imaginaria
(o la proyeccion sobre el eje imaginario) varia con el seno de
wpt. Este concepto se ilustra en la figura 9-2. La variacion de
Ia funcién exponencial con el tiempo es senoidal y corresponde
al caso del estado senoidal permanente.

(3) Sea s, =0, +jw, (éste es el caso general y la frecuencia es
compleja). Para este caso,

K e = Kelort o = K eorgiont (9-10)

Dicha expresién muestra que una exponencial de esta indole
tiene Una variacion en el tiempo que es el producto del resul-
tado de s, =0, y de 5, = tjw,. Un témino se representa por
medio del modelo giratorio de fasor, y el otro término median-

3 Es probable que el lector esté mas familiarizado con el término vector que
con el de fasor. El fasor se estudiari mds detalladamente cn el capitulo 11. Por
ahora, el fasor es una r i6n en ¢l plano lejo que se caracteriza por
su magnitud y su fase o angulo con respecto a una referencia.




Figura 9-3. (a) Fasor giratorio
que decrece exponencialmente,
y (b) fasor giratorio que crece
exponencialmente
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m . 1 sen we
wé |\ Re
It wt
€os wi

™

Figura 9-2. Un fasor giratorio unitario con su proyeccion ima-
ginaria que es el seno, y su proyeccion real, el coseno.

te una funcién que aumenta o disminuye exponencialmente. Se
puede considerar que el resultado es un fasor giratorio cuya
magnitud varfa con el tiempo. En la figura 9-3 se ilustra este
tipo de fasores. Las proyecciones real ¢ imaginaria de este fasor
son

Re(e*) = e°* cos w ¢ (9-11)
Im(e™). = e**sen w,t (9-12)

Estas proyecciones para 0, positivo y negativo se muestra en la
figura 94. Para 0,<0, la forma de onda se conoce como se-
noide amortiguada; para o, >0 las oscilaciones crecen exponen-
cialmente. :

En esta exposicion se observa que no hay realmente nada nuevo en
el concepto de la frecuencia compleja, Su parte imaginaria, la frecuen-
cia angular (o real), corresponde a oscilaciones. La parte real de la
frecuencia compleja. —frecuencia neper— corresponde a un decrecimien-
to exponencial 0 a un crecimiento exponencial (dependiendo del sig-
no) o bien a ninguna variacién para una frecuencia neper igual a cero.
Se ha hablado de funciones exponenciales que varian con el tiempo.
Puesto que el papel de los dos “tipos” de frecuencia es el mismo, 2
pesar de que las consecuencias son diferentes, se unifican estos dos
conceptos en un solo nombre: frecuencia compleja.

Se debe tener un cuidado constante en lo que respecta a las dificul-
tades semdnticas en el uso de la palabra “imaginario” como una parte
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Im e™t

Figura 9-4. Proyecciones imaginaria y real de los fasores girato-
rios de la figura 9-3. Cada forma de ondz queda descrita me-
diante la frecuencia compleja § — ¢ +ie

de una cantidad compleja. La parte imaginaria de una cantidad 7o es
fisicamente imaginaria (es decir, invisible o fantdstica) en el sentido de
que no es fisicamente real. Se han tomado los vocablos “real” e “ima-
ginario” que utilizan los matemdticos para designar dos partes distintas
de una cantidad o funcién (que con frecuencia se reinterpreta de
acuerdo con la magnitud y la fase). Lo “imaginario” de que hablan
los matemiticos no tiene ningln significado respecto al universo fisico
que nos rodea. '

9-2. IMPEDANCIA TRANSFORMADA
Y CIRCUITOS TRANSFORMADOS

A continuacién se determina la representacién de una red para cada
uno de sus elementos en funcién de la impedancia transformada (o

admitancia) y de fuentes para las condiciones iniciales.

Resistencia. La expresién en el dominio de tiempo que relaciona al
voltaje con la corriente para el resistor estd dada por Ia ley de Ohm
en las formas

) = Rift) o i =Gu(), G= (9-13)

1
R
Las ecuaciones de transformada correspondiente son

Va(s) = RIs) o Ifs) = GV(s) ©-14)



Ils)

'8(s)
Zg=R Vils)
+
)

Figura 9-5. El resistor y-la re-

de su i

transformada.
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Ahora, ei cociente de Vg(s) e Jp(s) se define como la impedancia
transformada del resistor; por consiguiente,

Vel(s) _ ) .
o=z =R (9-15)

La reciproca de esta relacion es la admitancia transformada para el
resistor, que es

I(s) _ _ R
V'f@) =Yy s) =G (9-16)

Tal resultado indica que el resistor no es sensible a la frecuencia,
incluso a Ia frecuencia compleja. Como se veri a continuacién, éste no
es el caso de otros elementos.

La ya conocida representacién de red para el voltaje y la corriente
hacia el resistor se ilustra en la figura 9-5(a). La representacion para la
transformada correspondiente es la de la figura 9-5(b), en la que se
indican los sentidos de referencia para la transformada del voltaje y la
transformada de la corriente.

Inductancia. La relacion en el dominio del tiempo entre el voltaje y
la corriente en un inductor se expresa mediante las siguientes ecua-
ciones.

. _pdi(n) =
v (1) = L‘d?

HOEES f e a ©9-17)

La ecuacién equivalente de transformada para la expresion del vol-
taje es

Vi(s) = L[sI,(s) — i,(0—)] (9-18a)
Y reagrupando los témminos se tiene gue
SLolp (5)=V(S)+Li (0—) (9-185)

En esta expresin ¥ (s) ‘es la transformada del voltaje aplicado y
Liy(0-) es la transformada del voltaje que se prodice debido a la
corriente inicial en el inductor. Al designar como V,(s) la transfor-
mada del voltaje, que es la suma de la transformada del voltaje apli-
cado y del voltaje debido a la corriente iicial, se observa que la
impedancia transformada para el inductor se convierte en

Vi(s) — — "
ol Z(s)=Ls 9-19)
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La representacion de la transformada de una red con inductor con
corriente inicial se encuentra‘a partir de la ecuacidn (9-18b) y se ilus-
tra en la figura 9-6(a). Obsérvese que V,(s) es la transformada del
voltaje del inductor de impedancia transformada Ls.

ir(8) . Ifs}
Y s
Zi{8)=Ls
iL(o—ﬁf L u© Va(s)
Li0-)
+ +
(a)
iz(t) I(s)
) =
) hot 10-)
iL(O—)T L o) Vo= C)T Vi(s)
5 +
L3
()

Figura 9-6. El inductor con corriente inicial v su representacién
de transformada en funcién de {a) l2 impedancia y (b) la admi-
tancia.

La ecuacién de transformada para la expresién de la corriente de la
ecuacion (9-17) es

145 = p [ L0 0] (9-20)

La integral. .del valor inicial vy '(0 +) se puede evaluar de acuerdo
con el flujo concatenado Li como

0= [ o

= Li0-) o-21)

=0~

La ecuacién para /,(s) se puede volver a expresar como sigue

1) = X2 100 ©-22)
o bien
%x Vi(s) = I(s) — i%l) (9-23)

En esta ecuacion 7,(0-)/s es la transformada de una fuente equiva-
lente de corriente que resulta de la corriente inicial en el inductor. Al
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designar la transformada de la ‘corriente en Y, () como Ii(s)=
I;.(s) — i (0—)/s 1a admitancia transformada se convierte en

I(s) _ -1 9.04
P =¥y = 7 ©-24)
Por tanto, el diagrama equivalente de la transformada contiene una
admitancia con un valor de 1/Ls y la transformada de una fuente
equivalente de corriente que se define por la ecuacion (9-23). Esta
representacion esquemdtica equivalente del diagrama en el dominio de
tiempo se muestra en la figura 9-6(17)4 Se observa que
Z(s) = ¥ (s) = Ls (9-25)
Capacitancia. La relacién en el dominio del tiempo entre el voltaje
y la corriente para un capacitor estdi dada como

iy =c®0 =1 f BUCEERCED!

La ecuacién equivalente de transformada para la expresion del vol-
taje es

Ve(s) = [IC(S) 4 40= )] 9-27)

en donde g(0-)/C es el voltaje inicial del capacitor, que es —Vy
debido al sentido de referencia del voltaje. Esta ecuacién se puede
escribir como sigue:

B 1le) = Vel + 2o (928)

Al designar la transformada del voltaje de Zg(s) como V(s)=
Vo(s) + (Vo/s), la relacién de la transformada del voltaje a la transfor-
mada de la corriente es

4 c*((;)) = Zds) = ©9-29)
En consecuencia, el capacitor con una carga inicial tiene un diagra-
ma equivalente transformado con una impedancia 1/Cs en serie con
una fuente de voltaje cuya transformada es —ve(0-)/s. En la figura
9-7(a) se ilustra el diagrama de esta combinacidn.
La ecuacién de transformada para la expresién de la corriente en la
ecuacion (9-26) es

Is) = ClsVe(s) — ve(0-)] (9-30)
o bien

CsV{s) = Ic(s) — CV, 9-31)
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iclt)

+
vcl0-)==C velt)

+

Figura 9-7. El capacitor con voltaje inicial y su representacidn
de transformada en funcidén de {a} la impedancia y (5) 1a admi-
tancia.

Si se designa la transformada de la corriente en Yo(s) como
I1(s)=1Ic(s) ~ CVy, la relacién entre la transformada de la corriente a
la transformada del voltaje se convierte en

Ils) _ —
V_c(@ = Y(s)=Cs
El capacitor con unma carga inicial tiene una representacion esque-
mdtica equivalente de transformada con una admitancia Cs en paralelo
con una fuente de corriente cuya transformada tiene un valor igual a
CVy. Este diagrama esquemitico aparece en la figura 9.7(b). Para el
capacitor,

(9-32)

1 1

O (9-33)

Z(s) =

El modelo que representa una red por medio de redes transfor-

madas que se han ilustrado para los tres elementos pasivos se puede

ampliar para redes mds complicadas. Por ejemplo, la fuente controlada
que se vio en ¢l capitulo 2 se describe por medio de la ecuacion

(1) = pv,(0) (5-34)
La ecuacion correspondiente de transformada es
Vals) = uVils) (9-35

Las dos redes correspondientes a estas ecuaciones, la (9-34) y Ia

(9-35), se ilustran en la figura 9-8.

I(s)=0
o
b

Vits)

Figura 9-8.

&}

{a) Una fuente de

voltaje controlado y () su re-
presentacion de transformada.
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Ly (0-)+ Loin(0-}+
Min(0-) Miy(0-)

Figura 9-9. (2) Un transformador y (b) se Tepresentacion de
transformada con generadores de voltaje para sus condiciones
iniciales,

Se tiene otro ejemplo en el transformador, que se vio primeramente
en el capitulo 2, con las marcas de referencia de polaridad tal como
se indican en la figura 9-9(z). Los voltajes y las corrientes del trans-
formador estan relacionadas por medio de las ecuaciones de la ley de
voltajes de Kirchhoff

v,(1) = L,

40 (9-36)

vi(t) = 2o 1, 4D o

Las ecuaciones correspondientes de transformadas son
Vils) = Lishi(s) — Li,(0—) + MsI,(s) — Mi,(0—) (9-38)
Vals) = MSI(s) — Mi(0—) + LysTy(s) — L,ip(0—)  (9-39)

y la representacién de red transformada es la que aparece en la figu-
1a 9-9(b), en la que las condiciones iniciales de la red se representan
por medio de dos fuentes de voltaje. '

De acuerdo con los ejemplos de esta seccion, se pueden sacar las
siguientes conclusiones:

(1) Para elementos individuales, . la impedancia fransformada se de-
fine como la relacién de la transformada del voltaje del ele-
mento a la transformada de la corriente en el elemento, V(s)1(s),
para una corrente inicial cero en un inductor y un voltaje inicial
CEro en un capacitor. .

(2) La relacion reciproca, con las mismas restricciones de la condi-
cion inicial, es la admitancia transformada.

(3) En las redes transformadas, las condiciones injciales se repre-
sentan por medio de fuentes de voltaje o corriente.

A continuacién se ampliard esta exposicion de elementos individua-
les a redes més complejas.
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9-3. COMBINACIONES DE ELEMENTOS EN SERIE
Y EN PARALELO

Véase la combinacién en serie de los elementos que se muestran en
la figura 9-10(z). Se supondrd que en todos los conductores la corrien-
te inicial es cero y que es cero también el voltaje inicial de todos los
capacitores. De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff, la suma

i(?)
* R R, L, L, o C
U(f‘ 1 2

Vis) Zr, Zg, Z, I, Ze, Ze,

(®)
Figura 9-10. (¢) Resistores, ind y capaci dos
en serie, y {b) su representacién de transformada correspon-
diente,

de los voltajes de los elementos es ignal al voltaje aplicado, v(z). La
ecuacién de transformada que indica este resultado es

VE =Va® + ...+ V&) + ...+ Vel +... (940

Al dividir esta ecuacién entre I(s) y reconociendo que la relaciéon
del voltaje de cada elemento dividido entre la corriente de dicho ele-
mento es la impedancia, se tiene que

ZE) =Ze() + o F Z () e+ Ze () . (9-4D)

o bien
ORI AC) (9-42)

para la combinacién en seric de los elementos, en donde n es el
niimero total de los elementos en serie de todos los tipos.

La red con impedancias transformadas de la figura 9-10(b) repre-
senta a las ecuaciones (9-41) 6 (9-42) y confirma para la red serie la
esperanza intuitiva de que cada elemento de la red se pueda substituir
por medio de su impedancia transformada para determinar la red
transformada.
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iy,
- P - .
v 26y <G - LYy L »--Cx=:Cz/l\~-
(a}
1
- - _——- .
Visi | |, Yo, + v Y Yo, - Ye Ye,
]

Figura 9-11. . (a) Resistores, inductores y capacitores conectados
en paraielo, y (b) su representacidn correspondiente por admi-
tancias.

Por supuesto, se debe reconocer que al efectuar esta suma rno se
estin combinando los elementos. Por el contrario, sdlo se estd suman-
do una caracteristica tipica del elemento (su impedancia) y se agrega a
la caracteristica de otro elemento.

A continuacién se verd la combinacién en paralelo de los elementos
que se ilustran en la figura 9-11(z). Al igual que antes, se supondrd
que todas las condiciones iniciales son cero. Para la red en paralelo, el
voltaje v(?) es comin a todos los elementos. De acuerdo con la ley de
las corrientes de Kirchhoff, la suma de las corrientes en los elementos
es igual al total de corriente que se suministra a la red; en otras
palabras,

=ity +...+i O+ ... Fi(®O+... (9-43)
y la ecuacién correspondiente de transformada es
I=LEO+...+ L&+ . + L&+ (9-44)

Si esta ecuacion se divide entre V(s) y si se reconoce que la rela-
cién de la transformada de la corriente a la transformada del voltaje
es la admitancia transformada, se obtiene como resultado

Y = Yol F oo+ Yils) oot Yo+ ... (549)
o bien
Y(s) :i;‘ Yil(s) (9-46)

para una combinacion de elementos en paralelo, en donde n es el
nimero total de todos los tipos de elementos en paralelo.
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Para una red serie-paralelo se pueden utiliza: sucesivamente las re-
glas para la combinacién de impedancia y admitancia para reducir una
red a una sola impedancia o admitancia equivalente. Este procedimien-
to se ilustrard con varios ejemplos.

EJEMPLO 1

En el circuito serie que aparece en la figura 9-12 el interruptor K
se mantiene eu la posicién 2 hasta el momento en que fluye una

Figura 9-12. La red RLC que
se ve en el ejemplo 1.

corriente [o en el inductor y el capacitor se carga al voltaje V. En
ese instante el interruptor se cambia a Ia posicién b, conectando al
circuito con una fuente de voltaje »(2). El problema consiste en encon-
trar f(s) e i(r). En la figura 9-13 se. ilustra un diagrama del circuito
equivalente en que se marcan las impedancias transformadas. En esta

Figura 9-13. La red transfor-
mada derivada de la red de la
figura 9-12,

forma revisada, la corriente /(s), que es una transformada de corriente,
se puede encontrar por medio de la ley de Ohm, para redes transfor-
madas. La corriente /(s) estdi dada como la transformada total del
voltaje de Ia red, dividida entre la impedancia transformada total. En
este caso,

V) _ Vils) + Lo = Vols _ sVi(s) + Lls = Vy g 479

= 7= RF L4776 Ls*F Rs + 1/C

Esta ecuacion de transformada se puede desarrollar por medio de
fracciones parciales para determinar la i(t) correspondiente por medio
de la transformacién inversa de Laplace. Tal solucién se ha encontrado
sin escribir la ecuacién diferencial del sistema y las condiciones inicia-
les requeridas se incorporan automiticamente.
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EJEMPLO 2

En la figura 9-14 se ilustra el dual de la red del ejemplo 1. En
esta ted el interruptor K, se abre en el instante en que la corriente
en el inductor es Iy y el capacitor estd cargado con V,. En el mismo
instante, 7 =0, se cierra el interruptor K,. Se desea determinar la

I it)
K, | K

+
Ll ¢z
I Lt} R l -

l
B

Figura 9-14, Red del ejemplo 2.

Vist

O #(P s MDew, ;’—':_Cs

Figura 9-15. Red transformada derivada de la red de la figu-
1a 9-14.

transformada del voltaje de nodo V(s) de tal modo que se pueda deter-
minar v(t). De acuerdo con el diagrama equivalente de admitancias que
aparece en la figura 9-15, la transformada del voltaje V{(s) es

Ks) _I() +CVoy—Ljs __sl(s) + CVes — 1, (9-48)

) = ¥ = G e+ s — e TG TIL

Esta transformada es la dual de la transformada de la ecuacion
(9-47) (v, por tanto, se pudo haber escrito por simple observacién). El
voltaje correspondiente en el dominio del tiempo, v(r) se puede encon-
trar a partir de la transformacion inversa de Laplace una vez que se
desarrolle en fracciones parciales la. transformada anterior.

EJEMPLO 3

En este ejemplo se utilizan las leyes para la combinacién en serie
de impedancias y la combinacién en paralelo de admitancias, con el
fin de determinar la corriente. Se supondrd que inicialmente la red
que se ilustra en la figura 9-16 estd desenergizada (sin carga ni co-
rriente) y que el interruptor se cerré para ¢ =90. Se pide encontrar la
corriente del generador i(r), determinando la transformada de esta co-
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1Q 10

e fsen2t =< iF 2H

Figura 9-16. Red del ejemplo 3

rriente f(s). La impedancia de la rama que contiene la resistencia de
1ohm y el inductor 2-H es, de acuerdo con la figura 9-17,

Z(s) =1+ 2s (9-49)

Esta impedancia estd en paralelo con la impedancia 2/s del capaci-
tor. En este caso las admitancias se pueden sumar directamente, y
en consecuencia,

_ s 1 2884542 Y
Yols) = Yo + YRL'—T +2s—+1_——_—_2(25+ 1 (9-50)

La impedancia de 2 a b es la reciproca de la admitancia; por tanto,

2025 + 1) Y
Za) =3 (s) =5y 9-51)

Figura 9-17. Red transformada
relacionada con el ejemplo 3.

La impedancia total se determina ahora sumando a Z,;(s) fa impe-
dancia del resistor de 1 ohm. En consecuencia, la impedancia total es

_ 22s+1) _ 2s*4-5s+4 9.52

Za) =1+ 55 3= 20 stz O

Esta impedancia total en serie con la transformada de la fuente de

voltaje se ilustra en la figura 9-18. La corriente se puede determinar
ahora y es

‘ 2028 +5+2) i
1) = Z(s) GrI+aRe + 55+ % @53

Figura 9-18. Red transformada
simplificada obtenida a partir de
la figura 9-17 por la combina-
cion de impedancias y admi-
tancias.

—
Iis)

25%+ 5544
2 2824542
+1)7+4
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Si el inductor tiene una corriente que pasa por él para £=0, o si
el capacitor estd cargado para £=0, el problema es algo mds com-
plejo, ya que se incluyen varias fuentes de voltaje.

9-4. SUPERPOSICION Y RECIPROCIDAD

A continuacidn se generalizan los resultados obtenidos en la dltima
seccién para las redes en serie-paralelo, a fa red general. Este problema
se formuld en el capitulo 3, de acuerdo con las ecuaciones integro-
diferenciales utilizando los coeficientes-a y b-, en donde, por ejem-
plo, el coeficiente a;; era el operador,

4 =Ry + L,,,% + Dy | ar (9-54)

En las transformadas equivalentes de Laplace de la ecuacién (3-47)
los coeficientes ¢ se convierten en Z{s) mds las fuentes correspon-
dientes a las condiciones iniciales, y los coeficientes » se convierten en
la misma forma en términos de admitancia Y(s) y las fuentes corres-
pondientes a las condiciones iniciales. Por tanto, la forma transformada
de la ecuacion (3-47) se puede escribir en forma compacta en la ecua-
ci6n matricial -

ZI] =1+ V] =" 9-55)

en donde la matriz de impedancia es

Z() Zils) - Zuls)
(Z)= Zyy(8) Zaals) --- Zasls) (9-56)
Zu(8) Zpals) cor Zuls)
e [[] y [V'] son matrices columna en que las entradas son I,
Iyyoo I y Vi+ Voo, Vot Voo, ..., Vi + V. Las ecuaciones en
base de nodos son, en la misma forma,
[Y][V] = 1] + ] =[] ©-57)

en la que las diferentes matrices tienen una interpretacién dual a las
proporcionadas por la ecuacion (9-55). La solucién de la ecuacién
(9-55) o la (9-57) se puede encontrar aplicando la regla de Cramer (o
por inversién de matriz). Si se hace que A, sea el determinante de [Z],
entonces, para L =3, la transformada de la corriente que es equiva-
lente a la ecuacidén (3-73) es

Ifs) = ZI—[AnV’](x) + A Vi(s) + A Vi) (9-58)
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que, aunque se trata de un caso especial, tiene una forma Tepresenta-
tiva como cualquier otra solucién. Se observard que la transformada
-del voltaje Vi) = Vi(s) + Vois) es una suma de voltajes, en donde
Vi(s) es la transformada de todas las fuentes en la malla iy Voils) es
la representacion de la transformada del voltaje de todas las condi-
ciones iniciales de la malla J. Por supuesto, esta suma se debe efectuar
tomando en cuenta la polaridad de las diferentes fuentes con Tespecto
al sentido de referencia de la malla. Se ba supuesto que las fuentes de
cortiente de la red se transformaron en fuentes equivalentes de voltaje
antes de formular las ecuaciones.

De acuerdo con la ecuacion (9-58), se observa que se puede consi-
derar cada una de las transformadas de voltaje a la vez y luego sumar
todas las respuestas parciales que asi s¢ encuentren para determinar
I1(s). En esencia, éste es el principio de superposicion,

Hay dos aspectos de Ia superposicién que son vitales en andlisis de
redes. Una respuesta determinada en una red, que sea el resultado de
varias fuentes independientes (incluyendo las fuentes debidas a condi-
ciones iniciales), se puede caleular sumando la respuesta de cada fuen-
te individual mientras las demds fuentes quedan inoperantes (se reduce
a cero su voltaje o su corriente). Esta afitmacion describe la propiedad
aditiva de las redes lineales. Mis aiin, si todas las fuentes se multipli-
caran por una constante, la respuesta se multiplicaria también por la
misma constante. Tal proposicion ‘describe la propiedad de homoge-
neidad de las redes lineales. En la ecuacion (9-58) se observan clara-
mente estas dos propiedades. Por tanto, la superposicién es la combi-
nacién de la propiedad aditiva y la de homogeneidad de las redes
lineales.

A continuacién se estudiardn dos redes para ilustrar el principio de
la superposicién, sobre todo en redes con condiciones iniciales.

EJEMPLO 4

En la red de la figura 9-19 la fuente eg vi() y la respuesta se
considéra como la corriente it). El voltaje inicial del capacitor es

vc(0). En este ejemplo se observa que la transformada de la corriente
es

1s) = ) relOs (9-59)

Figura 9-19. Red del ejemplo 4 vi(t)
usada para ilustrar la propiedad
de superposicién.
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El numerador de esta ecuacién ilustra la afirmacién de que la res-
puesta es la superposicién de las respuestas originadas por cada una de
las fuentes de la red de la figura 9-19. Sea V,(s) = Vo(s) y v(0) =
Vo. Este es un caso interesante para el que las respuestas debidas a las
dos fuentes son iguales y opuestas, de. tal modo que la respuesta
superpuesta es i(t)=0. Si, por el contrario, V,(s) = 2Vy/5, y ve(0) =
Vo, entonces las respuestas superpuestas se suman y.dan

i(f) = % e (9-60)

Con. respecto 2 la homogeneidad de la superposicibn, obsérvese que
si tanto ¥V (s) como ve(0) se mulup].lcan por K, entonces, también
i(#) se multiplicara por K.

EJEMPLO 5

Sea la red de la figura 9-20 para la que se establece el requisito
adicional ;de que sean idénticas las corrientes iniciales en Jos dos induc-
tores y también que sean idénticas las cargas iniciales de los dos ca-
pacitores. Para esta red, la respuesta es v,(?) y la excitacién se debe a
la fuente de corrientei;(r) y a las condiciones iniciales de los induc-
tores y. capacitores. Al aplicar el principio de superposicién a esta red,
se anularin- siempre las respuestas debidas a las condiciones iniciales y
la respuesta- dependera sélo- de la excitacién debida a i,(z). Este es un
ejemplo de red en que las condiciones iniciales no son observables en
las terminales 2-2." Por supuesto, tal conclusién no se aplica por ejem-
plo a la corriente en los: inductores.

Figura 9-20. Red del ejem-
plo 5 en que las corrientes ini-
clales idénticas en los dos induc-
tores marcados como L; no se
observan en el puerto 2.

i)

En el andlisis de redes a veces es 0til hacer afirmaciones respecto a
las redes para las cuales las condiciones iniciales (corrientes en lcs in-
ductores y voltajes en los capacitores) son todas cero. Este tipo de
redes se describe casi siempre como inicialmente desenergizadas o en
estado cero. Para estas redes la respuesta depende sélo de la excitacion
que se aplica. En el ejemplo 5 se indica que Ia condicién de estado
cero es suficiente para que se cumpla esta afirmacion, pero no es
condicién necesaria.
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Otra propiedad importante de las redes lineales se deriva de una
generalizacion de la ecuacion (9-58); la comiente en la malla k es

A A
L=Suy  Quy oy By, (-61)

Si todos los valores de V son cero excepto V;, esta ecuacidén se
simplifica a la forma

I, = % v, (9-62)

De la misma manera, si ¥ es la tnica fuente de la red, la corrien-
te en la malla j es

L= % Ve (9-63)

En la figura 9-21 se muestran las redes para las que se aplican estas
ecuaciones; ahi se identifican las mallas j y k..

Figura 9-21.  Redes que se to- q
maron como base para la des- !
cripeién del principio de reci-

procidad. (b}

De acuerdo con estas dos redes, se pueden hacer las siguientes obser-
vaciones. En la red (¢) de esta figura ¥; produce la corriente . Si V;
se cambia a la malla k, de tal modo que V = V;, como sucede en (b)
de la figura, jeudl serd el valor de /; en esta condicion? Si [Z] es
simétrica, los cofactores de las ecuaciones (9-62) y (9-63) son iguales.

A= Ay (9-64)

y se observa que I; de la figura 9-21(b) serd igual a Iy de la figu-
ra 9-21(z). En resumien,

L_ L y
A (9:65)

El principio de reciprocidad, que es un enunciado que equivale a la
ecuacion (9-65), establece que la relacion de la transformada de la res-
puesta a la transformada de la excitacién no varia con un intercambio
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C,
L
Tt H
vy == Ry 7<C3 V.
e E,,.V<1> ! 3 2 Figura 9-22. Una red no reci-
_ = proca si g, #0.

de posicién de la excitacién y de la respuesta en la red. Las redes a
las que se aplica esta condicién se clasifican como reciprocus.

(En qué condiciones se aplicard a una red el principio de reci-
procidad? ;Cémo se puede distinguir una red recfproca? Se ha su-
puesto que en esta red solo existe una fuente de excitacién. Para
que éste sea el caso, es necesario que no existan fuentes debidas a
condiciones iniciales, lo que significa que la red debe estar inicialmente
desenergizada o en estado cero. La ecuacidn (9-61) se escribe para una
red que cuenta sélo con elementos lineales. Para que [Z] sea simétrica,
se requiere que tenga como elementos s6lo a R, L, C y transforma-
dores. Se deben excluir las fuentes dependientes (o controladas) in-
cluso si son lineales, para que {Z] sea simétrica, en consecuencia, la
red ilustrada en la figura 9-22, que es un modelo de un transistor, es
no reciproca.

9-5. TEOREMA DE THEVENIN Y
TEOREMA DE NORTON

Cuando el interés se fija en una parte de la red que se estd anali-
zando, el resto de ella se puede substituir con ventaja por medio de
una red equivalente simple que se determina utilizando el teorema
de Thévenin o su equivalente, el teorema de Norton4 El teorema de
Thévenin es particularmente Gl en aplicaciones tales como la determi-
nacién de la carga de un circuito electrénico que produzca el méximo
suministro de potencia media 2 la carga.

Las dos partes de la red en cuestion se identifican en la figura 9-23
como red A y red B. La red A se va a substituir por una red equiva-
lente, a condicion de que la corriente / y el voltaje v que se identi-
fican en la figura permanezcan invariantes cuando se efectie la subs-

4 Este teorema fue propuesto por primera vez en 1883 por el ingeniero de
telégrafos francés Léon Thévenin (1857-1926) en la publicacién cientifica fran-
cesa Annales Télégraphiques. Charles Suchet presenta un interesante reporte del
desarrolio del teorema en Electrical Engineering, Vol. 68 (octubre de 1949),
843-844. Existe un enunciado previo en la forma de este teorema que se atribu-
ye .a Helmholtz, por lo que a veces recibe el nombre de teorema de Helmholtz-
Thévenin. En relacidén con el trabajo previo de Helmholtz, véanse las cartas de
H.F. Mayer y E.T. Gross en “Léon Charles Thévenin”, Electrical Engineering,
Vol. 69 (febrero de 1950), 186-187. El dual del teorema se debe a E. L. Norton
(1898- ) de los Bell Telephone Laboratories.
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Figura 9-23. Dos redes en fun-
cién de las cuales se describe el
teorema de Thévenin.

titucién. La red B se conoce como la carga, que puede ser un simple
resistor o una red de mayor complejidad, posiblemente upa que repre-
sente una antena o un diodo. Se hardn ciertas suposiciones relacio-
nadas con las dos redes y se resumen en la tabla 9-1.

TABLA 9.1,

Red Caracteristicas

Elementos lineales
Las fuentes de voltaje y de corriente

pueden ser independientes o depen-

o dientes (controladas)

Condiciones iniciales en los clementos
pasivos

No debe haber acoplamientos magnéti-
cos o de fuente controlada con la
red B

Cualquier tipo de elementos: lineales,

no lineales, que varfan con el tiempo
o Puede haber cualquier clase de fuente
Condiciones iniciales en los elementos
pasivos
No debe haber acoplamientos magné-
ticos o de fuente controlada con la
red A

Se supondrd que la red A contiene elementos lineales que pueden
tener condiciones iniciales. También contiene fuentes, que pueden ser
independientes o controladas. Se supondrd asimismo que no existe
acoplamiento magnético con la red B ni se cuenta en A con unpa
fuente controlada que se acople con B. La diferencia mds notable en
las suposiciones para la red B s que los elementos no deben ser
necesariamente lineales, es decir, pueden ser no lineales 0 variar con el
tiempo, o bien de ambos tipos. Se pueden tener fuentes en la red B;
también en este caso pueden ser independientes o de tipo controlado,
pero no debe existir acoplamiento magnético o de fuente controlada
con la red A. Se observa Que si en la red B se tienen elementos no
lineales o que varfan con el tiempo se requeririn técnicas que no se
han estudiado todavia para resolver las ecuaciones de red. Eg muy
importante reconocer que la exposicién abarca estos dos casos para su
aplicacién en estudios posteriores.



Figura 9-25. (2) La red equiva-
lente general de Thévenin (b) y
la condicibn en que se deter-
mina vg. () La red general
equivalente de Norton, (d} ¥ la
condicién en que se determina
ig.
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Al describir las redes equivalentes de Thévenin y Norton se ne-
cesitard una red que se identifica como C en la figura 9-24. La red C
se deriva de la red A como sigue:

° Aiustar las condicio- t—c
Dnes m:cnalesl a x\iem
» Desconectar las fuen-
A tes independientes ™ ¢
o Las fuentes dependieq- o
estan :

Figura 9-24. La red A se convierte en la red C en tas condi-
ciones que se especifican en la figura. Las fuentes independientes
se anulan haciendo que v =0 para las fuentes de voltaje e i =0
para las fuentes de corriente.

(1) Todas las condiciones iniciales se hacen iguales a cero. Para
todos los capacitores, ve = 0 y para todos los inductores i, = 0.
(2) Todas las fuentes independientes se eliminan; en otras palabras,
v =0 (se ponen en corto circuito) para las fuentes de voltaje e
i=0 (se ponen en circuito abierto) para las fuentes de co-
rriente.
(3) Siguen funcionando las fuentes controladas, para diferenciarlas
de las fuentes independientes de la proposicién (2).
En estas condiciones, a veces se mide la impedancia o la admi-
tancia de punto’ impulsor o de entrada, en las terminales de
entrada, y se designan como Zp y Y. :

4

=

La red equivalente de Thévenin es la que aparece en la figu-
ra 9-25(a). La fuente de voltaje vy es el voltaje en las terminales
abiertas de la red A, cuando se ha eliminado la red B, como se indica
en la figura 9-25(b). La fuente de voltaje v se conecta en serie con
la red C.

La red equivalente de Norton es el dual de la red equivalente de
Thévenin, tal como se indica en la figura 9-25(c). La fuente de co-
mriente iy tiene un valor igual al de la corriente en las terminales en
corto circuito de la red A, como se ilustra en {d) de la figura 9-25.
La fuente de cordente se conecta en paralelo con la red C para
formar la red equivalente de Norton.

A continuacién se estudiardn tres situaciones distintas para itustrar
la determinacién de la red equivalente de Thévenin. En cierto sentido,
las situaciones representarin clases de problemas a las que se puede
aplicar el teorema de Thévenin y que difieren en complejidad y en
objetivo.

Caso 1. Sea el caso en que tanto la red A como la B contienen
sOlo resistores y fuentes, tanto independientes como controladas. En
este caso solo tendremos ecuaciones algebraicas y no diferenciales.
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R =10
NV

¢} I

i 2
i R =10 Ry=20 R,

(a)

Figura 9-26. Red usada para
ilustrar el caso 1.

La red que se ilustra en la figura 9-26(q) es tal que contiene slo
una fuente independiente. Primeramente se elimina R4 a fin de encon-
trar el equivalente de Thévenin para el resto de la red. El voltaje en
circuito abierto es v, y esto se puede determinar resolviendo el si-
guiente conjunto de ecuaciones.

Gy + GoJv, — Gov, = i, (9-66)

-Gy, + (G, + Gv, =0 (9-67)

Substituyendo los valores numéricos que se dan en estas ecuaciones

y resolviéndolas, se encuentra que v, = 3i;. La resistencia equivalente

de Thévenin se encuentra poniendo en circuito abierto la fuente de
corriente, de donde resulta

R, + RpR 1
Ry=- Bt RIRs 1 gy 958
TR TR, R, 3° ©-68)
Por tanto, queda determinada la red equivalente de Thévenin, que
es como se ilustra en la figura 9-26(b). De acuerdo con esta red, se

puede determinar el voltaje en R4, vo(?), que es
3i, Ry

f) = sty 9-69
o) = e (9-69)

Véase la siguiente red que satisface las suposiciones del caso 1 pero
que contiene una fuente de voltaje controlado. Cuando se elimina la
carga Ry, s¢ puede determinar €] voltaje en circuito abierto vg. Puesto
que no hay corriente en R, y R, el voltaje de circuito abierto es

vy =0, = fv, — v) (8-70)

Despejando v, que luego se iguala a vy, se tiene que

Vo= T‘f_ﬂ v ©-71)
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que es el voltaje requerido. Para encontrar la forma de la red C, o en
realidad una version simplificada de ésta, primero se hace que v, = 0.
El resultado es entonces la red que aparece en la figura 9-27. Para
simplificar esto mds todavia se conecta una fuente de voltaje v a las
terminales de salida y se resuelve para la corriente i que produce esta
fuente. Para la red de una malla,

v = iR, + iR, + O —v,) (9-72)

Para eliminar v, de esta ecuacion, se observa que

v, = iR, — fv, (9-73)
En consecuencia,
Tpk)
A
__B )} X
7 (9-74)
1
R+ R,
o, X _
el L Figura 9-27. Una red que con-

tiene una fuente controlada que
se usa en segundo ejemplo en el
(e} caso 1.
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Ahora, la relacién v/i es la resistencia de la red R, que puede
representar a la red C. Por consiguiente,

Ry=R, + (l—jlrﬁ) R ©9-75)

es la resistencia equivalente de la red C. Estos resultados se ilustran en
la figura 9-27(c) que muestra la red equivalente de Thévenin.

Caso 2. En la figura 9-28(z) se muestra una red RLC con una
fuente de voltaje v(£) = Vpe— ‘u(t) y condiciones iniciales cero para los
elementos pasivos. En primer lugar se calculard la fuente de voltaje
equivalente vy que se estima por la red. Este es el voltaje a través de
la resistencia, ya que con las terminales abiertas no existe corriente en
el capacitor. Se trata de una simple red RL para la que la corriente se
puede determinar aplicando las técnicas que se vieron en los capitu-
los 6 y 7, y vg se encuentra multiplicando 7 por R. El resultado es

(1) =V,

R ~RUL | er .
= R(e e’ (9-76)
para > 0. Para encontrar la red C se pone en corto circuito la fuente
de voltaje, con lo cual resulta una red en la que C estd en serie con
la combinacién en paralelo de L y R. Este resultado se muestra en la

Figura 9-28. Red RLC utilizada para ilustrar el caso 2.




Re 1
C 0" Y,

Figura 9-29. La red C se pue-
de representar mediante la impe-
dancia Zg, que es la reciproca
de Yp.
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figura 9-28(b), en donde v se define segin la ecuacion (9-76). El
resultado no parece ser tan sencillo como la red original, pero es
equivalente con respecto al voltaje y la corriente de Ry .

Caso 3. Para este caso se estudiard la red que se usb en el caso 2,
pero ahora se usarin transfonnadas para el voltaje, la corriente y la
impedancia. Para la red transformada la impedancia Zy = 1/Ys, se
puede utilizar para representar la red C. Dicho uso es similar 2l del
caso 1 en que la red se representd con su equivalente simplificado, un
simple resistor. En este caso se representa la red por.medio de sus
impedancias transformadas. Tal aplicacion se ilustra en la figura 9-29.
Para calcular el voltaje V4(s), se reconoce que Vg de la figura 9-28(a)
se ‘puede determinar considerando a L y R en serie como un divisor
de voltaje; por tanto,

R _ V. RIL .77

v =rr" ~rr@oeTn 7

es la transformada del voltaje de la red que se representa en la figu-

ra 9-28(c). Para determinar Z se calcula la impedancia transformada
poniendo a la fuente ¥; en corto circuito. Por tanto,

1 1
L=t TR L)
_ o5t + (URC)s 4 (I/LC) ’
= R T ®ID) ©78)

y la red transformada equivalente de Thévenin queda asi determinada.

Habiendo ilustrado el uso del teorema de Thévenin, falta sblo de-
mostrar su validez y describir las razones para las restricciones que
limitan el uso del teorema. La demostracién se efectuard para una red
transformada que es el mds general de los tres casos que se vieronm.
Las etapas de la derivacion del teorema se realizan en funcion de las
descripciones que aparecen en la figura 9-30. En (z) de esta figura sc
ve la red de la figura 9-23 repetida con la corriente #, cuya transfor-
mada es /(s). En (b) se inserta una fuente de voltaje cuya transforma-
da es V(s), con un valor tal que produzca la corriente 7;(s) = - I(s), ¥
que por tanto la corriente neta de la red A a la red B sea cero.
Siendo la corriente igual a cero, las dos redes s¢ pueden separar como
se muestra en la figura 9-30(c}, sin afectar las condiciones de la red A
de (b). Ahora el voltaje en las terminales separadas serd cero porque la
corriente es cero. La red B actGia como un corto y, por tanto, puede
ponerse en corto circuito sin afectar las condiciones de la red A. Sea
Vo(s) el voltaje en las terminales de la red A, con estas terminales
abiertas como en (¢). De acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff,
Vo(s) — V{s) =0, lo cual significa que Vy(s)= V(s). En otras palabras,
Vg(s) debe tener el valor de la transformada del voltaje en las termi-
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A B
(a)
Vig)
O —=
A 'y B
)
Vis)
+
A Vyls) B
f——0 o
{e}
Vyis)
o
[of B
———o o
{d)
o o]
6 ! T
Figura 9-30. Pasos que ilustran V"s) Zls) B
la derivacion del teorema de ° o

Thévenin. te)

nales en circuito abierto de la red A, para que se pueda aplicar la
condicion de corriente cero de (c) en la figura 9-30.

A continuacion se demostrard que la red de (d) de la figura 9-30 es
equivalente ala que aparece en (2). Esto se logra observando los dos
cambios que se han efectuado al pasar de (c) a (d). En primer lugar,
todas las fuentes independientes de la red A se reducen a cero abrien-
do las fuentes de corriente y poniendo en corto circuito las fuentes de
voltaje. Sin embargo, las fuentes dependientes no variardn. Una vez
que se logra esto, la red A se transforma en la red C, que posee las
propiedades que se resumen en la tabla 9-1. A continuacidén se invierte
la polaridad de la fuente de voliaje ¥p(s) en relacion con la que se da
en (c), de tal modo que ahora J(s)=+/,(s). Cuando la red B se
conecta en la figura 9-30(d), la corriente es J(s), como lo era en la
red de (g). Por consiguiente, en lo que respecta a las operaciones en
la red B, la red de (d) es equivalente a la de (). En (e) de la misma
figura la red se reacomoda con la fuente de voltaje en su posicion




Vyls)

2D [T

(5)

Figura 9-31. Forma general de
(@) la red del teorema de Thé-
venin y (&) la red del teorema
de Norton.
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tradicional y la impedancia de la red C se identifica como Z4(s). De
acuerdo con esta red, se observa que la transformada de la corriente es

= Vils) n
I(s) = Z45) + 70 (9-79)

La impedancia de la red C, que se ha identificado como Z4(s),
requiere un comentario adicional. Si la red A contiene solo fuentes
independientes, entonces Zg(s) es la impedancia de la red pasiva, es
decir, la impedancia de la red C, calculada en las terminales abiertas.
No obstante, en caso de que la red A contenga fuentes dependientes
(como sucede con mucha frecuencia en modelos de dispositivos de
estado solido), entonces las fuentes dependientes no se reducen a cero
y se debe determinar Zy(s) para una red activa. Esto no presenta
problemas de cdlculo, como se ilustra por un ejemplo que aparece al
final de esta seceidn.

La transformacién de fuentes que se vio en la seccién 3-3 que se
resume para elementos individuales en las figuras 3-16, 3-17 y 3-18,
generalizada para la impedancia Zg(s) de una red, se usa a continua-
cidn para convertir fuentes de voltaje en fuentes de corriente. Esto se
logra como se ilustra en la figura 9-31 para dar una fuente de corrien-
te con un valor fg(s) = Vy(s)/Zs(s) en paralelo con la impedancia
Zg(s). Esta es la red equivalente de Norton. Cuando dicha red substi-
tuye a la que aparece en la figura 9-30(¢), se observa que, con
Yo(s) = 1/Zg(s) v Yg(s) = 1/Zp(s), el voliaje de la red B es

_ 1(s) 3
Vi) = 5+ Vo) -80)

Obsérvese que la Ja(s) es la transformada de la cordente entre las
dos terminales de la red A cuando dichas terminales se ponen en
corto circuito.

Estos resultados se pueden resumir en las siguientes proposiciones.
Sean A y B dos redes conectadas por dos conductores pero sin tener
un acoplamiento magnético o de fuente controlada. La red A se puede
remplazar por cualquiera de las dos redes equivalentes para fines de
cdlculo con respecto a la red B. La red equivalente de Theévenin se
compone de una fuente de voltaje en serie con una red de impedancia
Zg(s). La fuente de voltaje Vy(s) es la transformada del voltaje en las
terminales abiertas de la red A. Zy(s) es la impedancia transformada
en las dos terminales de A, cuando todas las fuentes independientes se
reducen a cero. La red equivalente de Norton consiste en una fuente
de corriente I5(s) en paralelo con una red de impedancia Zg(s). La
impedancia es la misma que la que se encontrd para la equivalente de
Thévenin, e fg(s) es la transformada de la corriente entre las dos
terminales de A cuando dichas terminales se ponen en cortq circuito.
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El estudio de los teoremas de Thévenin y Norton concluye con tres
ejemplos adicionales.

EJEMPLO 6

La red de la figura 9-32 estd en estado cero hasta = 0 cuando se
clerra el interruptor. Se pide determinar la corriente () en la resis-
tencia R;. En la figura 9-33 se muestra la misma red de acuerdo con
impedancias transformadas, para encontrar la red equivalente de Thé-
venin tal como se indicd. De acuerdo con la red, se observa que la
transformada del voltaje para terminales abiertas es

_10(100/s) 1000 !
V) = 5110~ G T ) ©-81)
){ R Ly Ly
0 1H 1H
4

100v 100 100

&2 /@Ra

Figura 9-32. Red del ejemplo 6.

Red segiin teorema
. de Thévenin

-

-
'
'
|
'
| 10+5
)

1
o
PR

Figura 9-33. Red transformada derivada de la red de la figu-

ra 9-26. La linea punteada y las flechas sefialan la porcién de la
red a la que se aplica el teorema de Thévenin.

La impedancia de la red con la fuente de voltaje en corto circuito es

25 = L2 £ 10) ©-82)

De acuerdo con la ecuacién (9-75) la transformada de la corriente es

_ Vis) _ 1000/s(s + 20) g
MO = otz ~ T Ie o ey O

que se simplifica a

1000

L)y = s(s? -+ 405 + 300)

(9-84)
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Esta ecuacion se puede desarrollar por fracciones parciales como
sigue:
1000 + n
s(s7+ 405 + 300) — G + 10) G + 30)

Cuando se evalian K, K», y K3, la transformada de la corriente
se convierte en

(9-85)

3.33 —5 1.67
Il(s)~_+s+10+s+30
La corriente en el dominio del tiempo i,(r) se determina mediante
la transformacion inversa de Laplace, como sigue:

(9-86)

i,(t) = 3.33 — 5¢71% + 1.67e73" (9-87)
Como comprobacidn, se observa que esta ecuacién se reduce a los
valores correctos para las condiciones iniciales y finales.
EJEMPLO 7

En la red que se ilustra en la figura 9-34 se pide determinar la
corriente en la resistencia R,. El diagrama esquemitico equivalente de

Figura 9-34. Red del ejemplo 7.

Figura 9-35. Red transformada
derivada de la red de la figu-
ra 9-34. El teorema de Théve-
nin se aplica a la red excluyen-
do R,.

impedancias se muestra en la figura 9-35. Se supone que el capacitor
C, estd descargado inicialmente y que el interruptor K se cierra para
t=0. El teorema de Thévenin se aplica a las terminales a¢', y se
determinarén la impedancia equivalente y el voltaje equivalente en es-
tas terminales. La impedancia equivalente es

_ (R YC)/Cos
ZdS) = R TIC s 3 170 ©-89)
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_ _ (Vo/s)1/Css) .
Vil = gt e 1S -89

La corriente que pasa por R, es
— Vils)
=751 R,

V,/C,

= 2 (9-90
KRR ¥ &G TR, TR e %0

Supéngase que se dan los siguientes valores para la red: C; = 8 uF,
C,=8uF, Ry =9MQ, R, =5MQ y Vg =75 V. Con estos valores
de parimetros, la ecuacidn 9-90 se reduce a

0.208 x 10-¢

) = 5508y = 0007 L
Dicha ecuacién se desarrolla por fracciones parciales y da
- -6 1 1 -
Lls) =555 x 10 (s 00077 " 5F 0.045) -2
La transformacién inversa de Laplace es
i5(f) = 5.55 X 1076(e™ 00077 — g-0.0451) (9-93)

que es la corriente requerida. Si se busca la corriente en cualguier otra
rama,-.es -necesario -principiar de nuevo y encontrar una nueva red
equivalente de Thévenin.

R
Ie Z’ R
P\ S -
o= g, Zo=r,+(14+u)Z,
(a) (b)

Figura 9-36. Red con’ fuente controlada del ejemplo 6 para la
que se determina la red equivalente de Norton.
EJEMPLO 8

La red de la figura 9-36(c) contiene una fuente controlada que
depende del voltaje

Vols) = Vils) — Vils) (594
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Para encontrar la red equivalente de Norton, primero se busca la
impedancia Zg(s) en las terminales abiertas. Esto se hace insertando
una fuente de voltaje ¥(s) en estas terminales y determinando luego la
corriente I(s) con la condicion de que las fuentes independientes se
reduzcan a cero, lo cual significa que V1(s) =0, entonces,

V(s) = I5)r, + HDHUZs) + HDZuls) (9-95)

en donde IZ; se substituye por ¥y en la ecuacion (9-94). Entonces la
impedancia requerida es

Zis) = % =1, + (U + DZWs) (9-96)

La corriente en las terminales en corto circuito es

Ifs) = /l[Vx(%)k(?) :ﬂ_(-?pzk(s)] (9-97)
o bien
Is) = B (9-98)

rp+ L+ wZds)

De acuerdo con estas ecuaciones, la red equivalente de Norton se
construye como se indica en la figura 9-36(b).

] teorema de Thévenin se debe considerar como un medio dtil que
proporciona una ventaja conceptual para visualizar el funcionamiento
de redes. En general, no se trata de un instrumento para simplificar la
cantidad de cilculos requeridos, aunque en algunas ocasiones lo logra.
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EJERCICIOS EN COMPUTADORA DIGITAL

Los temas de este capitulo no se relacionan directamente con el uso de la
computadora digital, ya que se enfatizan conceptos y teoremas nuevos. Apro-
veche el tiempo de que disponga para ejercicios de computadora completando
algunos otros de los que se sugieren al final det capitulo 3.
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PROBLEMAS

En la red de (2) de la figura que sigue, vy =V¢e~2f cos £ u(r) y para la red
de (b), iy =Ige~*sen 3t u(?). La impedancia de la red pasiva N resulta

(+206+3
G+Ds+4

(a) Cuando N se conecta 2 la fuente de voltaje en (@) de la figura, ;jcudles
son las frecuencias complejas en la corriente iy(2)?

(b) Cuando N se conecta a la fuente de corriente, en (b) de la figura,
jcudles son las frecuencias complejas en el voltaje vy (£)?

Repita el problema 9-1 cuando

254 4353 4 562 4 554 1
T+ D25t + 25+ &)

Resuelva sblo la parte (b).

Z(s) =

Z(s) =

Sean los circuitos serie que se muestran en la figura. Sea v (f) =sen 1037,
v2 (1) =e—1000% para ¢ >0, y C =1 4F.

wylt)

Fig. P9-3.

(a) Demuestre gque se puede tener i;(¢) =iy(¢) para todos los valores de
¢>>0. (b) Detennine los valores requeridos para R y L a fin de que se
pueda tener la condicidn (a). (c) Analice el significado fisico de este pro-
blema de acuerdo con las frecuencias complejas de estos dos circuitos en
serie.

En la red de la figura el interruptor se abre para ¢ =0, habiéndose estable-
cido previamente el estado permanente. Con el interruptor abierto, dibuje
la red transformada para un andlisis en base de mallas, representando to-
iniciales.

dos los

y todas las

Fig. P9-4.

Este problema es semejante al 9-4, excepto en que la red transformada
que se requiere se debe preparar parz un analisis (a) en base de mallas y
(b) en base de nodos. En esta red las corrientes y los voltajes iniciales son
una consecuencia de elementos activos que se suprimen para ¢ =0.

Cy Rz C,
(= +(=
A3 v
v, A
By IzT Ly Ry L, LI‘;

Fig. P9-5.

v N
(a)
+
i ) . N
()
Fig. P9-1.
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Fig. P9-11.
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9-6.

9-7.

9-8.

9-9.

9-10.

Funciones de impedancia y teoremas de red

En la red de la figura el interruptor X se cierra para t =0, y para t =0—
los capacitores tienen los voltajes que se indican. Repita el problema 94
para esta red.

Fig, P9-6.

Determine las impedancias transformadas de las dos redes que se muestran
en la figura.

e

I C,
z7— Tc3

Para la red RC que se muestra en la figura siguiente encuentre la impe-
dancia transformada Z(s), en la forma de un cociente de polinomios,
Pp(s)g(s). Factorice p(s) v g(s) de tal modo que Z(s) se pueda expresar en
la forma de la impedancia del problema 9-1.

Repita el problema 9-8 para la red LC de la figura que sigue.

Fig. P9-7.

12
iH sH

2= :[éF :I\l

("

F

Fig. £9-9.

Repita ¢l problema 9-8 para la red RC que se muestra en la figura.
20 o
72— iF 1F 12

Fig. P9-10.

. Repita el problema 9-8 para la red RLC de esta figura, sdlo que en este

caso se debe determinar Y(s) en vez de Z(s).

Se tienen dos cajas negras, idénticas por fuera cada una de Jas cuales
cuenta con dos terminales. Se sabe que una caja contiene la red que se
muestra en (¢) ¥ la otra contiene la 1ed de (b) con R =\/L7'LT. (a) De-
muestre que la impedancia de entrada, Z;,(s) = Vi,,(:)/],-,,(x) =R para las
dos redes.5 (b) Investigue la ibilidad de distinguii la red p

5 Slepian, J., carta de Elec. Engrg., 68, 377; abril de 1949.
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resistiva. Se puede efectuar cualquier medicidn externa, se pueden exami-
nar las condiciones iniciales y finales, etc.

9-13. Repita el problema 9-12 comparando la red que se muestra en la figura®
con la que se da en {g) de la figura del problema 9-12.

Fig. P9-13,

9-14. La red que se muestra en la figura P9-4 funciona con el interruptor X
cerrado hasta que se llega a la condicién de estado permanente. Entonces,
para t =0, se abre el interruptor K. Principiando con la red transformada
que se encontrd en el problema 94, determine el voltaje a través del
interruptor, vi{?), para t > 0.

9-15. Si en la red indicada los capacitores no estin cargados y la corriente en el
inductor es cero para t =0-, dernuestre que la transformada de la corrien-
te en el generador es

105+
) =g I ye s +9)

ig

10sen t-ult)  =<1F 1%

Fig. P9-15.

6 Macklem, F.S. “Dr. Slepian’s black box problem”, Proc. IEEE, 51, 1269;
septiembre de 1963.
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9-16. Repita el problema 9-15 para Ia red que se indica a fin de demostrar que

la corriente del generador estd dada por la transformada

1) = s(s - 2X55 + 6)
W) = 2 + 13X105% + 185 + 4

29

e-2 cos 3¢-ult) = 4F

Fig. P9-16.

que la red

te de Thévenin se

9-17. Para Ia red de la figura,
sepresenta por medio de

Vo=210 +a+b—ab)

v, o,

Fig. P9-17.

9-18.

La red que se indica se compone de_ resistores y de fuentes controladas,
ademas de la fuente independiente de voltaje vg. Para esta red, emcuentre

Ia red equivalente de Thévenin determinando una expresion para el voltaje

Vg ¥ la resistencia equivalente de Thévenin.

Fig. P9-18.
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9-19. La red de la figura contiene tres resistores y una fuente de corriente
controlada, ademds de las fuentes independientes. Determine la red equiva-
lente de Thévenin de esta red, en las terminales 1-1".

Fig. P9-19.

9-20. La red que se muestra a continuacién es una representacién sencilla de un
transistor. Determine la red equivalente de Thévenin de esta red, para la
carga Ry .

Fig. P9-20.

9-21. La red de la figura contiene un resistor y un capacitor, ademds de varias
fuentes. Con respecto a la carga que se compone de R; en serie con L,
determine Ia' red- equivalente de Thévenin,

20
1
IIlF
Y
—
B + R
e ult) 2, 192y,
L

Fig. P9-21.

9-22, Utilice Ja red del problema 9-18 para determinar la red equivalente de

Norton.

9-23. Para Ia red que se usd en el problema 9-19, determine la red equivalente
de Norton.

9-24. Determine la red equivalente de Norton para la zed que se da en el

problema 9-20.

9-25. Determine la red equivalente de Norton para el sistema que se describe en
el problema 9-21.

9-26. En Ia red que se indica, el interruptor estd en la posicién o hasta que se
Hega al estado permanente. Para t =0, el interruptor se cambia a la posi-
cibn b En estas condiciones, determine la transformada del voltaje a tra-
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9-27.

9-28.

Funciones de impedancia y teoremas de red

vés del capacitor de 0.5-F utilizando (a) el teorema de Thévenin y (b) el
teorema de Norton.

Fig. P9-26.
En Ia red de la figura el interruptor X se cierra para tr =0, habiendo
existido p el estado per Encuentre la corriente en la

resistencia R3 utilizando {a) el teorema de Thévenin y (b) el teorema de
Norton.

Fig. P9-27.

La red que se muestra en la figura es un filtro de paso bajo. El voltaje de
entrada vy(f) es una funcién escaldn unitario y los resistores de entrada y
de carga tienen el valor R =+/L/C. Use el teorema de Thévenin para
mostrar que la transformada del voltaje de salida es

_ 4 1
Vi) = zeyn [s(sJ + 4/1/LC s* + 85/LC + 8J(LC)3/7]

Fig. P9-28.

9-29. En la red que se muestra Jos elementos se escogen de tal modo que

L =CRY y Ry =R,. Si v{(t) es un pulso de voltaje con una amplitud de
1-V y una duracién de T seg, demuestre que v,(r) es también un pulso y
determine su amplitud y duracidn.

ANV TET
B L *
Rz
’[C vt
vith R

5  Fig. P9-29.
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9.30. Utilice el teorema de Thévenin o el de Norton para determinar una red
equivalente para las terminales a-b en la figura, para condiciones iniciales

cera.

2 cos 2t u{t)

Fig. P9-30.

contiene una fuente controlada. Para

9.31. La red que aparece a continuacién
) =u(t) y para condiciones

los valores de elementos que se dan, COR vy (£
iniciales igual a cero, (a) dete:
a4'. (b) determine la red equivalente de

rmine la red equivalente de Thévenin en
Thévenin en b-b".

Fig. P9-31.

932 Para la red que se da determine la red equivalente de Thévenin para
calcular la transformada de la comriente en Lg.

sa(vz=v1}

Fig. P9-32.

9-33. Suponiendo un voltaje inicial cero en €l capacitor, determine la Ted equi-

valente de Norton para el resistor Ry.

Fig. P9-33.







CAPITULO 1 O
10 Funciones de red: polos y ceros

En este capitulo se estudia y amplia el concepto de la impedancia
transformada y la admitancia transformada que se introdujo en el ca-
pitulo anterior. Mds atn, se estudia una funcién que relaciona a co-
rrentes y a voltajes en diferentes partes de la red, que se conoce
como funcion de transferencia y que es matemdticamente similar a la
funcién de la impedancia transformada. A tales funciones se las deno-
mina funciones de red.

10-1. PARES DE TERMINALES O PUERTOS

Sea una red arbitraria compuesta en su totalidad por elementos
vasivos.” Para indicar la naturaleza general de la red, ésta se represen-
tard mediante el simbolo de un rectingulo (o una caja). Si en la red
se conecta un conductor a cualquier nodo que se saca de la caja para
que sea accesible, el extremo de este conductor se designa con el
nombre de terminal' Las terminales se mecesitan para conectar las
fuerzas impulsoras a la red, para conectar alguna otra red (por ejem-
plo, una carga) o para efectuar mediciones. El niimero minimo de
terminales que es itil es dos. Asimismo, las terminales se asocian en
pares, un par para la fuerza impulsora, otro par para la carga, etc. Las

1 A veces las terminales s denominan polos, sobre todo en textos alemanes.
Sin embargo, esto da como resultado una aplicacién doble del vocablo polo,
como se verd mds adelante en este capitulo.
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Figura 10-1. (2) Red de un
puerto, (b) red de dos puertos
¥y (c) representacion de la red
de n puertos.

14 L
lo—] ~“a2
+ +
Vi V2
1% —-3s2'

Figura 10-2. La red de dos
puertos con los sentidos de refe-
rencia para los voltajes y las co-
mrientes de puerts que se in-
dican.
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dos terminales asociadas se denominan par de terminales o puerto,
sugiriendo un puerto de entrada a la red.

En la figura 10-1(s) se muestra una representacién de una red de
un solo puerto, Por lo general, el par de terminales se conecta a una
fuente de energia que es la fuerza impulsora. de la red de tal modo
que dicho par se conoce como punto impulsor de la red. En la figu-
ra 10-1(5) se ilustra una red de dos puertos. El puerto designado
como 1-1' se supone conectado a la fuerza impulsora (o la entrada) y
el puerto 22’ se conecta a una carga (como una salida). En (c) de la
figura 10-1 aparece una representacion de una red de n puertos para
el caso general; también se verdn en algunos casos las redes con n
terminales, que son distintas de las redes de n puertos. Se pondri
ahora énfasis en las redes de uno y dos puertos.

10-2. FUNCIONES DE RED PARA REDES
DE UNO Y DOS PUERTOS

La impedancia transformada en un puerto se ha definido como Ja
relacion entre la transformada del voltaje a la transformada de la co-
rriente para una red en estado cero (sin condiciones iniciales) cuando
no se cuenta con fuentes internas de voltaje o corriente, excepto las

fuentes controladas. Por tanto, se puede escribir

V(s)
Z(s) = (10-1)
@ =T

De igual manera, la admitancia transformada se define como la
relacién

Is) 1 X
Y6 = 52 = 5 (10-2)

Las transformadas del voltaje y de la corriente que definen la impe-
dancia transformada y la admitancia transformada, se deben relacionar
con el mismo puerto, 1-1' 6 2-2' de la figura 1-2. La impedancia o la
admitancia determinada en un puerto se conoce como impedancia (o
admitancia) de punto impulsor.

Debido a la similitud de la impedancia y la admitancia (y para no
tener que escribir “impedancia y admitancia’), las dos cantidades se
identifican con un solo nombre, immitancia (que es una combinacién
de impedancia y admitancia). Por tanto, una immitancia es una impe-
dancia 0 una admitancia.

La funcién de transferencia se usa para describir redes que tienen
por lo menos dos puertos, y estas funciones se calculan con Ilas
mismas suposiciones que se indicaron para las funciones de punto im-
pulsor. En general, la funcion de transferencia relaciona a la transfor-
mada de una cantidad en un puerto con la transformada de otra
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cantidad en otro puerto. Por consiguiente, las funciones de transfe-
rencia que relacionan los voltajes con las corrientes tienen las siguien-
tes formas posibles:

(1) La relacion de un voltaje a otro voltaje o relacién de transfe-
rencia de voltajes.

(2) La relacion de una comiente a otra cortente o relacién de
transferencia de corriente.

(3) La relacién de una corriente a otro voltaje o de un voltaje a
otra corriente.

Aunque no de un modo universal, se acostumbra definir las funcio-
nes de transferencia como la relacién de una cantidad de salida a una
cantidad de entrada. En términos de la red de dos puertos de la
figura 10-2, las cantidades de salida con V,{s) e I,(s) y las cantidades
de entrada son V(s) e I;(s). Utilizando este esquema, existen solo
cuatro funciones de transferencia para la red de dos puertos, y son las
que se tabulan en la tabla 10-1, junto con la designacién correspon-
diente a cada una de ellas. La forma en que se determinan las fun-
ciones de red se ilustrard con varias redes sencillas.

TABLA 10-1. FUNCIONES DE TRANSFERENCIA PARA RED DE
DOS PUERTOS.

Numerador
Denominador Va(s) I(s)
Vi(s) G1a(s) Yia(s)
Ii(s) Zya(s) a12(s)

EJEMPLO 1

En la figura 10-3 se muestra una red RLC en serie, de un puerto,
con impedancias transformadas que se indican para cada elemento. La
wunpedancia de punto impulsor es

2(s) =R + Ls + EIE - l_‘c_iiéfﬂ:‘“_l (10-3)
o bien
2() = L S RIS T 1IC (10-4),
r

Zis) — |

Figura 10-2. Red del ejemplo 1. o
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El polinomio del numerador de esta impedanéia de punto impulsor
es de segundo grado,? en tanto que el del denominador es de primer
grado.

EJEMPLO 2

En la figura 104 se muestra una red mds compleja que consiste en
una red RL en serie, con un capacitor en derivacién. La impedancia
de punto impulsor es

_ 1 1 s+ RIL §
IO =y TRF )~ v F®Ds +e. 10

En esta funcién de la impedancia de punto impulsor el numerador
es de primer grado y el denominador de segunde. La funcidn admi-
tancia de punto impulsor Y(s) de dicha red es la reciproca de la
ecuacion (10-5).

Figura 104, Red de un puerto
del ejempla 2.

EJEMPLO 3

La red de dos puertos que se muestra en la figura 10-5 tiene como
voltaje de entrada a Vi(s), y V2(s) es la transformada del voltaje de
satida. Esta red actia como un divisor del voltaje. Cuando no hay
corriente en las terminales de salida, las ecuaciones del voltaje son

RI(s) + él(s) ) (10-6)
c%l(‘) =V, (10-7)

La relacion de estas ecuaciones es

o) = Vas) - _WICM _ _URe 108)
1z V() RFTCHI) s+ IJRC

2En lo que resta de libro se usara la palabra grado en vez de orden, como
en los primeros capitulos. Véase la nota 3 de pie de pigima del capitulo 6.
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De acuerdo con la ecuacién (10-6), la relacién entre 1) y Vi(s) es

I(s) 1 s

L) = SR T T/RC

(10-9)

para esta red.

===
L
—+—
+ | 2 “- ) : +
Vils) /1@ | o | Vel
T
Figura 10-5. Red de dos puer- 5 I I s
tos de} ejemplo 3. L — —

EJEMPLO 4

La red de dos puertos que se muestra en la figura 10-6 es igual a
Ia del ejemplo 1, excepto en que el resistor se ha substituido por un
inductor. No es necesario escribir las ecuaciones de Kirchhoff, como
antes se hizo, para encontrar la funcién de transferencia, ya que esta
red es esencialmente un divisor de voltaje. Esto significa que puesto
que de acuerdo con la ley de voltajes de Kirchhoff V; = Vy + Ve=
Lsi(s) + (1/Cs)(s) v de acuerdo con la red se establece la identidad
Va = Ve = (1/Cs)(s), la relacion de voltajes se determina como sigue:

Vils) _ Ve 1/Cs

1
Gl =P S~ v T e~ e (010

0 bien

1/Lc

Gia(s) = ¥+ 1IC (10-11)

El polinomio del numerador es de grado cero y el del denominador
es de segundo grado.

—f T L,
+ Ls | +
| L1 !
Vi) /1@ T | e
|
Figura 106. Red de dos puer- Pr— i °
tos del ejemplo 4. - J

EJEMPLO 5

Este mismo concepto de la red divisora de voltaje se puede usar
con mds de una corriente de malla en la red, por medio de una
reduccién de red. En la figura 10-7 se muestra una red de tal tipo.
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i

Figura 10-7. Red de dos puer-
b e - tos del ejemplo 5.

Las impedancias transformadas R, y 1/Cs se pueden combinar en una
impedancia equivalente que tiene el valor

_ 1 _ R, .
2l = TR, = R (10-12)
Entonces, 12 funcién de transferencia se convierte en
Vils) —_ R, 10-13
SOVE T RT 1013
o bien
— __RRCs+R, 0.
G”(S)*R\—*zRics-f—R, 7, (10-14)
que se puede reducir a
Giafs) = — SFTVRC (10-15)

s+ (R + R,)R.R,C

En esta funcién de transferencia son idénticos el grado del nume-
rador y el grado del denominador. Esta red particular tiene grandes
aplicaciones en control automitico en donde se conoce como red “de
guia”.

EJEMPLO 6

Para Ia red de la figura 10-8, que se excita mediante una fuente de
corriente, se pide que se calcule a12(5) ¥ Z12(s). Obsérvese que ésta
es una red divisora de cotriente, en el mismo sentido que en los otros
ejemplos se ha incliido una division de voltaje. Por tanto,

L= L) + Lis) = v ()[¥,0s) + Y2(9)] (10-16)

Figura 10-8. Red det ejem-
plo 6 alimentada por una fuen-
te de corriente.
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y, puesto que I,(s) = Y,(s)V;(s), se tiene que
1(s) = 22 1.(s) (017

Y (s) + Y.(s)
de tal manera que
D) Yas) 10-18
) =7~ ¥ + 72 a1
Como Y5(s) = (s/R1)/(s + 1/R1Cy), y Y,(s) =Cys, se tiene que
p— l 1 -
4l = g, ST T GIRGG (0-19)
Ahora, V3{s) = (1/C25)2(s) en la red de la figura 10-8, de manera
que

Valsy 1 1

28 = T = RCiG 5 7 (€ F CURCG

} (1020)

Si los elementos de la red tienen los valores C; =1F, R, =1Q, y
C, =2 F, entonces las funciones de transferencia se.convierten en
1 0.5
=— = 10-21
a12(s) SFI3 Yy Zn(s) G5 ( )
Se observa que todas las funciones de red que se han calculado son
cocientes de polinomios en s, y tienen la forma general

pis) _ ap"+asmt ... +a,85+a, g
g(s)  bos™ + by F ... F b,_\8 + b, o2z

que es una funcidn racional de s (n y m son enteros). En la ecuacién,
n es el grado del polinomio del numerador y m es el grado del
polinomio del denominador. Este serd el caso general, como se observa
en la ecuacidn (9-62) del capitulo anterior, que es

I(s) _A X
Vk,(:) =5 (10-23)

Dicha ecuacién se dedujo para las condiciones que se supusieron
para la red de dos puertos o para una red de un puerto en donde
j=k=1. En esta ecuacibn, A es el determinante de la matriz de
impedancia [Z], y Aj es un cofactor de A en donde se han eliminado
el renglon j y la columna k. Ahora, un elemento tipico de A y, por
tanto, en Ay, es

1
Zp=Rp+ Lys+ T (10-24)
Esta evaluacién de A y Ajy incluird productos, sumas y cocientes

de términos semejantes a los de la ecuacién (10-24) y, por tanto, dard
siempre como resultado un cociente racional de polinomios de la
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forma de la ecuacién (10-22). Tal enunciado se aplica a todas las
funciones de red. Las funciones de la relacién de voltajes y de la
relacién de corrientes se obtienen a partir de la ecuacién (10-23),
observando que Iy = YV v V;=1Z;, de tal manera que estas fun-
ciones de red se pueden escrbir como el cociente de la ecuacion
(10-23) multiplicada ya sea por Yy o por Z;. Habiendo establecido el
citado resultado, a continuacién se considerarin los polinomios Py
q(s) que representan 2 cualquier funcién de red.

10-3. CALCULO DE LAS FUNCIONES DE RED

(1) Redes escalera. En primer lugar se muestra que se pueden
seguir procedimientos sencillos para computar las funciones de im-
mitancia para una clase especial de estructusas de red, la escalera. La
red escalera se ilustra en la figura 10-9. Si cada immitancia representa
un elemento, la red se conoce como escalera simple. De otra manera,

Figura 10:9. Una red escalera general, que se describe como
una escalera simple Z o Y, describe un sblo elemento.

la red de escalera puede tener brazos que son arbitrariamente compli-
cados, como se indica en el ejemplo de la figura 10-10. Se sigue la
prictica de representar los brazos en serie por medio de sus impe-
dancias y los brazos en paralelo por sus admitancias, debido a razones
que mis adelante se explican.

z ]

\l
1l
=

Figura 10-10. Una red escalera no simple.
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En primer lugar se considera el cilculo de las immitancias de punto
impulsor para la red escalera. Si se trata de encontrar un pardmetro de
circuito abierto o en corto circuito, se supone que el puerto apropiado
s¢ prepara ya sea abriéndolo o. poniéndolo en corto circuito. Los
cdlculos. se inician en un puerto que no sea aquel para el que se
determina la immitancia de punto impulsor. Por tanto, en la figu-
ra 10-10 (en donde solo se consideran seis brazos) se principia con
Ys. Primero se invierte y se combina con Zs. A continuacién, esta
suma se invierte y se combina con Y.. El método se continta hasta
que concluye el proceso. Entonces, la impedancia ser

Z=2Z, + !

(10-25)
Y, +

Z; +

Yot
ZS+Y-6

Esta ecuacion se conoce como fraccion continua, Se puede simpli-
ficar para determinar Z para una red de escalera determinada.

EJEMPLO 7

Se pide que se determine la impedancia de punto impulsor en cir-
cuito abierto para la red que se ilustra en la figura 10-11. De acuerdo
con la ecuacién 10-25, la impedancia que se requiere es

Zyy=ys5+ 1

(10-26)

Figura 10-11. Red de escalera
det ejemplo 5. S

Esta ecuacién se reduce principiando en el Gltimo término Yy combi-
nando los términos paso a paso, lo cual da

P
= SS + 25
Se utiliza un método diferente para encontrar las’ funciones de

transferencia para la red escalera. Esto requiere que se principie en el
puerto de salida y luego se trabaje hacia el puerto de entrada, aplican-

(10-27)
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do sucesivamente Ia ley de corrientes de Kirchhoff ¥ la ley de voltajes
de Kirchhoff. Las ecuaciones que se obtienen ticnen una forma par-
ticularmente simple en que la primera puede substituirse en la segunda
y luego la ecuacion resultante se substituye en la tercera. El proceso
Se continda hasta encontrar una ecuacién que relacione a la salida con
la entrada. En ningin punto de este método de substitucién se encon-
trardn ecuaciones simultineas.

EJEMPLO 8

De nuevo se considera la red de la figura 10-11 y se deberd deter-
minar V,/I y Vy/V,. Principiando en el extremo derecho, se escriben
las siguientes ecuaciones:

1, = Y, V, = sV, (10-28)
Vo=Vt L,Zy= (s + D)V, (10-29)
L=l + YV, =[s+ s>+ )W, (10-30)

Vi=V.+ZI, =[(s*+ 1) + (s + 25))¥, (10-31)
De acuerdo con la ecuacién (10-30), se observa qﬁe

Vy _ 1 _
I, =7 % (10-32)

y, de acuerdo con la ecuacion (1031),
Vil
1

4 (10-33)

1

st 35241

Tal sistema de ecuaciones se puede escribir para cualquier red esca-
lera y en esta forma se puede encontrar cualquier funcién de transfe-
rencia mediante operaciones algebraicas rutinarias. A veces es mds facil
efectuar los cilculos del tipo descrito para cierto nimero de frecuen-
cias especificas de interés, Que derivar una ecuacién general para la
ecuacién de transferencia. En estos calculos se acostumbra suponer una
salida de I volt o 1 ampére y luego calcular el valor numérico del
voltaje o la corriente de entrada que se requiere. Puesto que lo que se
busca es una relacién de una cantidad de salida a una cantidad de
entrada, no se pierde nada suponiendo este valor numérico conveniente
para la salida. Por esta razém, el método que se describe a veces se
denomina método de unidad de salida de las funciones de transferen.
cia que se calculan. Por supuesto, esto se aplica solamente a las redes
escalera.

(2) Redes genergles. Las redes utilizadas para los ejemplos anterio-
res de este capitulo son del tipo escalera. Esta es una estructura im-
portante, ya que es el tipo que se encuentra con mayor frecuencia,
por ejemplo, en las aplicaciones electrénicas. Es de interés observar
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3

o—!

{a}

Figura 10-12. Formas comunes
de redes no escalera: (¢) T
puenteada, (b) T en paralelo y
(¢) celosia.

que existen otras estructuras de red a las que no se pueden aplicar las
técnicas antes descritas y también es Gtil revisar el procedimiento que
se debe seguir en tales casos.

En la figura 10-12 se muestran varias redes que no son del tipo
escalera. Entre los nombres descriptivos por los que se las conoce se
incluyen (¢) T puenteada, (b) T paralela o doble T y () celosia. En
cualquiera de dichas estructuras se puede ver la razén para que no se
les apliquen las técnicas para la red escalera. Obsérvese que la corrien-
te en la salida se relaciona con un cierto niimero de voltajes de nodo,
en vez de simplemente con un voltaje de nodo, lo cual significa que
las ecuaciones que se van a escribir son simultineas y que deberdn
resolverse de acuerdo con el método estandar del andlisis por nodos o
matlas.

Para las redes que no son del tipo escalera, las funciones de red se
deben expresar como un cociente de’ determinantes formulados en base
de nodos o de mallas. En capitulos anteriores, se han escrito ecuacio-
nes de esta forma varias veces, por ejemplo en la ecuacién (9-62). Los
resultados anteriores se pueden resumir en la ecuaciéon

(10-34)
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en donde A es el determinante del sistema en base de mallas y Y se
substituye mediante y si el puerto de salida se pone en corto circuito,
y en
/
Zp = % (10-35)
en donde A' es el determinante del sistema en base de nodos (con
una conexién comln a tierra entre el puerto I y el puerto 2) y z
substituye a Z cuando se abre el puerto de salida. Las dos ecuaciones
restantes para las relaciones de voltajes y corrientes son

G,=V2 b (10-36)
! Vl 11
y
L _An 10-37
Oy = 1, 7 A, ( )
EJEMPLO 9

Para la red T puenteada de la figura 10-13 el determinante del
sistema en base de mallas es

1 1
I
A=l 1 Lia2 L (10-38)
- 5 5
1 1 2
-5 5 5!

Figura 10-13. Red T puentea-
da que se analiza en el ejem-
plo 7.

Desarrollando el determinante y los cofactores apropiados, se encuen-
tra que la admitancia de entrada es

A 5255+ 2

y la admitancia de transferencia es

Yo=8u_ 25+l (10-3%).

Ay (2254 ]
Y= AT T EFs+I (10-395)
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Obsérvese que cuando fa salida, el puerto 2 de Ia red de la fign-
ra 10-13, se pone en corto circuito, Ia red se reduce a la forma de
escalera.

10-4. POLOS Y CEROS DE FUNCIONES DE RED

Se ha demostrado que todas las funciones de red tienen la forma
de un cociente de polinomios en s,

_ 2s) _ a.,s"+a,s"“+‘..+arxs+a» 10-40
NG = q(s)hbos’"-]-bxs”‘“+...+b,,,,1x+b,,, ( )
en donde los coeficientes o y b son reales Y positivos para las redes

de elementos pasivos y fuentes no controladas. Ahora, la ecuacidn
P(s)=0 tiene n raices Y q(s)=0 tiene también m raices. Tanto p(s)

que incluyen estas raices

— (5‘21)@*22),..(3-2,,) g
M = H(J —ps —py)... G —p (10-41)

en donde H=a4/by es una constante que se conoce como Jactor de
escala, y z,, 23,452y, Dy, D2y, Py son frecuencias complejas.
Cuando la variable s tiene los valores 215 Z2,...,2,, la funcién de
red se hace nula; este tipo de frecuencias complejas se denominan lps
ceros de la funcién de red. Cuandg s tiene los valores Pi:P2ye . P,
la funcién de red se hace infinita; estas frecuencias complejas son los
polos de la funcién de red. En la ecuacién (10-41) los factores G-2z)
se denominan factores de cero y {s— Pj) son los factores de polo,

el factor de escala.
Cuando # polos o ceros de la ecuacién (10-41) tienen el mismo
valor, se dice que el polo o cero tienen mudtiplicidad r, aunque con

es de grado m menos n,

Si para cualquier funcién racional de red se toman en consideracidn
los polos y los ceros en cero e infinito ademds de [og polos y log
ceros finitos, e/ namero total de ceros es igual ol numero total de polos.
Por ejemplo, la funcién de red

_ sHs 4+ 3) g
MO =TT eIy (1049

e —— ]
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plano s Jw
J1
/2 ceros
-3 -2 -1 [
-1

Figura 10-14. Los polos y ceros de N(s) de la ecuacidén 10-42.

tiene un doble cero en s=0 (el origen), un cero en —3, y polos en
=1, =241, y —2—j1. Si el factor (s + 1) estuviera elevado al cua-
drado, entonces N(s) habria tenido un doble polo en —1 y un cero en
el infinito. Los polos y los ceros de N(s) de la ecuacién (1042)
aparecen graficados en el plano s en la figura 10-14. Es converjente
utilizar el simbolo O para designar la ubicacibn de un cero y el
simbolo X para la ubicacion de un polo.

Los polos y los ceros son frecuencias criticas, La funcién de red se
hace infinita en los polos, en tanto que en los ceros se hace cero.
A otras frecuencias complejas, la funcién de red tiene un valor finito
distinto de cero. En la figura 10-15 se muestra una- representacion
tridimensional de la magnitud de la funcién de transferencia en fun-
cién de la frecuencia compleja para un cuadrante del plano s. La

[ ]
>
I
mllmﬂlllm\mﬂlm”l ‘
Figura 10-15. La magnitud de una funcién de red presentada en
funcién de la frecuencia compleja con dos polos y un cero.

Magnitud de la
funcion de red

cero /

~jes
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plano s v e
w < o3 CBros x
o
Figura 10-16. La porcién del x
plano s que se ilustra en la figu-
ra 10-15 se muestra identificada. x

porcién del plano complejo que se representa en la figura 10-15 se
muestra en la figura 10-16. Esta funcion particular de red tiene cuatro
polos finitos, un cero finito y un cero de. tercer orden en el infinito.

El polo representa una frecuencia a la que la funcién de red “es-
talla”. El cero representa una frecuencia a la que se produce el com-
portamiento opuesto: la funcién de red se anula. Las expresiones
“estallar” o “anularse” suenan como un comportamiento mis bien
dristico de la funcién de red. Se podifa pensar que conviene evitar
por completo los polos y los ceros para seleccionar funciones de red
sin polos y ceros. Sin embargo, éste no es el caso. Los polos y los
ceros son la vida misma de una funcioén; sin polos y ceros la funcién
se reduce a una constante tediosa, mondtona y sin objeto —una fun-
cién que no cambia en ninguna condicién. Sin polos y ceros, la repre-
sentacién tridimensional de la funcién de red se convierte en un de-
sierto matemdtico —absolutamente plano. Sin embargo,- si se agregan
algunos polos y unos cuantos ceros y se tiene una tierra de picos
espectaculares (elevacién: =) y hermosos manantiales (elevacién: 0) la
tierra s cuyas coordenadas (latitud y longitud con respecto a s =0, en
vez de Greenwich) son frecuencias complejas.

(Qué se puede aprender de una grafica de polos y ceros? Una res-
puesta posible se deriva de la ecuacién

°— = Gyls) (10-43)

que se puede escribir como sigue:

Vo (5) = G12(s)V (s) (10-44)

En el problema normal, »;(¢) se especifica y G;,(s) se puede com-
putar. a partir de la red. El problema consiste en encontrar la respues-
ta, ¥,(f). Cuando la Gltima ecuacién se desarrolla por fracciones par-
ciales, el denominador de cada término de fraccidn parcial da un polo
de Gi(s) o bien de Vi(s); es decir, cuando no hay raices repetidas en
el denominador de ¥,(s),

GOHE = 35 £ AP —Ifkp,( (10-45)
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en donde u es el nimero de polos de Giy(s) y v es el nimero de
polos de ¥(s). La transformacién inversa de Laplace de esta ecuacidn es

vi(t) = LG () V)] = E, K + kE, K (10-46)

Por tanto, las frecuencias s; son las frecuencias complejas naturales
correspondientes a oscilaciones libres. Las frecuencias s, son las fre-
cuencias complejas de fuerza impulsora o de excitacion que corres-
ponden a oscilaciones forzadas. En consecuencia, los polos determinan
la forma de onda en funcién del tiempo de la respuesta, el voltaje de
salida. Los ceros determinan la magnitud de cada parte de la respues-
ta; ya que controlan la magnitud de K; y K en el desarroflo en
fracciones parciales, como se verd mds adelante. '

Para las immitancias de punto impulsor, los polos y los ceros tienen
significados que se pueden ver con toda claridad. Puesto que Z(s) =
V(s)/(s), un polo de Z(s) implica una corriente cero para un voltaje
finito, lo *que significa un circuito abierto. Por otro lado, un cero de
Z(s) significa voltaje nulo con una corriente {inita, es decir, un corto
circuito. Por tanto, una red de un par de terminales es un circuito
abierto para las frecuencias de polo y un corto circuito para las fre-
cuencias de cero. Esto se puede representar con facilidad en funcién
de redes de un solo elemento. Para un capacitor, la impedancia de
punto impulsor es Z(s) = 1/Cs. Tal funcién de red tiene un polo en
s=0y un céroen §=-o. Se comporta como un circuito abierto para
frecuencia de polo (s=0) y como un corto circuito para frecuencia
infinita. De igual manera, para un inductor, la impedancia de punto
impulsor Z(s) = Ls (cero en 5 =0, polo en s ='w0) y este elemento se
comporta como un corto circuito para frecuencia cero y como un
circuito abierto 2 una frecuencia infinita.

10-5. RESTRICCIONES PARA LAS UBICACIONES DE POLOS
Y CEROS DE FUNCIONES DE PUNTO IMPULSOR

Ya se observd que los polinomios p(s) y q(s) de la funcién de red
N(s) = p(s)/q(s) tienen la forma

p)=as" +as .. ta, (10-47)

en las que los coeficientes son reales y positivos. As{ pues; se observa
que cuando s es real, p(s) serd real; esta funcién se conoce como fun-
cién real. Si p(s) de la ecuacién (10-47) es una funcién real y siuno
de los ceros de p(s) es complejo, su conjugado también debe ser un
cero de p(s); de otra manera, algunos de los coeficientes de p(s) serian
complejos. Por tanto, el producto

pi)=(s+a+jp)s+a—p=(+a>+5 (10-43)
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o bien
P(s) = s* + 2as + (a* + b?) (10-49)

tiene coeficientes reales cuando a ¥ b son reales. Para que el segundo
coeficiente sea positivo, también es necesario que 2 sea positivo. Aho-
ra, el producto de otros factores complejos que no son conjugados,
G+a+p)s+c +jd), asc¢, b+#d, no tienen solamente coeficientes
reales y, por tanto, se excluyen como factores en las funciones de red.

La segunda propiedad de M(s) se deriva del supuesto de que las
redes compuestas solo de elementos pasivos son estables en el sentido
de que la excitacién debida a una condicién inicial en el elemento da
como resultado una salida limitada, lo cual significa una salida que
nunca se hace infinita sea cual fuere la duracién que se considere.

Ahora se verd una red de un puerto. Si la excitacion es una fuente
de voltaje, la respuesta serd la corriente en la entrada. Sin embargo, si
la excitacién es una fuente de corriente, la respuesta es el voltaje de
entrada. Puesto que la red debe ser estable para cualquiera de las dos
clases de entrada, es evidente que las conclusicnes a que se legue para
los polos se aplicardn también a los ceros. Supéngase que el denomi-
nador de la immitancia de punto impulsor contiene el factor (s~ 54),
en donde s; =0, +jw, es complejo. Este factor dard como resultado
un témmino en la respuesta en el dominio del tiempo de la forma

Ko™ = K e e/ (10-50)
que si se combina con el término resultante de i se tendrd
Koo sen (w,t -+ §,) (10-51)

como se vio en el capitulo 6. Para ‘que la respuesta permanezca limi-
tada, es necesario que o, < 0. Puesto que estos argumentos se aplican
tanto a los polos como a 10s ceros, se observa que los polos y los
ceros de las immitancias de punto impulsor tienen sélo partes reales
negativas (o cero). En lo que respecta a las ubicaciones de polos y
ceros en el plano s, todos los polos y los ceros deben estar en la
mitad izquierda del plano s (MIP) y nunca se pueden presentar en la
mitad derecha del plano (MDP). Los polos y los ceros pueden estar en
la frontera (el eje imaginario), con la limitacion de que tales polos y
ceros sean simples. La razon de esta restriccién es que los polos de
orden 2 o mayor dan origen 2 términos en ¢l dominio del tiempo que
crecen segin "', en donde n es el orden del polo, y este tipo de
respuestas no estin limitadas como es necesario. Como ejemplo, sea el
par de transformadas

) I S .
£ [(sz . a),f)z:[ = gosen o (10-52)
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f=tt

e 2 polos f
P envolvente

{a} (b)

Figum 10-17. La transformada inversa de Laplace de la fun-
cién que tiene los polos y ceros de (q) se presenta en (3).

que corresponden a Ja configuracién de polos-ceros de la figura 10-17,
con polos dobles en *jw,. La respuesta en el dominio del tiempo es
una senoide con una amplitud que aumenta linealmente, tal como se
indica en la figura 10-17(3), que es una respuesta no limitada.

Se permiten polos y ceros milltiples en otras ubicaciones en la
mitad izquierda del plano s, ya que estos polos dan origen a términos
de la forma r"e—o7, que tienen el limite cero requerido, ya que

lim tme== = @ (10-53)
Foro
para una m finita, de acuerdo con la regla de 'Hospital.

En resumen, se observa que p(s) y q(s) son polinomios producto de
los siguientes factores: X, (s +a), donde 2 puede ser cero, §2 + bs + ¢,
y $* +d, donde K, a, b, ¢y d son reales y positivos. Cuando se
forma el producto de estos factores no existe un mecanismo para que
se introduzca un signo negativo, lo cual significa que todos los coefi-
cientes de p(s) v g(s) son reales ¥ positivos, como se requiere. Es
posible aplicar el mismo razonamiento para demostrar que ningin coe-
ficiente puede ser cero (ningdn término del polinomio puede faltar) ja
menos que falten todos los términos pares o todos los impares! ‘La
observacion crucial para llegar a esta conclusién es que no existe for-
ma alguna de introducir signos negativos, y sin términos negativos que
cancelen a los positivos no es posible que un coeficiente sea cero. Por
tanto, el polinomio p(s) de la ecuacion (1047) y también 4(s) tienen
todos sus coeficientes reales y positivos y, ademds, son distintos de
cero excepto en dos casos especiales. |Si p(s) se compone exclusiva-
mente de factores del tipo de s? +d, 'entonces p(s) es un polinomio
par y los coeficientes de todos log términos impares son cero. Si pis)
tiene un cero simple en el origen, los términos s2 +d; se multiplican
Por s y se obtiene como resultado un polinomio impar, o que signi-
fica que los coeficientes de todos los términos pares son cero.

Otra propiedad interesante de las funciones de punto impulsor se
puede encontrar considerando la conducta de la red de un puerto a
frecuencias muy altas o muy bajas. La immitancia del inductor y del

@
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capacitor cambia con la frecuencia. A frecuencias muy elevadas, las
immitancias de estos dos elementos, Z; = Ls y Yo = Cs, dominarin la
funcién de immitancia de la red en el sentido de que ya sea Z;, o Yo
serdn muy grandes en comparacion con cualquier otra immitancia de
elemento. Si no hay L en la red cuya impedancia s trata de deter-
minar, o si C no se incluye en el cilculo de la admitancia (o si estos
elementos estdn en corto circuito a causs de otros), entonces la resis-
tencia serd el elemento dominante, o bien la red equivalente estard en
corto circuito, lo cual significa que Zp =1/Cs o ¥ = 1/Ls es la forma
de immitancia conforme s tiende a un valor infinito. Por tanto, la
representacién equivalente del puerto a altas frecuencias comprenderd
cuando mucho una clase de elemento y seri una de las tres posibili-
dades que se ilustran en la figura 10-18, incluyendo Req=0 6 oo,
Estas mismas conclusiones con respecto a la representacién de un solo
elemento se aplican al equivalente de baja frecuencia de un puerto,
como se puede observar en las ecuaciones duales a las dadas, ¥, =
Lsy Ze = 1/Cs.

;Qué condiciones deben cumplir las funciones de immitancia de
punto impulsor para que las redes equivalentes de la figura 10-18 se
apliquen cuando s = y =07 De acuerdo con la ecuacitn (10-40),
en donde N(s) es una funcién de punto impulsor, se observa que

Lim N(s) = lim 205 — jfm %o gn-m (10-54)
e sy s B .

Para que en este limite V(s) tenga una de las tres formas requeridas
—una constante multiplicada por 5, 1 6 1/s—, es necesario que

In—m| <1 (10-55)

Io cual significa que n —m puede tener los valores de —1, 0 6 1 y
ningln otro valor. En otras palabras, los grados de los polinomios del
numerador y del denominador para las funciones de punto impulsor
deben diferir cuando mucho en uno.

De la misma manera, a frecuencias bajas, conforme s tiende a cero,
los términos de p(s) o g(s) de grado elevado son relativamente peque-
fos, de manera que se pueden desechar en tal forma que N(s) sea
aproximadamente

et asta, (10-56)

NO= ey

Para que N(s) se reduzca a una de las tres formas permitidas —una
constante multiplicada por 5, 1, 6 1/s—, se observa que sélo existen
tres posibilidades. Supdngase que a,_; #0 y b,,..; #0. Si N(s) es
impedancia, entonces a, = 0, b,, 3 0 representa un inductor, en tanto
que a,#0 b, =0 representa a un capacitor. Si N(s) es admitancia,
entonces se requieren las condiciones opuestas para representar al in-

(e}

Figura 10-18. Formas posibles
de la red equivalente de alta
frecuencia para una red de un
solo puerto.
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ductor y al capacitor. Por Gltimo, 2, #0y b, # 0 significa que N(0)
es una constante que puede representar ya sea la impedancia o la
admitancia de un resistor. En resumen, los términos del grado mds
bajo del numerador y el denominador de N(s) deben diferir de grado
cuando mucho en uno. A continuaciéon se dan varios ejemplos para
ilustrar las conclusiones a las que se ha llegado.

EJEMPLO 10

Alquien afirma que la impedancia de una red pasiva de un solo
puerto es

45t + 52— 3541
=S oo M a0-57)
Esta funcién no es apropiada para representar la impedancia de un
puerto, lo que indica que se cometid un error en su determinacion.
En el numerador falta un coeficiente, y otro es negativo, lo cual
indica la presencia de ceros en Z(s) en la mitad derecha del plano.
Efectivamente, en la forma factorizada de la ecuacién, 4(s2 +s + 1)(s -
0.5)2 se puede ver que esto sucede. Aunque no es tan evidente, el
denominador tampoco es apropiado para una funcién de punto impul-
sor, ya que su forma factorizada, (s +4)(s? — 25 + 10), indica que hay
dos polos de Z(s) en la mitad derecha del plano.

EJEMPLO 11

Otrd estudiante determind la impedancia de una red de un solo
puerto y obtuvo el siguiente resultado:

15(s* + 25* +3s + 2) (10-38)

Zs) = 5%+ 653 + 82

También en este caso se observa un error de cilculo debido a que
esta funcién. no es apropiada para representar la impedancia de una
red de un_puerto. El término del grado mds bajo del numerador es de
grado cero, en tanto que el del denominador es 2 —una diferencia que
sobrepasa el margen permitido. Desde otro punto de vista, el denomi-
nador se factoriza a la forma s2(s + 2)(s +4), y esto indica que hay
un doble polo en el origen, lo cual tampoco se permite.

EJEMPLO 12

La funcién de impedancia

_ s +s42
Z(s) = SRl (10-59)




Ceros para funciones de transferencia 343

satisface todos los requisitos que se han encontrado para la funcién de
punto impulsor, de manera que puede ser la impedancia de un puerto.
No se puede garantizar que Z(s) se haya encontrado sin error alguno,
pero relne todas las condiciones necesarias que se han tabulado. Para
determinar las condiciones que son tanto necesarias como suficientes,
es preciso entender cémo encontrar una red a partir de la ecuacién
(10-59), un tema que se incluye en el estudio de sintesis de redes.?

TABLA 10-2. CONDICIONES NECESARIAS PARA FUNCIONES DE PUNTO
IMPULSOR [EN QUE SE HAN ANULADO LOS FACTORES
COMUNES EN p(s) Y q(s)]

. Los coeficientes de los polinomios pGs) v qGs) de N =p/q deben ser
reales y positivos.

. Los polos y los ceros deben ser conjugados si son imaginarios o com-

plejos.

(@) La parte real de todos los polos y ceros debe ser negativo o cero;

ademas:

(b) Si la parte real es cero, entonces el polo o el cero debe ser simple.

. Los polinomios p(s) y g(s) no deben tener términos faltantes entre los
de orden mas alto y mds bajo, a menos que falten todos los términos
pares o todos los impares.

- El grado de p(s) y q(s) puede diferir ¥a sea en cero o sélo en uno.

. Los términos de grado més bajo de p(s) y q(s) pueden diferir en grado
cnando mucho en uno.

N

bad

S

o

Las conclusiones de esta seccion, que son utiles para comprobar la
determinacién de las funciones de punto impulsor, aparecen resumidas
en la tabla 10-2.

10-6. RESTRICCIONES PARA UBICACIONES DE POLOS
Y CEROS PARA FUNCIONES DE TRANSFERENCIA

Algunas de las propiedades importantes de las funciones de transfe-
rencia, Zya, Yiy, Grp y djs, se pueden determinar utilizando el
mismo planteamiento que se dio para las funciones de punto impulsor.
Sea una red de dos puertos, y sean 1-1" la entrada y 22’ 1a salida,
como se sefiala en la figura 10-2. En el puerto 1-1' se conecta una
fuente de voltaje o una fuente de corriente, y en el puerto 2-2 se
comecta una carga (un resistor) y se registra el voltaje o la corriente

3 Véase, por ejemplo, la obra del autor, Introduction Modern Network
Synthesis (John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1960), capitulos 3y 4; en la
figura 7-17, pigina 178, se presenta una realizaciébn de red para la ecuacién
(10-59). La condicién necesaria y suficiente para que Z(s) tenga una realizacion
de red es que ReZ(s) >0 para Res>>0 [ademds del requisito de que Z(s) sea
una funcién reat]. -~
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de salida. Si la fuente genera un voltaje o corriente escalon, la respues-
ta de salida permanecerd limitada todo el tiempo, si la red es pasiva.
Entonces se puede llegar a la conclusién de que la restriccion en la
parte real de los polos determinada para la red de un puerto se aplica
a los polos de las funciones de transferencia que describen una red de
dos puertos. Sin embargo, no se aplica a los ceros. Para la red de un
puerto, se llegd a la conclusién de que los ceros provienen del hecho
de que Y(s) = 1/Z(s). Para la red de dos puertos, no existe esta rela-
cion; Zy3 # 1/Yy2 y Giz # /ey, en general. En resumen, los polos
de la funcién de transferencia se deben encontrar en la mitad izquier-
da del plano, incluyendo el limite (si es simple); pero a los ceros no
se les restringe de esta manera y se pueden hallar en la mitad derecha
del plano a condicién de que sean conjugados si son complejos. Las
funciones de red con los ceros en la mitad izquierda del plano se
clasifican como de fase minima; las que tienen ceros en la mitad
derecha del plano se conoce como de fase no minima.

* Las reglas para la diferencia de grado de p(s) y q(s) para la funcién
de transferencia N(s) = p(s)g(s) se ilustran ahora por medio de un cier-
to nimero de estructuras de redes simples. En la figura 10-19 se
muestran dos estructuras de red conocidas como T y n. Se utilizard Ia
red de (2) pera ilustrar las propiedades de Gy ¥y Z12, y la de (b)
para &, y Y. Para las terminales de salida abiertas en (a) y en
corto circuito en (b), Z3 se puede poner en corto circuito y se puede
abrir Y3 sin afectar a G,, para {(g) o a a;, para (b). Entonces para
(@) se tiene, para la entrada V,,

Vz(-‘) . Zz(s) w
Gl = P05~ 20 + 7o) (10-60)

en tanto que con una entrada de J/; en (b),

1,(s) _ ’Yz(s) "
HEQ S OIS S OE 26 (o-6n

Puesto que estas dos ecuaciones son duales, las ecuaciones que se
encuentren para una se aplicaran a la otra. Por tal razon, esta exposi-
cién se limitard a G, de la ecuacién (10-60).

En la explicacion para el puerto unico se afirmd que conforme s
tendia a infinito un tipo de elemento de la red era el dominante. Por
supuesto, estas mismas conclusiones se aplican a la red de dos puertos,
de manera que se pueden determinar las propiedades de las. redes
tomando en cuenta un tipo de elemento para las subredes Z; y Z,
de la figura 10-19(2). Puesto que solo hay tres clases de elementos, de
los que se deben tomar dos a la vez, es sencillo agotar todas las
posibilidades. El resultado se puede resumir en dos enunciados: (1) si
los dos elementos son del mismo tipo, G, se convierte en una cons-
tante (la red sirve solo como un divisor de voltaje 2 frecuencia inva-
riante). Dado que estd tomando en cuenta sblo el equivalente a alta
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Figura 10-19. (¢) Una red T,
uno de cuyos brazos tiene impe-
dancia cero, y (b) una red ,
uno de cuyos brazos tiene admi-
tancia cero.

frecuencia de subredes més generales, Z, y Z,, en este caso corres-
ponde evidentemente al grado de p(s) que es igual al grado de g(s).
(2) Para otras combinaciones el grado del numerador es igual pero
nunca excede al grado del denominador. Los dos casos se resumen
mediante un solo enunciado que se aplica a las funciones de transfe-
rencia voltaje a voltaje y corriente a corriente: el grado mdximo del
numerador es el grado del denominador.

Para estudiar Z,, y Y;, se comecta I; a la red de la figu-
ra 10-19(a) y ¥, a la red de la figura 10-19(b). Agotando de nuevo
todas las posibilidades al buscar una red que dé el grado mdximo
diferente para las funciones de transferencia, se llega a dos redes que
son las que aparecen en la figura 10-20. Para estas dos redes que se
itustran se observa que

(10-62)

I
le:II/_lz:LS Yy |z=‘V—21:C5

en donde el rpimer resultado corresponde a {z) y el segundo a (b).
Puesto que estas ecuaciones deben representar a Z;, ¥ Yy, conforme
s tiende al infinito, la regla que abarca a Z;, y Yy, debe ser: el grado
mdximo del numerador es el grado del denominador mds uno. Por
tanto, se comprueba que dos reglas son necesarias para las funciones de
transferencia.

;Cual debe s~r el grado minimo de p(s) en comparacion con q(s)?
Otra vez se utilizard un ejemplo para ilustrar e] resultado general. Para
la red de la figura 10-21 (una celosia simétrica) sc observa que

p— Zb le -
v, = V,(m - m) (10-63)

Como para el puerto 1-1' la red se compone de dos ramas idénticas

conectadas en paralelo, se tiene que

Vi =LI{(Z, + Z,) (10-64)

-

A

¢

Vi ! I

|

_____ 3
[t}

Figura 10-20. Casos .especiales

de redes de dos puertos que
ilustran las reglas de diferencia
de grado para las funciones de
transferencia.

Figura 10-21. Dos representacio-
nes para las celosfas simétri-
cas descritas por la ecuacién
(10-65). Las lineas punteadas de
(@) de la figura indican que los
dos brazos en serie tienen la
misma i.mpcdancia,{ Z, y tam-
bién que los dos-biazos en para-
lelo tienen la misma impedancia,

7
Zp.
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Substituyendo este valor de ¥y en la ecuacion (10-63), se obtiene

V. 1
Zyy = I_: = 7(21, —-Z) (10-65)
Si se hace que Zy =pPp/qp ¥ Zg =Dalda, s Observa que
— 1 (psds — 2 10-66
Zi = 2 995 ( )

Este resultado es atil porque relaciona a una funcién de transfe-
rencia con una diferencia de funciones de punto impulsor.

;Cuil es el grado menor posible del numerador? Es evidente que la
respuesta es cero que corresponde a una anulacién término por tér-
mino, excepto para el término constante. El valor de Z,, de fa ecua-
cién (10-21) determinado para la red del ejemplo 6 es un ejemplo de
este caso, Z12 =(1/2)/s (s+ 1.5). La ecuacién (10-66) es Gtil para
examinar las conclusiones a2 que se llegd a partir de observaciones de
estabilidad. En el polinomio del numerador cualquier término puede
ser cero o negativo, dependiendo de la forma de anulacién en la
ecuacién (10-66). El dnico requisito es que los polinomios tengan ce-
ros que formen en pares conjugados si son complejos, ya sea que se
encuentren en el semiplano izquierdo o en el derecho. Aunque dicho
resultado se desarrollé para Zj,, se aplica también a todas las demids
funciones de transferencia que ya se vieron: El resultado de la presente
seccién se resume en la tabla 10-3.

TABLA 10-3. CONDICIONES NECESARIAS PARA LAS FUNCIONES DE
TRANSFERENCIA [DONDE SE ANULAN LOS FACTORES CO-
MUNES DE p(s) Y (9]

-

. Los coeficientes de los polinomios p(s) v q(s) de N=p/q deben ser
reales, y los de g(s) deben ser positivos.

Los polos y los ceros deben ser conjugados si son imaginarios o com-
plejos.

>

w

. (2) La parte real de los polos debe ser negativa o cero; ademids:

(b) Si la parte real es cero, entonces dicho polo debe ser simple.
Esto incluye al origen.

. Los polinomios q(s) no pueden tener términos faltantes entre los de
mds alto y mds bajo orden, a menos que falten todos los términos
pares e impares.

. El polinomio p(s) puede tener términos faltantes entrs los términos de
mds bajo y més alto grado, y algunos de los coeficientes pueden ser
negativos.

. El grado de p(s) puede ser tan pequefio que llegue a cero, independien-
temente del grado de g(s).

. (@) Para Gy; y Gy el grado mdximo de p(s) es el grado de g(s). (b)
Para Zy; y Yia: el grado miximo de p(s) es el grado de q(s) mis
uno.

s

73

o

-
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10-7. COMPORTAMIENTO EN EL DOMINIO DEL TIEMPO
A PARTIR DE LA GRAFICA DE POLOS Y CEROS

En esta seccion se demostrard que la respuesta en el dominio del
tiempo de un sistema se puede determinar a partir de la grafica en el
plano s de los polos y los ceros de una funcion, asi como los de las
transformadas de las fuentes de la red. Supéngase que se determina la
transformada de una corriente /(s) y que se encuentra que los polos y
los ceros son:

1) = Y(s)¥(s) = £ (10-67)
en donde
& (-5' =) =5 ... (s —5,) (10-68)

q(s) (s — 55— s} (5 —s,)

En la seccién 10-5 se demostrd que los polos de esta funcién de-
terminan el comportamiento de i(f) en el dominio del tiempo. Se
sugirié que los ceros junto con los polos determinan la magnitud de
cada uno de los términos de i(r). En esta seccién se amplian tales
conceptos y se muestra la forma en que #{7) se puede determinar si se
conocen los polos, los ceros v el factor de escala A

De acuerdo con la relacién de amortiguamiento ¢ y la frecuencia
natural no amortiguada wy,, como se vio en el capitulo 6, los polos y
los ceros de la Gltima ecuacién tendrdn las siguientes formas

su 5= ~lw, £ jon/T—0h {(<1 (1069
S, 82 = —{w, £ w0 — 1, {>1 (10-70)
510853 = — @, (=1 (10-71)
S1y 82 = = jeo (=0 (10-72)

También se demostrd en el capitulo 6 que los contornos de w,
constante son circulos en el plano s, que los contornos de relacion
constante de amortiguamiento son rectas que pasan por el origen y
que los contornos de amortiguamiento ({w,) constante, son lineas
rectas paralelas a eje jw del plano s. Més todavia, las lineas pa.ralelas
al eje 0 en el plano s son lineas de frecuencia constante, wn\/l
Todos estos hechos aparecen resumidos en la figura 10-22,

La ubicacion de los polos en el plano s se puede interpretar en
funcién de la respuesta general en el dominio del tiempo, en términos
de §y wy.

i(f) = K, el tantor NT=T Tef Ket-ton —onT=T (10-73)

Para ilustrar el significado de los contornos de la figura 10-22 véase
el arreglo de polos que se muestra en la figura 10-23 (los ceros se han
omitido para mayor claridad).
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plane s Jw plano s | jw

(a} (7]

plano s Joo plano s jw

e} id)

Figura 10-22, Contornos para valores de parametro constante en
el plano 5. (2) contornos de @, constante, () lineas de rela-
cion de amortiguamiento constante, para el dngulo § = cos=1¢{
con respecto al efe real negativo, (¢} las lineas rectas paralelas al
eje imaginario, son los contornos para amortiguamiento constan-
te, oszn, ¥ (d) las rectas paralelas al eje real representan

contornos de fi de oscil s w=w -2

El par de polos 5, y 57 y el par sc 'y s corresponden a expresiones
oscilatorias en el dominio del tiempo. La frecuencia de oscilacién co-
rrespondiente a s, y s} es mayor que la de s. y s, al igual que el
amortiguamiento (o rapidez de decrecimiento de la amplitud) es menor
que s, y s} que para 5, y s¥ La frecuencia natural w, de los dos
pares de polos es aproximadamente la misma, ya que tienen mds o
menos el mismo radio a partir del origen. La diferencia en la frecuen-
cia real de oscilacién se debe a una relacién menor de amortiguamien-
to para 5, y s7.

Los polos s, v s son muy diferentes de los pares conjugados que
se. acaban de ver. Corresponden al caso de sobreamortiguamiento y
tienen una forma exponencial de decrecimiento en ¢l dominio del
tiempo. El amortiguamiento es mayor para S4 que para 5,,. Desde otro
punto de vista, la constante de tiempo para el polo s, es mayor que
para s4. La rtespuesta tipica en el dominio del tiempo correspondiente
2 cada polo se ilustra en la figura 10-24 para una amplitud- arbijtraria
para cada factor. La respuesta total correspondiente a estos polos se
determina sumando cada uno de los factores individuales como sigue:

(1) = Ko + Krew 4 Ky 4 Kot 4 K*er | K (10-74)

x|

Figura 10-23. Un arreglo de po- Como de costumbre, los términos correspondientes a los pares con-
los en el plano . jugados se combinan para dar expresiones senoidales amortiguadas. En

5\_;—
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plano s

Figura 10-24. La forma de las respuestas identificadas con cada
una de las posiciones de los polos qus se muestran en la figu-
1a 10-23. Las respuestas se ilustran con amplitudes arbitrarias.

la figura 10-25 se presenta una figura mas detallada, en la que se
indica la variacién de la respuesta para varias ubicaciones de polos.
Queda todavia el problema de determinar la constante (o magnitud)
de multiplicacién para cada uno de los términos (o modos). El punto
de partida es la ecuacion (10-68). Para encontrar la respuesta en el
dominio del tiempo correspondiente a esta ecuacién de transformada,
ésta se desarrolla por medio de fracciones parciales. De donde
K, K,
— 5, 5= S

I(s) =

K, §
+... R (1075

Cualquiera de los coeficientes (residuos) se puede determinar apli-
cando el método de Heaviside como

_ (s—s)s=53)...(s —5) _ X
RO = ows v sy e AR MO S

Al substituir s con s, en la ecuacion (10-76) se obtiene el siguiente
valor de K,:

(s — 88, — $2) ... (8, — ) 10
K= S s =) 1077

Esta ecuacién se compone de los factores de la forma generul
(s, — 5,), en donde tanto s, como 5, $n nimeros complejos cono-
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plano s

Figura 10-25. Una exploracion mds detallada de las formas de
p para las di icact en el plano s.

cidos. La diferencia de dos nimeros complejos es otro nimero com-
plejo, que se puede escribir en forma polar como:

(s, — sp) = M, e’ (10-78)

en donde M,, es la magnitud del fasor (s, —5,) y ¢, es el dngulo de
fase del mismo fasor. La diferencia de las dos cantidades complejas s, y
s, se ilustra en la figura 10-26. (También en este caso se omiten otros
polos y ceros para mayor claridad.) El término (s, —s,) se interpreta
como un fasor dirigido de s, a s,. La magnitud M, es la distanciz de
Sy a 3,; el dngulo de fase ¢, es el dngulo de linea de s, a s,, me-
dido con respecto a la lfnea ¢ =0. La magnitud y la fase del fac-
tor (s, —s,) se puede medir as{ con facilidad y, por tanto, todos
los términos de este tipo general de la ecuacion (10-77) se encuentran
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(@) 1]

Figura 10-26. La representacién de la cantidad compleja (s,
—~3$y) en el plano complejo s: (4} la construccién de Gy~ 5y)
y (b) representacién como un fasor dirigido s, a s,

sin mayores dificultades. En funcién de M y ¢, para cada factor de la
ecuacion (10-77) el valor de K, se comvierte en

K, = Hﬁx,ﬁﬁzz%:, Moy it bt m purmsned (10-79)
ari¥pri¥icr mr

Esta ecuacién proporciona la magnitud y la fase d¢ K,. Efectuando
las operaciones que se indican en esta ecuacién se puede evaluar la
constante K. Las cantidades de la ecuacién (10-79) se determinan fécil-
mente mediante un procedimiento grifico que se resume como sigue:

! (1) Grafique los polos y los ceros de 1(s) = p(s)/q(s) a escala en el
plano complejo s.
(2) Mida (o calcule) la distancia de cada uno de los otros polos y
ceros finitos 2 un determinado polo s,.
(3) Mida (o calcule) el dngulo de cada uno de los otros polos y
ceros finitos a un determinado polo s,.
RG] Substituya tales cantidades en la ecuacién (10-79) y evaliie K,
~  en esta forma.

EJEMPLO 13

Se usard un ejemplo para ilustrar este procedimiento. Supdngase
que (s) tiene los polos s=~1 y —3, y un cero en el origen, y H
tiene un valor 5. La transformada de la corriente tiene la forma

Ks) = (10-80)

5s
s+ s +3)
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Figura 10-27. Polos y ceros que
se utilizan en el ejemplo 13.

Esta funcién se puede desarrollar con facilidad por medio de frac-
ciones parciales, pero también es posible evaluarla como se delined
antes. Con referencia a la figura 10-27 se observa que

Moyseitn = gt (10-81)
M;eitn = 2000 (10-82)
De donde,
Jdos .

K, = foiiu,. =5 et 25 (10-83)

De la misma manera

M, Jbos 31800

Ky = HMT;i"’” =5 X 5w =15 (10-84)

Puesto que Ios polos determinan la frecuencia (en este caso, la
frecuencia neper), se puede escribir para la solucién general

i(t) = K,e™* + K,e=¥ (10-85)

y como K; y K3 se evaluaron partiendo del conocimiento de las ubj-
caciones del polo y el cero, se tiene una solucién particular,

i(t) = —2.5¢7 + 7.5¢~% (10-86)

De acuerdo con esta exposicion y con la ayuda de Ia.ecuacion
(10-77) se puede visualizar la influencia de un cero en la respuesta en
el dominio del tiempo. Sea un polo, por ejemplo s,, de la figura 10-26.
Si todos los otros polos y ceros del plano. s s¢ mantienen fijos :n su
posicion y se desplaza el cero s, la proximidad de un cero a un polo
hace que de acuerdo con la ecuacién (10-79) se reduzca la magnitud
del coeficiente K asociado con la frecuencia compleja del polo s,. Tam-
bién aqui, de acuerdo con la ecuacién (10-79), la proximidad de un
polo a s, tiene ¢l efecto contrario —Ya que las magnitudes del polo
aparecen en el denominador— y la proximidad de otro polo a s,
aumenta la magnitud del coeficiente X,. Cuando el cero s, se desplaza
tan cerca de s, que coinciden, ¢l polo y el cero se anulan y se reduce
2 cero el valor de X,.

La magnitud del coeficiente K correspondiente a un polo particular
se determina entonces por la proximidad de Jos polos y los ceros. Si,
como sucede en ¢l disefio de una red, se puede seleccionar la posicién
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de los polos y los ceros, éstos se deben escoger de acuerdo con el
siguiente método:

(1) Escoja las ubicaciones de los polos para obtener el comporta-
miento requerido en el tiempo. Haga esto en funcién de fre-
cuencias complejas.

(2) Determine la posicion de los ceros en el plano complejo para
ajustar las magnitudes de los diferentes coeficientes K.

Se debe hacer notar que la interpretacion grifica de la posicion de
los polos y ceros fue para el caso de polos no repetidos (o simples).
En el caso de polos multiples, se sugiere que se siga el desarrollo por
fracciones parciales en vez de buscar una modificacion de los proce-
dimientos que se vieron, para satisfacer al nuevo caso.

10-8. ESTABILIDAD DE REDES ACTIVAS

En este capftulo se ha supuesto hasta ahora que las redes estudiadas
se componen sblo de elementos pasivos, y las explicaciones se han
basado en la afirmacién de que las redes pasivas som estables en el
sentido de que los polos de las funciones de red que las describen se
excluyen en Ia mitad derecha del plano s. El hecho de que las redes
activas —por ejemplo, una que contiene fuentes controladas (o depen-
dientes)— no son necesariomente estables se mostrard mediante un
ejemplo sencillo.

La red de la figura 10-28 contiene una fuente controlada cuyo
voltaje se relaciona a ¥, mediante la constante positiva A. El anilisis
de rutina de la red da la signiente funcién ‘de transferencia:

Vo 1 $ 10-87

I, = TE IR0+ 0 = Afkons +ie 108D

Si se escogen valores especificos para los elementos haciendo que

Ri=1/2, Ry =1, L=1/2 y C=1, entonces la ecuacién (10-87) se
convierte en

(10-88)

_— s
LY@ =452

:
R,
I L
AV,

Figura 10-28. Red con una fuente controlada que es inestable
para un rango de valores de A.

)
I
o}

=
N
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J2

Radie = v2

Figura 10-29. Lugar geométrico de los polos de la funcién de
transferencia conforme A varia de 0 a oo

De acuerdo con este resultado, se ve que las ubicaciones de los
polos quedan determinadas ‘mediante la constante 4, y también que
los polos se desplazaran en el plano s conforme A aumente de O hasta
un valor muy grande. El lugar geométrico de las raices de las ecua-
ciones 5% + (3 —A) +2 =0 se ilustra en la figura 10-29; estas graficas
se utilizan con mucha frecuencia para estudiar sistemas y se conocen
como grdficas del lugar geométrico de las raices.* De acuerdo con esta
grifica, se observa que los polos estdn ubicados sobre el eje real nega-
tivo para 4 = 0. Al aumentar 4, los polos se mueven el uno hacia el
otro, encontrandose en § = — /2. A partir de entonces, el lugar geo-
métrico es un circulo para el rango de valores 3 -2+./2<A4<3+
24/2. Cuando 4 =3, los polos estdn ubicados sobre el eje imaginario.
Para A>3 +24/Z, los polos estdn otra vez sobre el eje real, pero
permanecen en la mitad derecha del plano s —uno desplazdndose hacia
el cero y el otro hacia el infinito. Es evidente que los polos pasan ia
frontera critica que es el eje imaginario para un rango de valores.de A
y, por tanto, la salida de la red puede ser estable, oscilatoria o ines-
table.

Se afirma que una red activa (o para el caso, cualquier sisterna
general) es estable si la funcién de transferencia que relaciona la salida
con la entrada tiene polos que estin confinados en la mitad izquierda
del plano y el eje imaginario, y estrictamente estable si los polos se
encuentran solo en el medio plano de la izquierda. En consecuencia,
una red activa es estable si oscila con una magnitud constante, corres-

4 W, R. Evans fue el primero en describir las grificas del lugar geométrico de
las rafces y las reglas para su construccion.
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pondiendo esto al caso de polos sobre el eje imaginario. Para que una
red activa sea estrictamente estable, se excluye la posibilidad de oscila-
cién con una magnitud constante, lo cual significa que quedan exclui-
dos los polos del eje imaginario. De acuerdo con la exposicién que
aqui se presenta, asi como con las diferentes formas de respuesta que
s¢ muestran en la figura 10-25, se puede observar que un requisito
equivalente para un sisterna estable es que una entrada limitada debe
dar origen a una salida limitada, Por consiguiente, en una red estable,
una entrada que tiene la forma escalén, no producird una salida que
tenga témminos como # 2, ef, fsenwt, etc. Esta es una definicién
conceptualmente conveniente de la respuesta de una red estable.

En la red de la figura 10-28 se observa que tiene una respuesta que
es estrictamente estable cuando A <3, y estable cuando 4 < 3. Cuan-
do A =3, el voltaje de salida oscila a la frecuencia w =+/2. Para
A>3, la salida oscila con una amplitud que aumenta sin limite con el
tiempo.

Puesto que la estabilidad se determina por la ubicacién de los
polos, como se acaba de ver en el ejemplo anterior, es posible estable-
cer las condiciones necesarias para la estabilidad en funcién de un
Tequisito impuesto al polinomio del denominador de la funcién de
transferencia que relaciona la salida con la entrada, Sea este polinomio

P) =ags" +ast + .. ta, s+ a, (10-89)

De acuerdo con p(s), se puede indicar el requisito para la estabi-
lidad en funcién de una pregunta sencilla: jtiene p(s) = 0 raices con
partes reales positivas (0 cero)? Cuando se responda a esta pregunta,
queda determinada la estabilidad de la respuesta de la red. Una res-
puesta obvia a la pregunta que acaba de proponerse se deriva cuando
las rafces de la ecuacidn p(5)=0 se determinan utilizando una com-
putadora digital. Sin embargo, con mucha frecuencia el interés reside
no tanto en los valores numéricos de las raices como en responder
sencillamente 57 0 170 a la pregunta: (Es estable la red?

Entonces el problema es el siguiente: si se da un polinomio que
tiene coeficientes reales por las razones que se indican en la sec-
cién 10-5, ;cudntas de las rafces de la ecuacion p(s) =0 tienen
partes reales positivas? Para una red estable, la respuesta debe ser:
ninguna. Uno .de los primeros cientificos que investigaron este proble-
ma fue James Clerk Maxwell, en 1868. A partir de entonces, ef tema
se ha estudiado minuciosamente y existen muchas reglas, algoritmos y
criterios que pueden aplicarse. No obstante, antes de delinear uno de
Tos mds ttiles de ellos conviene ver algunas de las propiedades de las
raices de p(s) =0, que se pueden deducir directamente de los coefi-
cientes de p(s).

El ejemplo

Py = (s + 4)(s* — 25 + 10) = 5% + 252 4 25 + 40 (10-90)
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demuestra que no basta con que los coeficientes del polinomio sean
todos positivos para estar seguro de que p(s)=0 tenga raices con
partes reales negativas. Si la ecuacion (10-89) se factoriza, se escribe
como el producto

a(s —s)(s —5.)...(s—5,)=0 (10-91)
Cuando estos factores se multiplican entre si, se obtiene
P(8) = aos” — ao(s; + 53+ ...+ 5 87!
+oag(sis 4 sp8 4+ )2
— (85,5285 + 545255 F .. )83
4+ ay(—1)5,5;5;...5, =0

(10-92)

Tgualando estos coeficientes a los de la ecuacién {10-89), se tiene
(suponiendo que ao # 0).

;l = — suma de las raices (10-93)
0
42 suma de los productos de las raices (10-94)

aq  tomadas dos a la vez

23 _ —suma de los productos de las rafces (10-95)
4, tomadas tres a la vez

y asi sucesivamente, hasta que por (ltimo

(=Lra, _ ;
e producto de las rafces (10-96)

Si todas las raices tienen partes reales negativas, entonces en estas
ecuaciones se puede ver que es necesario que todos los coeficientes
tengan el mismo signo. El ejemplo de la ecuacion (10-90) ha demos-
trado que esta condicién necesaria no es suficiente. También se obser-
va que ningin coeficiente puede tener valor cero, porque esto requeri-
rfa una cancelacién que sélo es posible cuando existen raices con
partes reales y positivas.

Esto es lo que se puede decir respecto a las condiciones necesarias
que son ftiles para una comprobacion preliminar. A continuacién se
enumeran las condiciones que deben cumplir los coeficientes, que son
tanto necesarias como suficientes para establecer la estabilidad.

Las primeras contribuciones a la teoria de la estabilidad de los
sisternas fisicos las hicieron: Routh, de Inglaterra, en 1877; Lyapunov,
de Rusia, en 1892, y Hurwitz, de Alemama, en 1895. Mas recientes
contribuciones s¢ deben a los trabajos de Lienard y Chipart, en Fran-
cia, en 1914, y Nyquist, de los Estados Unidos, 1932.5 Gran parte del

5 Para un estudio detallado del criterio de Nyquist véase de Norman, Balaba-
nian, Theodore A. Bickart y Sundarem Seshu, Electrical Network Theory (John
Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1969), paginas 677-689.
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trabajo lo realizaron independientemente unos de otros, de manera que
se produjo cierta confusién en la atribucién de los criterios a los autén-
ticos autores. El criterio que se describird a continuacién se conoce
como criterio de Routh. Para reconocer que también fue desarrollado
en forma independiente por Hurwitz, los ingenieros han dado en desig-
narle con el nombre de criterio de Routh-Hurwizz. Sin embargo, quien
Jea los libros especializados en este tema no se debe sorprender si
encuentra que el criterio de Routh-Hurwitz se describe en términos de
la evaluacion de un cierto nimero de determinantes.

Ahora se separard p(s) de la ecuacién (10-89) en dos partes, una
par m(s) y otra impar n(s). Obsérvese que ésta es una eleccién apro-
piada, ya que M tiene simetria par con respecto a la linea vertical que
pasa por su centro, en tanto que N tiene una simetria impar con
respecto a la misma Iinea. La parte par (impar) de p(s) es la suma de
los términos a;s* en donde k es par (impar). A continuacion se forma
una nueva funcidn,

(10-97)

m

_m(s) _ n(s)
¥=05 ° YR

2

de modo que el polinomio del numerador sea de grado mds alto que el
polinomio del denominador. El criterio que se estudiard se ocupa de
los coeficientes seleccionados a partir de esta W(s). Antes de describir
el criterio se verd lo que sucede cuando p(s) contiene un factor de fa
forma (s2 + a?) correspondiente a rafces imaginarias conjugadas. En-
tonces,

P(s) = pi(s)s* + a?) (10-98)

Si se hace que py(s) =mi(s) +n,(s), entonces las partes par ¢ impar
de p(s) serin mi(s? +a%) y ny(s? +4%), de tal modo que cuzndo
se encuentra la funcién que se especifica en la ecuacion (10-97) se tiene

_omy(s* + a;) .-
W(s) = o (10-99)

supomiendo que m; tiene un grado mds alto que ny. Si W(s) se eseri-
be en esta forma, de inmediato se anula el factor comiin del numera-
dor y el denominador. Desafortunadamente, no siempre es evidente
que hay un factor comtin. Para ilustrar este caso, sea

P = (5 + D + 2 +3) 10-100)
=% 4 35+ 55* + 95+ 6
de modo que

R K] g
¥(s) = L2 (10-101)
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en donde el factor comin no es evidente de inmediato. No obstante,
si se factoriza el numerador y el denominador, entonces

NS R e -
Y=y T (10-102)

Esta cancelacién del factor comtin se relaciona con uno de los
casos especiales del criterio que se estudiard un poco mds adelante.

Al establecer los pasos que se deben seguir primero se construye el
arreglo de Routh-Hurwitz (que se conoce también con el nombre de
modelo o esquema), que se compone de los coeficientes de la funcién
¥ de la ecuacion (10-97). Se separa p(s) en sus partes par e impar y
se forman dos renglones de coeficientes. Asi pues, de la expresion
dada para p(s) se escogen los coeficientes para los dos renglones como
sigue:

Renglén 1

Q08" 4 @8N+ @28+ a8 4 At F assS g 4L

Renglén 2
(10-103)
y se escriben asi:
a, a, a, ag ag . (10-104)
a, a; as a; ay e

El siguiente paso consiste en completar el arreglo de los niimeros
de acuerdo con Routh-Hurwitz, Para n = 6, se obtiene lo siguiente:

$% | ao a, a, as

| a, as as

st b, b, b

sSle o (10-105)
s* | dy d,

st e,

KR A

Que se compone de 7 + 1 renglones, de los cuales los dos primeros
se dan en la ecuacién (10-104). Las entradas b, c, d, e, f se deter-
minan por el algoritmo que se flustra en la figura 10-30. El algoritmo
se aplica como sigue para determinar un elemento del renglén & y
la columna j. El valor de este elemento se determina a partir de otros
cuatro elementos. Tales elementos estin en los dos renglones directa-
mente arriba del elemento que se va a determinar, los renglones & —1
y k—2. Mis alin, estin en la columna ! del arreglo y en la columna
inmediatamente a la derecha del elemento, la j + 1. Dichos elementos
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Figura 10-30. Esta figura ilustra los pasos a efectuar en la deter-
minacién de los elementos del arreglo de Routh. Para cualquier
aclaracibén posterior :case el problema 10-33.

forman una estructura semejante a la de un determinante. Los elemen-
tos unidos por una linea con pendiente positiva tienen signo positivo;
los elementos unidos por una linea con pendiente negativa tienen signo
negativo (que es justamente lo opuesto a la regla para los determi-
nantes). Se restan esos dos productos y se divide la diferencia entre el
elemento pivote de la columna 1 y el renglén k — 1. Se continiia el
proceso hasta que se forman n + 1 renglones.5 Para aplicar el criterio
se debe enfocar la atencidén a la primera columna del arreglo. La
columna a la derecha de la linea de la ecuacién {10-105) constituye un
indice Gtil para fines de evaluacion. .

£l teorema de Routh-Hurwitz establece que el nimero de cambios
en el signo de la primera columna (conforme se efectiia una explora-
cién de arriba hacia abajo) es igual al nimero de raices de p(s)=0
con partes reales positivas. El criterio de Routh-Hurwitz establece que
la red (o sistema) descrita por una funcién de red, para la que p(s) es
el polinomio del denominador, es estable si y sélo si no existen cam-
bios de signo en la primera columina del arreglo. El citado requisito es
tanto necesario como suficiente para estabilidad.

Al aplicar este criterio es necesario distinguir tres casos: (1) ningin
elemento de la primera columna es cero, (2) Existe un cero en la

6 Para un estudio mas amplio de este algoritmo véase el problema 10-33.
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primera columna, pero los otros elementos del renglon que contiene
un cero en la primera columna son distintos de cero. (3) Existen ceros
en la primera columna y todos los demds elementos del renglon que
contiene €l cero en la primera columna son también cero. A continua-
cibn se ilustrarin estos tres casos por medio de ejemplos.

EJEMPLO 14 (caso 1)
Sea la identidad

(s - D+ 26+ 3+ 4)

(10-106)
= 5% + 10s* 4 355% + 505 + 24

El arreglo de Routh da lo siguiente:

s 1 35 24

$10 50
s2|30 24
st| 42
50|24

De acuerdo con la primera columna, se observa que no existen
raices con partes reales positivas (lo cual concuerda con las raices
conocidas).

EJEMPLO 15 (caso 1)
Como segundo ejemplo, véase la ecuacién (10-90)
s34+ 2524 254+ 40=0 (10-107)

de la que se sabe que contiene dos raices con partes reales positivas.

53 2
52 2 40
st —18
s° 40

Existen dos cambios de signo (2 a —18 y —18 a 40), tal como se
requiere.

EJEMPLO 16 (caso 1)

Sea la ecuacion

aps* - ast+ a5+ a; =0 (10-108)
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El arreglo de Routh-Hurwitz para esta ecnacién es

52 a, a,
52 a, a;
a.a; —
st 187 — @043
a,
s° a,

De acuerdo con este arreglo, se llega a la conclusion de que es
necesario y suficiente que todos los coeficientes de la ecuacion sean
positivos y, ademds, que @;4, > ao43, para que no existan raices con
partes reales positivas.

EJEMPLO 17 (caso 1)
Al formar el arreglo de Routh-Hurwitz para la ecuacién
pls) =54+ 57+ 25 + 254+ 3=0 (10-109)

se encuentra que el elemento de la primera columna, tercer renglon, es
cero; pero ningin otro elemento de este renglén es cero. Para evitar
esta dificultad” se substituye el O con la pequefia cantidad ¢ de mane-
ra que el arreglo se convierte en

s* 1 2 3
5? 1 2
s? € 3
st 2 3
€
So 3

Para valores pequefios de €>>0, el cuarto elemento de la primera
columna es negativo, lo cual indica dos cambios de signo o sea que
dos rafces tienen partes reales positivas. Para un valor pequefio de
€<, el tercer elemento es negativo, Jo cual lleva a la misma con-
clusién.

EJEMPLO 18 (caso 1)

Para ilustrar el caso en que desaparece un renglén entero del arre-
glo de Routh-Hurwitz (todos los elementos del rengldn tienen un valor
de cero), véase unma red que se describe por medio del polinomio del
denominador

P =8 +282 + 25+ A4=0 (10-110)

7 F.R. Gantmaches, Applications of the Theory of Matrices (interscience
Publishers, Inc., Nueva York, 1959), pigina 215 y sigs.
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en donde A es ajustable, como en el caso de la red de la figu-
ra 10-28. El arreglo de Routh-Hurwitz se forma como sigue:

s? 1 2

52 2 A

ot 4—4 (10-111)
2

50 A

De acuerdo con este arreglo, se observa que el sistema es estable
para A <4 pero inestable para 4>4. A continuacién se examinard
detalladamente el caso A =4. Para esta eleccién el arreglo de Routh-
Hurwitz es

sl 2

2

: (2) 4 (10-112)
500 ?

Aqui desaparece un renglon completo (que se compone de un ele-
mento) y no es posible completar el arreglo.

La dificultad en este caso se relaciona con el estudio anterior de la
ecuacion (10-98), es decir, la presencia de un factor del tipo (s? +4?)
en p(s). Dicho factor provoca una terminacién prematura de la forma-
cién del arreglo de Routh-Hurwitz. Para determinar este factor comnin
se procede como sigue. Se hard que el factor comiin desconocido, un
polinomio par, sea p.(s). El indice del renglén que desaparece es
s~ 1, lo cual significa que el renglon anterior de fndice sV tiene
elementos que son distintos de cero, h,, hs, #,,... En este caso
p2(3) estd dada por

Pa(s) = fus® - Bpst2 L (10-113)

Conociendo este polinomio par se puede quitar de p(s) y luego
aplicar otra vez el criterio de Routh-Hurwitz a p,(s). De acuerdo con
el arreglo (10-112) se observa que

Pa(8) = 2(s* +2) (10-114)
de manera que, a simple vista se nota que
Pi(s) = 4(s + 2) (10-115)

Se observard que el valor 4 =4 hizo que las raices de p(s) estuvie-
ran ubicadas sobre el eje imaginario, que es la frontera enire la estabi-
lidad y la inestabilidad indicada por este anilisis de arreglo (10-111).
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EJEMPLO 19 (caso 3)
Como segundo ejemplo del caso 3 véase el polinomio
p(s) = (52 + 2)(s2 + 3)(s + 2)(s + 3) (10-116)
o bien
P() = s° + 555 + 11s% + 255° + 365% + 30s + 36 (10-117)

El arreglo de Routh-Hurwitz es

S 1 6 36
sl5 25 30
sl6 30 36 a0-118)

s 0 0 0

En este caso es mis claro que en el arreglo (10-112) donde desapa-
rece un renglon completo.

Se forma el polinomio p,(s) como se indica en la ecuacién
(10-113) para dar

Pa(s) = 6(s* + 552 + 6) (10-119)

que es el polinomio par contenido en la ecuacién (10-116). La estabi-
lidad de p;(s) = s + 55 -+ 6 es evidente al examinar la expresion.

El caso 3 revela la presencia de un polinomio par o un polinomio
impar (que es s veces un polinomio par). El polinomio par puede ser
un producto de factores semejante a s2 +4? = (5 +ja)(s — ja) que re-
presenta ceros en el eje imaginario. Existe otra posibilidad que se debe
tomar en cuenta antes de llegar a la conclusién final en las situaciones
del caso 3. Sean los ceros que se muestran en la figura 10-31, que se
conocen como quad {tetradas) de ceros. Su producto de factores es

S+ a+b)s + a— jb)s — a + jb)(s — a — jb)
=[{s + a)> + 8][(s — a)* + b7] (10-120)
= S‘ + 2(b2 — al)sz + (az + bz)l

Figura 10-31. Los cuatro ceros
simétricamente ubicados con res-
pecto a los ejes del plano s for-
man un quad de ceros.
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Al examinar estas expresiones se observa que todos los coeficientes
son positivos y distintos de cero si b>>a. En términos de la geometria
del plano s de la figura 10-31, esta situacién se aplica al quad si
0>nj4.

EJEMPLO 20 (caso 3)
El polinomio

P(s) =255 -+ 5% + 1354 + 65° + 5652 + 255 + 25 (10-121)

tiene el arreglo ‘de Routh-Hurwitz

s8] 2 13 56 25

s5 |1 6 25

s 5 25 (10-122)
s210 0 0

y nuevamente desaparece todo un renglén. El polinomio p,(s) es
st 4652 F 25 =T[(s £+ 1) &2 (10-123)

que es un quad, indica que p(s) tiene dos ceros en la mitad derecha
del plano 5. Al dividir la ecuacién (10-121) entre la (10-123) se obtie-
ne el factor 25> +s+1 que se puede analizar mediante la formula
cuadritica.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

En este capitulo se incluyen dos temas que se prestan a la solucién en
computadora, que son la determinacién de las raices de un polinomio y Ja
determinacién del lugar geométrico de las raices. Las secciones del apéndice E
que se dedican a estos temas son las E-1 v E-9.5. En particular, véase a Huels-
man, teferencia 7, apéndice E-10, y su anilisis de las grificas del lugar geomé-
trico de las raices que se incluye en la seccion 10.3, ¥ a McCracken, referencia
12, casos de estudio 21 y 23,
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PROBLEMAS
10-1. Para Ja red que se muestra en la siguiente figura determine Zyy =
V() (9)-
Ijls)
s
y
R 4 Vals)

Fig. P10-1.

10-2. Sea la red RC de dos puertos que se muestra en la siguiente figura. Para
esta red demuestre que

Gy = L 52 + (RiCy + RyC)sIRR,CiCa 4 1R\ Ry CLCy ]
12 = [T (R G, + RiCs + ReCoSIRiR:C1C + 1R R2C1Ca

+

Cz

v v
R,

Fig. P10-2.

10-3. (a) Para la red que se da demuestre que con el puerto 2 abierto, la
impedancia de entrada en el puerto 1 es 1 §% (b) Encuentre la funcién
de transferencia de la relacién de voltajes, Gz, para la red de dos

puerfos.
1H
12 12 + 2
1e 2F
Vi V2
195 50 2F
1o o2
Fig. P10-3.



Fig. P10-5.
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10-4. Para la ted resistiva de dos puertos de la figura determine el valor numé-
rico de (a) Gz, (b)) Zy2, (©) Y1z ¥y (@) @y

Fig. P10-4,

10-5. Se debe analizar la red resistiva T punteada de dos puertos que se muestra
en la figura a fin de determinar (a) Giz, (b) Z12, (¢) Y2 v (@) 042

10-6. La red que se da contiene resistencias y fuentes controladas. Para esta
red calcule Gy =Va/Vy.

Fig. P10-6.

10-7. Para la red que se muestra a continuacién y los valores de elementos que
se indican determine Gy =Ip/Ty.

21, 20
I 1o e L2 o2,
Fig. P10-7.

10-8. Para la red RC de dos puertos de la figura demuestre Jue

Gz =

[: 1R R CiCy ]
24+ (RiCL + R Gy + RyC)SIRR,C(Cy + 1R R,CL Gy

D:/\/WICT/ C2 vy
° ,[\ T b Fig. P10-8.
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10-9. Para Ia siguiente ted demuestre que

Kis+ 1
G+2)s +4

y determine el valor y el signo de XK.

Y, =

Fig. P10-9.

10-10. En el caso de la siguiente red demuestre que la funcidn de transferencia
de la relacién de voltajes es

2y
Gin=zx 5T
I 1H
g
A Il 1 T

Fig. P10-10.

10-11. Para cada una de las redes que se ilustran a continuacién conecte una
fuente de voltaje V, al puerto 1 y sefiale referencias de polaridad para
V2 en el puerto 2. También para cada red determine Gy =Va/Vy.

2H 2H 1F 1F
1 2F 2F 2 1 IH 1H 2
1 T —
@l o]

1F 1f ia 1o
1 1e 10 2 1 IIF IIF 2
el d)
1H 1H 10 10
1 10 10 2 1 1H 1H 2
o—. o—
fel in

1H IH
1 TIF TIF TIF 2
g

Fig. P10-11.
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10-12. Para la red que aparece en Ia figura P10-11(e) haga que el puerto 2
termine en un resistor de 182 y conecte una fuente de voltaje al puerto
1. Sea I, la corriente en la fuente de voltaje e I; la corriente en la carga
de 1 Q. Asigne sentidos de referencia a cada una de ellas. Calcule Gy =
ValVyy any =1/,

10-13. Repita el problema 10-12 para la red de la figura P10-11(b).

10-14. Repita el problema 10-12 para ja red de la figura P10-11(g).

10-15, Para la red de la figura P10-11(g) conecte una fuente de corriente Iy en
el puerto 1 y un resistor de 1§} en el puerto 2. Asigne sentidos de
referencia a todos los voltajes y corrientes. Para esta red compute Z;; =
Vally y @z =I/I;.

10-16. La red que se muestra en (@) de la figura se conoce como red de
compensacion en paralelo. Demuestre que la impedancia tiene la forma

K(s —z))

26 = (s —pi)s — p2)

y determine zy, p; v p; en funcién de R, L y C. Si los polos y los
ceros de Z(s) tienen las ubicaciones que se indican en (b) de la misma
figura, donde Z(j0) = 1, determine los valores de R L yC

plano s

RATER
R o
2Zls) (o4 3
L Ry
(a} 2]
Fig. P10-16.
10-17. Un sistema tiene una funcién de transferencia con un polo en s=-3 y
un cero cuya posicién se puede ajustar en s =— g, La respuesta de cste

sistema a una entrada escalén tiene un término de la forma Kye—3r
Grafique el valor de K, en funcién de g parz los valores de a entre 0 y
5. Esto se puede realizar mediante el procedimiento grifico de la sec-
ciébn 10-7.

10-18. Un sistema tiene una funcién de transferencia con polos en s =—1+/1 y
BN cero cuya posicidn se puede ajustar en s=—g La respuesta de este
sistema a una entrada escalén tiene un término de la forma Kje~t
sen (1 +¢). Grafique el valor de X, como una funcién de 2 para valores
de 2 entre 0 y 5. Esto se puede hacer graficamente.

10-19. U sistema tiene una funcién de transferencia con polos en s =
en s=-3, y un cero cuya posicién se puede ajustar en s=-g Un
término de la respuesta de este sistema a una entrada escaldn tiene la




10-20.

10-21.

10-22.

10-23.

10-24.

16-25.
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forma K3e~? sen (f +¢). Grafique el valor de K3 en funcion de a para
los valores de ¢ comprendidos entre 0 y 5.

jw
x i1
—-a
-4 -3 -2 -l [4
x jl'

Fig. P10-19.
Aplique el criterio Routh-Hurwitz a las siguientes ecuaciones y determine:
(a) el nimero de raices con partes reales positivas, (b} el nimero de
raices con partes reales nulas y (¢} el nimero de rafces con partes reales
negativas.
(@) 4s* + 782 +7s+2=0
(b) s> + 352+ 454+ 1=0
() 55 + 52+ 6s+2=0
(d) 55 + 25% 4+ 287 + 45 + 11s + 10 =0
Se da la ecuacidén

534524+ Ks+1=0

(a) ;Para qué rango de valores de K tendrdn partes reales y negativas las
raices de esta ecuacion? (b) Determine el valor de K que haga que
desparezcan las partes reales.

Repita el vroblema 10-20 para las ecuaciones:

(@) 55 + 65 + 452 + 25 +3=0

(b) s +3s3 + 252 45+ 1=
{©) 2% +3s3 4+ 652+ Ts+2=0

(d) 356 4 55 + 195 + 657 + 81s2 4 255 + 25 =0

Repita las pruebas del problema 10-20 para las siguientes ecuaciones:

(a) 720s° + 144s* 4 214s® + 3852 + 10s +1 =0
(b) 255° + 105s% - 1205% + 12052 + 205 + 1 =0
() 5% + 5.55* 4 14.55* + 852 — 195 — 10 =0
{d) s5 — 5% — 253 4252 — 8+ 8=0
@ s£4+1=0
Para los siguiente polinomios,’ (1) determine el nimero de ceros en la
mitad derecha del plano s, (2) determine el nimero de ceros sobre el eje
imaginario del plano 5. Muestre el método que use.
(@) 256 + 255 + 354 + 253 + 452 4+ 35 + 2 = py(s)
(b) 5% + 255 + 65 + 1053 + 1152 + 125 + 6 = py(s)
(©) 255 + 255 + 4s* + 353 + 552 + 45 + 1 = py(s)
Para el siguiente polinomio, determine el niimero de ceros de la mitad
derecha del plano s, los de la mitad izquierda del plano s y los que
estan sobre el eje imaginario (la frontera) del plano s.
(@) pi(s) = 257 + 258 + 1555 + 1754 4 445% 4 3652 +- 245 + 9
(b) 58 + 35% 4 45% 4 65 + 1352 + 275 4+ 18 = py(s)
(c) % + 357 + 558 4 955 + 17s% + 3353 + 3152 + 275 + 18
= pa(s).
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10-26.

10-27.

10-28.

10-29.

10-30.

Funciones de red: polos y ceros

Sea la ecuacién
aps® + a1 +azst fazs +a, =0

Utilice el criterio de Routh-Hurwitz para determinar un conjunto de con-
diciones necesarias para que todas las raices de la ecuacidén tengan partes
reales negativas. Suponga que son positivos todos los coeficientes de la
ecuacibn.

Para la red de la figura, sea Ry =R, =18, €, =1Fy C; =2F. ;Para
qué valores de k serd estable la red? En otras palabras, ;para qué valores
de & tendrin las raices de la ecuacidén caracteristica partes reales en la
mitad izquierda del plano s?

R,

I—’\/\/\/—

kv, =

Fig. P10-27.

En el caso de la red del problema 10-27, sea k=2, C; =1F y Ry =
1{). Determine la telacién que debe existir eatre R; y Cy para que el
sistema oscile, es decir, para que las raices de la ecuacion caracteristica
sean conjugadas y tengan partes reales nuias.

Se debe ‘analizar la red amplificadora que aparece en la siguiente figura.
(a) ;Cudl debe ser la relacion entre Ry, Ry ¥ K para que el sistema sea
estable (las partes reales de las rafces de la ecuacidn caracteristica sean
cero o negativas)? (b) Para  que el sistema oscile sin amortiguamiento,
jcudl debe ser la relacion entre Ry, R, y K7 jCudl serd la frecuencia de
oscilacién? Suponga que el amplificador tiene una impedancia de entrada
infinita y cero impedancia de salida.

Ry L c

+| Aumentar |*
R, o amplifi v,
cador =K

Fig. P10-29.

La red de la siguiente figura representa a un oscilador con desplazamien-
to de fase. (a) Demuestre que la condicidén necesaria para la oscilacidn es
gmRy 229. (b) Demuestre que la frecuencia de oscilacion  cuando
gmRy =29 es wo = 1A/6 RC.

RS
c c o *
~gnBryy <R R RS by

5z  Fig. P10-30.
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Demuestre que cuando Z,Zp, =R3 en Ia red de T punteada de la siguiente
figura,

Yoo _ 1
Vi 14+ ZJR,

y la impedancia de entradz en el puerto 1 es Z; =R,

Fig. P10-31

Una red activa queda descrita mediante la ecuacidn caracteristica
524 (3 4 6K,)s + 6K, = 0

Se pide que la red sea estable ¥ que ninguna componente de su respuesta
decrezea mds ripidamente que K e—37. Demuestze que estas condiciones
se satisfacen cuando K, >0, Ky 1<4 y K, >3K,. Sombree la zona de
los valores permitidos de Ky y Ky en el plano Ki-K;.

Los valores de los elementos del arreglo Routh se pueden expresar tam-
bién en funcién de los determinantes de segundo orden multiplicados por
-1, Por tanto, las férmulas que se muestran en la figura 10-30 se con-
vierten en

az by = —1lao a,
, 3 =—

a, atla, as

ay o= —lja, as
’ 3=

b3 tiby bs

Utilizando el método de {ndices que se sugiere en la pagina 312, pro-
ponga una formula general para los elementos del arreglo Routh.






CAPITULO 1 1
11 Parimetros de dos puertos

A continuacién la atencién se centrard en una clase especial de
funciones de red que sirve para describir la red de dos puertos (y se
puede generalizar para describir una red de n puertos). Como se ver
mis adelante, estas funciones de red son semejantes a las que se pre-
sentaron en el capitulo anterior, pero existen restricciones adicionales
que se imponen, tales como el requisito de que uno de los puertos
esté abierto o en corto circuito.

11-1. RELACION DE LAS VARIABLES PARA DOS PUERTOS

En la red de dos puertos de la figura 11-1 se identifican cuatro
variables —dos voltajes y dos corrientes. Por supuesto, existen otros
vcliajes y otras corrientes que se pueden identificar dentro de la caja.
La caja que encierra a la red tiene por funcién indicar qué otros
voltajes y otras corrientes o bien no se pueden utilizar para efectuar
mediciones o no son importantes para un problema en particular. Se
supone que las variables son transformadas de cantidades y se usan ¥
e Iy como variables en la entrada, el puerto 1, y ¥, e I, como
variables en la salida, puerto 2. Ahora, sdlo dos de las cuatro variables
son. independientes y la especificacion de cualquier par de ellas deter-
mina las dos restantes. Por ejemplo, si V, y V; se especifican, enton-
ces quedan determinadas /, e [,. La dependencia de dos de las cuatro
variables en funcién de las otras dos se describe en varias formas,
dependiendo de cuiles sean las variables que se hayan seleccionado
para ser independientes. En este capitulo se estudian las seis combina-
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I I,
g pd
Red de
Port 1 —»V, Vo e
_"1 | dos puertas 27 Port 2

Figura 11-1. Una red de dos puertos con sentides de referencia
estindar para los voltajes y las corrientes que se indican.

TABLA 11-1. PARAMETROS DE DOS PUERTOS.

Funcién
Nombre Expresa | En ’5; minos Ecuacién
Impedancia en ViuVa | Il Vi=zidi + z12d2
circuito abierto Va=zady + 22202
Admitancia en I I i, ¥V Iy Vi £ y12Vi™
corto circuito I =y V1 + yuabs
Transmisién vi, I Vi, Iz Vi=AVy — Bl
=CVy — DI
Transmisién inversa Vi, &g Vi, dy AV —BL T
L=cCV, —-DI,
Hibridos Vi, Ix 1, Va Vi ="hildib ks T
Iy = haly + b2 V2
Hibridos inversos L,V 1z Ii=gu V1 + grala-
Va=guVi + gl

ciones que se presentan en la tabla 11-1. Como se verd, los nombres
de los pardmetros se escogen para indicar dimensiones (impedancia,
admitancia), la carencia de dimensiones consistentes (hibridas) o la
aplicacion principal del pardmetro (transmision).

11-2. PARAMETROS DE ADMITANCIA
EN CORTO CIRCUITO

La red de la figura 11-1 es un caso especial de la red general que
se vio en el capitulo 9. Se supone que la red no contiene fuentes
dependientes (controladas) a menos que se especifique otra cosa. En
este caso, en la ecuacion (9-61), todos los valores de ¥ son cero
excepto ¥V, y Vy. Para k=1 y k=2 se escribe

v, (11-1)

L=2ay, +Aay, (112)
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Los cocientes de los cofactores son dimensionalmente admitancias y
si se introduce la notacién Yk = Byy/A, se convierte en

Ii=yuVi+yaV, (11-3)

L=y Vi + yV, (11-4)

Se observari que si cualquiera de V, 6 V, es cero, los cuatro
pardmetros se pueden definir en funcién de un voltaje y una corrente;
por tanto,

(11-5)

(11-6)

(11-7)

(11-8)

(a)

(6)

Figura 11-2. Cuatro conexiones
de red en las que (2) y (c)
se relacionan con las definicio-
nes de las funciones de admitan-
cia en corte circuito, y (8) ¥
@) con las funciones de impe-
dancia en circuito abierto.




02

Figura 11-3. Red 7 que se usa
en el ejemplo 1.
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La condicién ¥; =0 6 ¥, =0 se logra poniendo en corto circuito
el puerto 1 o el puerto 2. Por tanto, los cilculos o las mediciones de
los cuatro parimetros se efectiian utilizando una de las conexiones que
se muestran en la figura 11-2(z) y (c). Puesto que se especifica una
condicién de corto circuito para cada una de las funciones de las
ecuaciones (11-5) a la (11-8), los parimetros se conocen como pard-
metros de admitancia en corto circuito. Si la red que se estudia es
reciproca, como se vio en el capitulo 9, entonces de acuerdo con la
ecuacion (9-65) se tiene que

LI 4 11-9
Vilviso  Vilri=e ar-9

o bien
Y12 = Y (11-10)

y s¢ observa que tres parimetros son suficientes para especificar la
relacion entre 1y, I, y Vy, V5.

\

EJEMPLO 1

Véase la red 7 de la figura 113 en la que Y,, Yg y Y¢ son las
admitancias de subredes. Siguiendo el modelo de conexiones que se
muestra en la figura 11-2, se tiene que, a partir de las ecuaciones
(11-5) y (11-7),

yu=Y,+ Y (11-11)

Y=Y+ Y, (11-12)

que son dos funciones de admitancia de punto impulsor. Para deter-
minar yy2 = y3; se observa en la figura 11-2(c) que, cuando el puerto
1 estd en corto circuito, se tiene /; = YV, (el signo menos se usa
para explicar el sentido de referencia asignado a /;). Por tanto, de
acuerdo con la ecuacién (11-7),

Iy =— 1113
Yiz = 724 Y ( )

y los pardmetros quedan determinados.
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11-3. PARAMETROS DE IMPEDANCIA
EN CIRCUITO ABIERTO

Para expresar ¥, y V. en funcién de /; e I, se puede principiar
con las ecuaciones (11-3) y (11-4), y resolverlas para ¥; y ¥, usando
determinantes. Al efectuar estas operaciones se obtiene

Vi= B2+ e (11-14)
y

O SR v a1-15)
en donde

A, = p1:1¥ — Yuln (11-16)

es el determinante de la matriz de admitancia,

A, = det[y] = det['v“ y”} . (11-17)

Y21 Va2
Las cantidades que multiplican a I, e I en las ecuaciones (11-14) y
(11-15) son dimensionalmente impedancias y se les asigna un simbolo,

como se indica en la tabla 11-1, de tal modo que
Vi=zul, + 2,0 (11-18)

y

Vy =zl + 2301, (11-19)

Estos pardmetros se pueden interpretar en funcién de un solo vol-
taje y una sola corriente, haciendo que J; =0, o bien ; = 0. Por
tanto, se obtiene un conjunto de ecuaciones como las que se dan en
las expresiones de la (11-5) a la (11-8), y sen

2, = ZA‘ (11-20)
Il Iy=0

=72 (11-21)
Il =0

2= L‘ (11-22)
12 =0

y
Zpp = ’1’2 . (11-23)




Figura 11-4. Red T del ejem-
plo 2.
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La condicion [, =0 & [, =0 implica un circuito abierto en el
puerto 1 o en el puerto 2, lo cual explica la designacién de los
pardmetros con el titulo de pardmetros de impedancia en circuito
abierto. Obsérvese que y 1, = y,; implica que

Zyy = 23y (11-24)

para redes reciprocas. Se observard que se podia haber principiado con
las ecuaciones {11-18) y (11-19) para encontrar la ecuacion (11-3) y
(11-4). Resolviendo las ecuaciones (11-18) y (11-19), se llega a

I, :%:V, + Xu V, (11-25)
e

I,= ’Azlzl V. + %z! v, (11-26)
en donde

A, = 20,2y, — 21325, (11-27)

que es el determinante de la matriz de impedancia
A, = detlz] = det[z” z”] (11-28)
Z2v Za2 .

Al comparar los términos de las ecuaciones (11-15), (11-18) y
(11-19) se tiene que

ZuVin = Il (11-29)
y también que

A =1 (11-30)

EJEMPLO 2

Se pide determinar los pardmetros de impedancia en circuito abierto
de la red T de la figura 11-4. Al igual que en el ejemplo 1, las dos
funciones de punto impulsor y la funcién de transferencia resultan ser

=2+ Z, (11-31)
m=2Z,+ Z. (11-32)

2y =2y =2, (11-33)
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EJEMPLO 3

La red de la figura 11-5 es un modelo para un transistor con
conexidén de base comin en las condiciones de funcionamiento que se
especifican. Aplicando la ley de voltajes de Kirchhoff se obtiene:

Vi= R+ R, + R1, (11-34)
Vi= (@R + R, + (R, + R)L, (11-35)

y de acuerdo con estas ecuaciones se observa que la matriz de impe-
dancia en circuito ‘abierto es

i 2| _ [ R+ R, R, ]
2h= = 11-36
b [zzx Zzz:! LZRZ + Ry R,+ R, ( )

Puesto que esta red contiene una fuente controlada, no es reci-
proca. Esto se muestra por zy, #2,,.

LR R . Rl L

Figura 11-5. Red que es un
modelo del transistor con cone- v
xién de base comin del ejem-
plo 3.

El resultado de los tres ejemplos dados hasta ahora se puede conso-
lidar considerando las interpretaciones de los conjuntos de ecuaciones
en funcién de redes equivalentes. Aplicando la ley de voltajes de
Kirchhoff a la red de la figura 11-6 se obtienen las ecuaciories (11-18)
y (11-19). Es evidente que esta red equivale a la red general de dos
puertos con respecto a los dos puertos disponibles. Tal representacion
de la red de dos puertos se conoce como la equivalente con dos
generadores. Para obtener una equivalente con un generador se agrega
el término z,, [y a la ecuacitn (11-19) y luego se resta de ella, con
lo que se obtiene la segunda ecuacidn del grupo

Vi=znh + 2.0 (11-37)

Vy =20y + 250y + (230 — 25)1, (11-38)

También en el presente caso la aplicacion de la ley de voltajes de
Kirchhoff a la red de la figura 11-7 proporciona estas ecuaciones,

-2 (za1~212)y

Figura 11-7. Red equivalente
de un generador de la red gene-
ral de dos puertos con respecto
2 las funcicnes z. —3

Figura 116. Red equivalente
de dos generadores de la red ge-
neral de dos puertos en térmi-
nos de las funciones de impe-
dancia en circuito abierto.
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! N2 1
4 2

v2y-vi2)V,

(b)

Figura 11-8. Redes equivalentes (¢) de dos generaaores y (b)
de un generador de la red general de dos puertos en términos
de las funciones de admitancia en corto circnito.

indicando que es otra equivalente a la red general de dos puertos para
cualquier cilculo o medicién en cualquiera de los dos puertos identi-
ficados. Para redes reciprocas, zi5 =25, y el Gltimo témino de la
ecuacidn (11-38) desaparece dando una red 7' simple. Se encuentra el
mismo resultado resolviendo las ecuaciones (11-31) a la (11-33) para
Zy Zy y Z.

Un andlisis dual de que se acaba de presentar para las ecuaciones
de admitancia en corto circuito, conduce a las redes equivalentes de
dos puertos con uno y dos generadores que se muestran en la figu-
ra 11-8.

114. PARAMETROS DE TRANSMISION

Los parimetros de transmisién sirven para relacionar el voltaje y la
comriente de un puerto con el voltaje y Ia corriente del otro. En
forma de ecuacion, esto se €xpresa como sigue:

V,= AV, — BI, (11-39)
I, =CV, — DI, (11-40)

en donde 4, B, C 'y D son los pardmetros de transmisién. Estos
parametros se conocen con varios nombres, entre los que se encuen-
tran los de cadena y, por supuesto, los pardmetros ABCD. Su primera
aplicacion se hizo en el andlisis de lineas de transmision de potencia,
en donde se conocen también como pardmetros de circuito general El
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signo negativo del segundo témmino de las ecuaciones (11-39) y
(11-40) se origina de dos convenciones diferentes para asignar un sen-
tido positivo a J,. En los problemas de transmisién de potencia se
acostumbra asignar a la corriente un sentido de referencia opuesto al
que se muestra en la figura 11-1. Por tanto, los signos menos de las
ecuaciones (11-39) y (11-40) son para I; y no para By D.

A continuacién se da la interpretacién de A, B, C, D en funcién de
relaciones de transformadas de cantidades para condiciones de circuito
abierto y de corto circuito. A partir de las ecuaciones (11-39) y
(11-40) se pueden hacer las siguientes identificaciones, dispuestas en
forma reciproca para estar de acuerdo con otras funciones de transfe-
rencia que se emplearon en el capitulo 10:

% % e (11-41)
% {;1 . (11-42)
.é ‘I’_‘z - (11-43)
y
#_;.=_% - (11-44)

Se observa que 1/4 es una ganancia de voltaje en circuito abierto,
que —1/B es una admitancia de transferencia en corto circuito, que
1/C es una impedancia de transferencia en circuito abierto y que
—1/D es una ganancia de corriente en corto circuito. Ahora todas
estas funciones son conocidas, de manera que la determinacion de 4,
B, Cy D no debe presentar ningin problema.

Los pardmetros de transmision son ttiles para describir redes de dos
puertos que estén conectadas en cascada (o en un arreglo de cadena).
Para justificar esta afirmacién véase la red de la figura 11-9. Las dos
redes en cascada son N, y N,. Para dichas redes las ecuaciones
(11-39) y (11-40) son, en forma matricial,

Vie] [4, B[ V. §
[lu]‘[c, D,J[—Izj -4
Vi _ 4, B, Vas

[l-le o] ars0

Para la red compuesta, N (que se indica mediante linea punteada
en la figura 11-9), se tene

MR .
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Figura 11-9. Dos redes, N, y Np, conectadas en cascada para
formar la red N. Cada red se describe mediante los pardmetros
de cadena 4, B, C, D.

El objetivo es determinar 4, B, C, D de esta ecuacién en fun-
cién de los parimetros de transmision de las dos ecuaciones ante-
riores. Esto se logra al observar que Vi =V, I, =1, V,,=
Vig, Lig=~1y Lyy=I1, y Vopy=V,. Si se utilizan tales con-
diciones para eliminar voltajes v corrientes con un subfndice « o
b, entonces las ecuaciones (11-45) y (11-46) se pueden expresar en la
forma de la ecuacién (11-47). Una vez logrado esto, se encuentra que

4 B) [4, B[4, B, 1148
¢ by |¢, bJlc, D, (11-48)

que es el resultado deseado. Dicho resultado se puede generalizar para
cualquier nimero de redes de dos puertos conectadas en cascada y se verd
que el pardimetro matricial de transmisidn general para las redes de dos
puertos en cascada es, sencillamente, el producto matricial de las
matrices de transmisién de cada una de las redes de dos puertos co-
nectadas en cascada.

En las ecuaciones (11-39) y (11-40) se expresaron V; e I; en
funcién de ¥, e /,. Si se expresan V, e I, en funcién de ¥V, e [y,
entonces las ecuaciones que se escriben son

. =AV, — B, (11-49)

L=CV, — DI, (11-50)

y los parimetios de transmision inversa son 4’, B', C' y D'. Estas
ecuaciones se aplican a la transmision en sentido opuesto al que se
indica en las ecuaciones (11-39) y (11-40). Los pardmetros A'B'C'D’
tienen propiedades similares a las que se describen para los pardmetros
ABCD.
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Al estudiar los pardmetros y y z se llegd a la conclusion de que
para las redes reciprocas yi» = ¥,; y 212 = Z2,. En el estudio de los
pardmetros de transmision se utilizaron cuatro de ellos, pero es evi-
dente que uno de los cuatro es superfluo y se puede suprimir. Al
igual que se demostré que las funciones z se pueden expresar de
acuerdo con las funciones y, en las ecuaciones (11-14) y (11-15), por
ejemplo, también se puede demostrar que 4 = z,,/z;;, B= A,/zy,
C=1/z3, y D=2y,/z,,. Obsérvese que

AD — BC =212 (11-51)

Z21
Si 215 =2,;, como es el caso para una red reciproca, entonces
AD —BC=1 (11-52)

de manera que si se conocen tres de los parimetros de transmisién, el
cuarto queda determinado. De igual modo, se puede demostrar que
para los pardmetros de transmisién inversa, por reciprocidad, se implica
que

A'D'—BC =1 (11-53)

11-5. PARAMETROS HIBRIDOS

Los pardmetros hibridos que se estudian a continuacién encuentran
una aplicacién muy amplia en los circuitos electronicos, sobre todo en
la construccion de modelos para transistores. Las propiedades de estos
pardmetros y su interpretacién en funcién de las variables para redes
de dos puertos se basan en las ecuaciones de definicion:

Vi=hul + bV, (11-54)

I = by dy + YV, (11-55)

Los pardmetros # se definen en funcidn de dos de las variables,
haciendo que /; =0 & ¥y = 0. De esto se obtiene

=% 11-56
YT e ( )
M-% (11-57)
1 [Va=0
i % (11-58)
2=
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y
A (11-59)

De acuerdo con-estas ecuaciones, es evidente que Ay; es la impe-
dancia de entrada en corto circuito, 2,; es la ganancia de corriente en
corto circuito, Ay, es la ganancia de voltaje inverso en circuito abierto
Y 22 la admitancia de salidd en circuito abierto. Tales pardmetros son
dimensionalmente mixtos y por esta razon se denominan parimetros
“hibridos”.

La utilidad de dichos pardmetros para representar transistores se
deriva de la facilidad con que en el puerto 2 se pueden efectuar
mediciones para determinar h;; y h,; en condiciones de corto cir-
cuito. Es relativamente mds dificil efectuar mediciones con el puerto 2
en circuito abierto.

Los parametros hibridos inversos o parimetros g son los que se
encuentran en las ecuaciones

Iy = gnVy + gul, (11-60)
Yy
Vy=guV: + gals (11-61)
De acuerdo con ellos se observa que
I,
=L 11-62
&n Vi 5i=0 ( )
63
=2 11-63
821 Vilneo ( )
I
&2 = Tt (11-64)
2lyy=0
Yy
£ =12 (11-65)
2 vi=o

En este caso gy, es la admitancia de entrada en circuito abierto,
£2; es la relacion de voltajes en circuito abierto, £, es la relacién de
corrientes en corto circuito y g2, ‘la impedancia de entrada en corto
circuito en el puerto 2. Las redes representadas por los parimetros A
y &, que son equivalentes a la red general de dos puertos, se ilustran
en la figura 11-10.
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b

Figura 11-10. Redes que son equivalentes a la red general de
dos puertos en funcién de (1) los pardmetros k y (b) los pard-
metros g. '

EJEMPLO 4

En la figura 11-11 se presenta el modelo de un transistor con una
conexién de emisor comiin. Para esta red se observa que

Vi=(rn,+r)+ mV: (11-66)

agly Ve

Figura 11-11. Modelo del transistor con conexion de emisor
comiin que se emplea en el ejemplo 4.

L =a,l + (11-67)

V,
re g
Utilizando las ecuaciones (11-56) a (11-59) se observa que los para-
metros hibridos /2 tienen los siguientes valores:
hy=r,+r, (11-68)
hia = iy, (11-69)
hyy =ty (11-70)
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29 (11-71)

-1
retr
La sencillez de estos resultados sugiere la utilidad de los pardmetros

hibridos para representar redes de transistores.

11-6. RELACIONES ENTRE CONJUNTOS
DE PARAMETROS

Al introducir los seis grupos de pardmetros en las secciones ante-
Hores de este capitulo se sugirieron aplicaciones para cada grupo de
parametros. Sin embargo, no se puede decit que todos los problemas
de transistores se resuelven utilizando los pardmetros h, y con fre-
cuencia se hace necesario convertir un grupo de parimetros en otro.
Es sencillo encontrar las relaciones de estos grupos de pardmetros. Por
ejemplo, comparando las ecuaciones (11-14) y (11-15) con las ecua-
ciones (11-18) y (11-19) es obvio que

[Zu Znil _ _1_[ Y —J’lz} (11-72)
231 Z22 Ay =y Y

En Ia tabla 11-2 se da un resumen de todas las relaciones similares
entre los grupos de parimetros. En esta tabla las matrices que apare-
cen en cada uno de los renglones son equivalentes. Se observard que
las equivalencias incluyen un factor Ay =Xjy1X22 —X12%21 en don-
de x es cualquiera de los siguientes: z, ¥, T, T' hog

En la tabla 11-3 se muestran las condiciones en que una red de
dos puertos es reciproca, para los seis grupos de pardmetros. También
se tabulan en ella las condiciones en que una red reciproca pasiva de
dos puertos es simétrica en el sentido de que los puertos se pueden
intercambiar sin afectar a los voltajes y las corrientes del puerto.

11-7. CONEXION EN PARALELO DE REDES
DE DOS PUERTOS

Ya se analizé la conexidn en cascada o tindem de redes de dos
puertos en la seccion 11-4. Existe otra conexidén Gtil, denominada en
paralelo que se muestra en la figura 11-12. Las funciones admitancia
en corto circuito sirven para representar las redes en paralelo de dos
puertos, como se verd a continuaciéon. Para la red A de la figu-
ra 11-12(a) se tiene

I, =y + ViV 2 (11-73a)
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TABLA 11-2. GRAFICA DE CONVERSION.
(Las matrices que estin en el mismo renglén de Ia tabla son equivalentes)
Ar =x11222 — X123

i bl m ) 2 @

71 Y2y o4 Ar VD Lol A ke 1 e

. A, A, C & C’ c’ A2z A2z g1 g1

Y21 yu 1 D Ar A4 b1 1 £21 A

z Yy 1 b Ar ECH P 1Y A g21 Ag

oz A, & 4 o] [oid foit [T T £11

22z _zZiz Yt Yiz D A 4 _ 1 Ut Az

0 A A; B B B’ B LY, A1t £22 £22

Y]

I O N R 4 A Dk A g L

» - B B B B A1t L 822 &22

o A | _yu2 i A B D B Ak 1 £12

i 223 221 Y1 ra Ar Ar hz1 hay 821 £21

1 2] _ A _yn Io4 D < A | ka1 | g Ay

221 Za1 yai Y21 Ar Ar LIT L £21 £21

Z32 By 1 b £ Ve B L Au | Ay g

- Z12 Z12 12 Y1z Ar Ar A1y hiz g1z 212
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DES PASIVAS, RECIPROCAS.

TABLA 11-3. ALGUNAS SIMPLIFICACIONES DE PARAMETROS PARA

Condicidn para Condicién para
Pardmetro redes pasivas simetrla eléctrica
z Z11 =232
Y Y1t = yaz
ABCD A=D
ABCD A =D
h Ar =1
-4 Ay =1
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[
Ly = p13cV 10 + Y22V aa (11-736)
De igual manera, para la red B,
Ty =31V + V126V 2 (11-74a)
[
Ly =¥V + 2205V (11-74b)

Figura 11-12, Las dos redes N, ¥ Np se muestran en una co-
nexién en paralelo. Las redes combinadas se describen por me-
dio de las ecuaciones 11-77).

Al proponer que las dos redes se conecten en paralelo se supone
que al efectuar la conexién no se altera la naturaleza de las redes
propiamente dichas. Esto no serd siempre asi, como se ilustra en la
figura 11-13; en este caso la red T elimina a la resistencia mds baja de
la red celosia, que en esta forma queda alterada. Esa dificultad se
evita si se utiliza el transformador ideal con una relacién de vueltas de
1:1 que se muestra en la figura 11-12. Existe un caso especial impor-
tante que se presenta cuando todas las redes que se van a conectar en
paralelo tienen una tierra comuin, como sucede en la figura 11-14. En
tal caso no se requiere el uso del transformador ideal, Casi todas las
aplicaciones de las ideas de esta seccidn se podrin usar en redes con
una tierra comdn; pero si éste no es el caso, entonces se requiere el
uso del transformador ideal o se deberin efectuar pruebas para estar
seguros de que las redes se pueden conectar en paralelo.!

! Las condiciones necesarias se analizan en Norman Balabanian, Theodore A.
Bickart y S. Seshu, Electrical Network Theory (John Wiley and Sons, Inc.,
Nueva York, 1969), paginas 174-76.
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Figura 11-13. Dos redes resistivas con una conexién en paralelo
que se usa para ilustrar la necesidad del ajstamiento proporcio-
nado por el transformador ideal de relacidn 1:1 de la figu-
1a 11-12.

Figura 11-14. Esta figura ilustra la forma en que se indica el
caso especial de una conexidn comfin a tierra en Ny ¥y Np.

Suponiendo que se puede efectuar la conexién en paralelo, entonces
esta conexidn requiere que

Vi=Vi=V, vy Va=Vy =V, (11-75)
Ademds,
h=l.+1, y L=15L+1, (11-76)

de acuerdo con la ley de corrientes de Kirchhoff. Combinando dichas
ecuaciones se obtiene

L=+ 10V + Gz + 212V

L= (Ve + 202V + (G220 + Y220V (11-77)

Este resultado se puede generalizar para cualquier nimero de redes
conectadas en paralelo; las funciones individuales de admitancias en
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L4 1(C2

Figura 11-15, La red de (¢) se conoce como red de dosle Ty
topologicamente equivale a Ia red que aparece en (b), que es la
conexidn en paralelo de dos redes T.

corto circuito se suman para determinar la funcidén de admitancia ge-
neral en corto circuito.

Para ilustrar la utilidad de este resultado véase la red que se ilustra
en la figura 11-15(z), conocida como red de doble T; cuando tiene un
disefio apropiado, es wtil como filtro de escalonamiento. Se puede
considerar como la conexién paralela de dos redes de dos puertos,
como se indica en (b) de la misma figura.

Puesto que es posible determinar con facilidad las funciones de
admitancia en corto circuito para las redes simples constituyentes, las
funciones generales de admitancia en corto circuito se determinan ruti-
nariamente mediante este artificio. Para ilustrarfo se designard a la red
superior con la letra A vy a la inferior con B. A continuacidn, exami-
nando estos circuitos (con las terminales de salida en corto circuito),
se ve que

Yuwe=T1T T (11-78)
Cs o L + Cys
Yy
1
Vi = T (11-79)
.+ I
R—b+ C.s
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SiRy=R;=Ry=10chmy C, =C, =(, =1F, entonces

_s(s+ 1) _s+1 .
yna'—m ¥ Y1xb——‘s+2 (11-80)

De donde, para las redes combinadas,

_ _ 4+ 35 55+ 1
.Vxxf)’lxa"‘Yxlb*m

(11-81)

Se pueden hacer cdlculos similares para las funciones de red res-
tantes.

La red que aparece en la figura 11-16(z) se conoce como red T
puenteada. Asimismo, en la parte (b) de la figura esta red se puede
reconocer como dos redes de dos puertos en paralelo. Bstas redes
individuales se pueden analizar como se hizo en el caso de la red de
doble Ty sumar las funciones de admitancia en corto circuito.

[Z1
e

Ry &y

(5)

Figura 11-16. La red de (¢) se denomina red de T puenteada.
Equivale a la conexién en paralelo de las dos redes que se
ilustran en (b} de la figura.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

En relacién con la multiplicacién matricial de las matrices de los pardmetros
ABCD para redes conectadas en cascada, véanse los ejercicios en las referencias
que se citan en el apéndice E-3.1. La determinacién de los otros pardmetros
incluye un analisis ordinario de redes con la condicién especial de que un par de
terminales de la red pueden estar abiertas o bien en corto circuito. Estos temas
se analizan en las referencias que aparecen en el apéndice E-8.

PROBLEMAS

En los problemas que siguen, todos los valores de elementos estdn en ohmis,
farads o henrys.

11-1. Encuentre los parimetros y y z para las dos redes simples que aparecen
en la figura siguiente, si es que existen.

11-2. Para las dos redes que se ilustran en la figura que sigue determine los
parimetros z Y ¥, si es que existen.

11-3. Encuentre los pardmetros y y z para la red resistiva de la figura.

2" Fig. P11-3.

11-4. La red de la figura contiene una fuente de corriente conirolada por
corriente. Determine los parimetros y v z de esta red.

Iy 20 12
iy <2
+ +
v, Jla 29 v,
: 5 Fig. Pil-4.

11-5. Encuentre los parimetros y vy z para la red resistiva que contiene una
fuente controlada, como se sefiala en la figura.
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116. En la figura se muestra una red resistiva que contiene una sola fuente
controlada. Encuentre los pardmetros y y z de esta red.

Fig. P11-6.

11-7. La red de la figura contiene una fuente dependiente de corriente y una
fuente dependiente de voltaje. Para los valores de elemento que se dan
determine los pardmetros y y z.

Fig. P11-7.

11-8. La red que sigue contiene una fuente de voltaje controlado y una fuente
de corriente controlada. Determine los parametros y y z para los valores
de elementos que se especifican.

2V
31, 20 I,
Y .2
2
% * v,
1 20 Va 2

Fig. P11-8.

119, Encuentre los parimetros y y z para la red RC en escalera de la figura.

11-10. La red de la figura es de tipo RC en T puenteada. Determine los pard-
metros y y z para los valores que se dan.

11-11. Determine los parametros 427D (de transmisién) de la red del proble-
ma 11-10.

1112, En la figura que se muestra a continuacion se presenta una red con
elementos pasivos y dos transformadores ideales que tienen la relacién de
vueltas 1:1. Determine los pardmetros z para los valores de elemento que
se especifican.

1F 2F
19 19
>

Fig. P11-9.

1r

2

1

1y 7%

Fig. P11-10.
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1 1:1 2
oL e
=H<2F
1H 1h
aly 1:1
I R
1 2
Ry 1 2
B Fig. P11-12.
I 2
Fig. P11-13. 11-13. La red de la slguxénte figura representa cierto transistor en un determi-

nado rango de frecuencias. Para esta red, determine (a) los pardmetros
y (b) los pardmetros g Compruebe sus resultados utilizando la ta-
bla 11-2,

11-14. La red de esta figura representa al transistor del problema 11-13 en un
rango de frecuencias distinto. Para esta red, determine (a) los parimetros
h y (b) los pardimetros g.

1j-15. Demuestre que la representacion estindar 7 de una red de dos puertos se
puede expresar en funcién de los pardmetros 4 por medio de las ecua-
ciones que se indican en la figura.

Fig. Pi1-14.

2

L+hg,

hlZ
by iy Uthy)

Fig. P11-15.

11-16. La red de esta figura se puede considerar como una red de dos puertos
incrustada en otra red resistiva. La red resistiva se describe mediante las
siguientes admitancias de corto circuito: y1; =y,;, =2 mhos, ¥21 =2 mhos

1/2q

Fig. P11-16.
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y ¥12 =1 mho. Si I, es una constante igual a 1 amp, determine los vol-
tafes de los dos puertos de la red N, V| y Vs.

11-17. 1a red que se muestra a continuacidén se compone de una red resistiva 7'
v una red resistiva 7 conectadas en paralelo. Determine los parimetros y
para los valores de elementos que se dan.

Fig. P11-17.

11-18. La red resistiva que se ilustra 2 continuacidn se debe analizar a fin de
determinar los pardmetros y.

10 29 10

Fig. P11-18.

11-19. En la siguiente figura se presentan dos redes de dos puertos conectadas
en paralelo. Una de ellas contiene sdio un girador y la otra es una red
resistiva que contiene una sola fuente controlada. Determine los pardme-
tros y de esta red.

Fig. P11-19.
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11-20. En la red de la figura 11-16 sea Zy=5/2, Zp =2s y Rg=1. Para estos
valores de elemento especifico determine los pardmetros y.

11-21. La red de la figura siguiente es del tipo que s usa para el llamado
“filtro de escalonamiento”. Determine los pardmetros ¥y para los valores
de elemento que se indican.

12F y2F
T\ LiY
29 29
To———"\AA— —02
==1F 19
T V4

Fig. P11-21.

11-22, Sean los valores de elemento para la red que se muestra en la figu-
2 11-15 los siguientes: €y =C, =1F, Ry =1chm, R, =Rp =2 ohms,
Cp = 1/2F. Determine los pardmetros y utilizando estos valores.

11-23. En la figura se muestran dos redes identificadas como (2) y (b). Se
asegura que una de ellas es la equivalente de la otra. ;Es correcta esta
afirmacién? Diga por qué. Si lo es, jpodria una de las redes tener una
ventaja con relacién a la otra en lo que respecta al cilculo de los pard-
metros de red?

Il
-
e
v
(a)
1, Cy I,
— n -
iy +
v R, ==C, kY, R, =C, %
(b}

Fig. P11-23.

11-24. Se dice que dos redes de dos puertos son equivalentes cuando sus pard-
metios ¥ o z son idénticos {o cualquier otro parimetro caracteristico).
En este problema se desea estudiar las condiciones en que la 1ed 7 de (2)
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es equivalente a la red T de (b). Demuestre que las dos redes son equiva-
lentes cuando

Zs

Y, = D y

en donde

D =217, +2Z:Z;5 + 252,

Fig. P11-24.

11-25. Deduzca ecuaciones similares a las que se dan en el problema 11-24,
expresando Zj, Z2 y Z3 en funcién de ¥,, Yp v Y. Este resultado y el
que se da en el problema 11-24 se utilizan para obtener una transfor-
macidn T-11.

11-26. Aplique la transformacién T.7 del problema 11-24 o del 11-25 a la red
de la figura para obtener una red equivalente (a) en Ty (b) en 7.

Fig. P11-26. 1

11-27. Aplique la transformacién T-7 para obtener una red equivalente (a) en T Fig. P11-27.
y (b) en 7 para la red capacitiva que se ilustra a continuacién.

11-28. Aplique cuantas veces sea necesario la transformacion T-7 a la red induc-
tiva de escalera que se muestra a continuacidn para determinar los valores
numéricos de la red equivalente (a) Ty (b) T

1H 1H 24

[

Fig. P11-28. 1" 2!

11-29, La red de la figura que sigue se conoce como red celosia; esta celosia es
simétrica en el sentido de que dos de los brazos de la red tienen la
impedancia Z, y otros dos tienen la impedancia Zp. Para esta red, (a)
determine los pardmetros z y (b) exprese Z, ¥y Zp en funcién de los
pardmetros z. Fig. P11-29.
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11-30. En este problema se estudian redes de dos puertos que tienen una pro-
] piedad de simetria como la que se sefiala en (2) de la figura: si la red se
divide con una linea punteada, las dos mitades de red tienen simetria de
espejo con respecto a dicha linea. Las dos mitades de red se conmectan
mediante cualquier niimero de conductores, como se indica, y se consi-
derarin solo los casos en que estos conductores no se crucen. Si se
biseca una red que satisface estas especificaciones en la linea punteada,
entonces, con los alambres de conexidn abiertos, la impedancia de entra-
da en cualquiera de los puertos es ZI/QOC como se sefiala en (b). De la
misma manera, cuando los alambres de conexidn estin en corto circuito,
la impedancia en cualquiera de los puertos es Z,/;x, como se muesira
en (c). Existe un teorema propuesto por Bartlett que establece que estas
impedancias se relacionan con las que se dan para los brazos de la red

del problema 11-29 mediante las ecuaciones

Z; =220, Zy = Z1j200
Esto se conoce como el teorema de biseccion de Bartlett y permite

encontrar una red equivalente de celosia para cualquier red simétrica.
Demuestre el teorema.

I IZ
R i —
S
+ { Y
vy iN iv v,
P Y e ———— _

o
Zy0c iN D' Zy5e— N
_____ o R
— |
(b} {¢)
Fig. P11-30.

11-31. Aplique el teorema del problema 11-30 a la red del problema 10-2 supri-
miendo el resistor terminal del puerto 2 y obteniendo asi una red equiva-
lente de celosia.

11-32. Aplique el teorema del problema 11-30 a la red del problema 11-31,
eliminando el resistor terminal Ry para encontrar la celosia equivalente
de Ia red que se da.

11-33. (a) Demuestre que la red de la figura satisface los requisitos que se
describen en el problema 11-30. (b) Determine la equivalente de celosfa
de dicha red.




Problemas 399

Fig. P11-33. 1"

11-34. Encuentre la equivalente de celosia de la red de la siguiente figura utili-
zando los resultados del problema 11-30.

3F
Fig. P11-34. l‘o_____,]‘—QZ’

11-35. La red N de la siguiente figura se puede describir por medio de los
parimetros z. Demuestre que, con el puerto 2 abierto,

Z
Gy =221
12 1
—
0
v, N v,
Fig. P11-35. I

11-36. La red N de la figura tiene conectada en el puerto 2 una red con una
irapedancia Zy, = 1/¥. Demuestre que

Gy = ——221
REPPESS 74

v, N v, Y,

Fig. P11-36.
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11-37. La red N de la figura tiene conectada en el puerto 2 una impedancia
Zp =1/Yy. Demuestre ‘que la impedancia de transferencia de la combi-

nacidn es

23,2,

Zy, =204
BTtz

—
¥
n{} N A Z
Fig. P11-37.

11-38. En la siguiente figura se ilustran dos redes de dos puertos conectadas en
cascada. Las dos redes se distinguen con los subindices & y b. Demuestre
que la red combinada se puede describir por medio de las ecuaciones

Z126Z126

Zi2 =
Z11p + 2224
y
= TY12eY12p
Y1z = e

Y+ Yaze

parz las funciones de transferencia.

Fig. P11-38.




CAPITULO 1 2

12 Andlisis senoidal de estado
permanente

12-1. EL ESTADO PERMANENTE SENOIDAL

La senoide es una forma caracteristica de onda para sefiales. Si una
fuente senoidal se conecta 2 una red de elementos pasivos lineales,
todas las corrientes y todos los voltajes de dicha red serin senoidales
en el estado permanente y diferirin de la forma de onda de la fuente
sOlo en la amplitud y en el 4ngulo de fase. Esta propiedad se infiere
de dos observaciones:

(1) La senoide se puede diferenciar o integrar repetidamente y se-
guir siendo una senoide de la misma frecuencia.

(2) La suma de un nimero de senoides de igual frecuencia pero de
amplitud y fase arbitrarias es una senoide de la misma frecuen-
cia. Esta propiedad de adicion es importante porque el anilisis
incluye la aplicacién de la ley de voltajes o corrientes de Kirch-
hoff.

En otras palabras, la clase de sefiales descritas por la funcién expo-
nencial e* tiene un valor de estado permanente que es finito y dis-
tinto de cero sblo cuando s =jw y s = — jew.

Ademids de esta distincion matemdtica, la senoide se genera de un
modo muy combn en la naturaleza: una botella que se balancea sobre
el agua, el oscilar de un péndulo, la sombra de la manivela de una
rueda que gira son todos dispositivos que tienen movimientos que son
senoidales en el tiempo. Un voltaje senoidal se genera por medio de
un conductor que se limita a desplazarse en una trayectoria circular a
dngulos rectos con un campo magnético. Estos eeneradores producen

401
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la potencia que se usa en las casas y en la industria. Todos los labo-
ratorios de ingenierfa eléctrica estin llenos de fuentes senoidales que
pueden tener gran variedad de frecuencias, desde cero hasta gigahertz.

En este capitulo se desarrollarin las técnicas que se aplican en
particular a los cdlculos del estado senoidal permanente en términos de
las soluciones generales que antes se obtuvieron.! Sea la primera ecua-
<ion

I(s) = Y(s)V(s) (12-1)

en la que I(s) es la transformada de la respuesta, Y(s) es una funcién
de red y V(s) es una transformada de excitacién. Sea ¥(s) la transfor-
mada de v(f) = V; senw:#, en donde V), y w; son constantes reales
positivas, de manera que

_ .V ¥(s) N
I(s) = ol (12-2)

Ahora Y(s) es un cociente de polinomios, Y =p/q, en donde ¢ =
(s— 1)~ pa)...(s—Ppu), en donde p; son los polos simples de Y.
La transformada de la respuesta se puede expresar en forma de frac-
ciones parciales como sigue:

Koy Ko

X, X,
. . . n
s-t—jco,*s—jm[

-3)
s+p st (23

I(s) =

4+

Se puede aplicar el método de Heaviside del capitulo 7 para eva-
luar los residuos K_joy ¥ Kjeoy v asi
_ eV Y(—je) _VilYe

Koo = S0 = (12-4)

puesto que Y(—jw,) se expresa en forma polar como |Y,le—i%. Del
mismo modo, se observa que
Ko

_wlvly(jwt>: Vﬂgﬂe“ (12-5)

- 2jo, -/

con la identificacién en funcion de ¢ hecha a partir de la propiedad
general de las variables complejas, [Az*)]* =f(z). Ahora se substi-
tuyen las ecuaciones (12-4) y (12-5) en la (12-3) y se simplifican los
dos primeros términos a la forma

VY (e __e” 126
2j (s—jco, x-\-jw,) (12:6)

que tiene la siguiente transformada inversa:

VY |sen{w,t + @) (12-7)

1 Los elementos del algebra fasorial se repasan en el apéndice A.
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Entonces la transformada inversa de la ecuacién (12-3) se convier-
te en

i(f)y =V, |Y,|sen{w + @) + K.e**
o Ko (12-8)

Se recordard, capitulo 10, que en las redes pasivas cuyas pérdidas
son distintas de cero es negativa, la parte real de todos los valores de
p; de esta ecuacién, de tal manera que se verd que si se espera un
tiempo lo suficientemente grande después de que 7 =0, slo el primer
término de la ecuacién (12-8) serd importants. Este valor se denomina
respuesta de estado permanente, como se indico en el capitulo 6, de
tal suerte que

i, =V, Y, |sen (@, + @) (12-9)

Al comparar esta ecuacién con la de la excitacion v =V sen wf
se ve que la magnitud de la excitacién y ia respuesta difieren por |Y,
y por ¢ en lo que respecta a la fase, siendo estas dos cantidades Ta
magnitud y la fase de Y(jw;) de la ecuacion (12-5). Por tanto, es
evidente que la respuesta de estado permanente para la excitacién
senoidal se determina haciendo que s=jw en la funcién de red que
relaciona a la excitacidn con la respuesta. Este es un resultado impor-
tante que se usa en este capitulo y los que siguen.

12-2. LA SENOIDE Y e*/«?

La forma de onda senoidal que se ilustra en la figura 12-1 se
describe mediante la ecuacién

v = Vsen (0t + ¢) (12-10)

en donde V es la amplitud (o valor maximo) de la onda senoidal, w
es la frecuencia en radianes por segundo y ¢ es el dngulo de fase de v
con respecto a la- referencia v’ = Vsen cwt, que se indica mediante la
curva punteada en la figura 12-1. El periodo de v es el intervalo entre
wt =0y wt = 2w radianes. Sea el segundo valor del tiempo ¢ =T, por
tanto el periodo se define por wT =27 y

427{ -
T= 5 8 (12-11)

La cantidad ¢/ que se indica en la figura 12-1 representa el des-
plazamiento en el tiempo de v con respecto a la referencia v'. Si¢es
positivo, v adquiere el valor cero, ¢/w seg antes que v,y se dice que
v estd adelantada a v'; por el contrario, si ¢ es negativa, v pasa por
cero, ¢/w seg mis tarde que V', en cuyo caso v estd atrasada con
relacién a v'.
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b

Figura 12-2. Polos y ceros de
la transformada de () una fun-
cibén sencidal y (b) una funcién
cosenoidal.

+j1

eiwt

w,

(z) ~j1

(&) -jl

Figura 12-3. Fasores giratorios
de amplitud unitaria @) que gi-
Tan en sentido positivo, (b) en
sentido ,negativo. El plano com-
plejo que se indica en esta fi-
gura no se debe confundir con
el plano s
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\w v'=Vsen wt ,

/ =V BN (ot +4) yd

o

}
le
f

<

w27
o

Figura 12-1. Onda sencidal de amplitud ¥ y dngulo de fase ¢.
Tes el periodo de la funcién periddica.

Utilizando la relacion entre la funcidén seno y coseno, v de la ecua-
cién (12-10) se puede expresar en la forma equivalente:

v=Vcos[wt + ¢ — (n/2)] = Vcos (wt + f) (12-12)

Esta ecuacién se puede expresar como la siguiente suma de las
funciones seno y coseno:

v = (Vcos f) cos wt + (—Vsen §) sen wt (12-13)

Por tanto, la forma general de la sefial con que se trabajard en este
estudio es la suma de las funciones seno y coseno.

Las transformadas para las funciones seno y coseno son
(12-14)

Llsenwi] = Lfcos wi] =

w 8
indicando que las sefiales senoidales tienen transformadas con polos y
ceros restringidos al eje imaginario, como se sefiala en la figura 12-2.
Los polos en tjw corresponden a los factores en el dominio del
tiempo €/“? y e~/¥T Esto se ve también directamente en las signien-

tes ecuaciones:

phx _ gmin _
sen@t = — (12-15)
cos wf = ”’*Tf” (12-16)

El término &“’ por lo comun se interpreta en témninos de un
fasor giratorio unitario que gira en sentido positivo (o en sentido
contrario a las' manecillas del reloj); e~/“! se interpreta asimismo
como un fasor giratorio unitario que gira en sentido negativo (en el
mismo sentido que las manecillas del reloj). Los fasores unitarios se
ilustran en la figura 12-3. Ahora, de acuerdo con la ecuacién (12-15),
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+1

pa \ et phot
B 2%

T =SeNuwi

Figura 12-4. La funcién seno descrita por dos fasores que gi-
1an en sentido opuesto.

el seno se compone de la diferencia de dos fasores unitarios giratorios,
girando en sentido opuesto, dividida entre el factor (27). La configu-
racién de una onda senoidal en funcién de estos exponenciales unita-
rios se ilustra en la figura 124. La combinacién de los fasores
(e*?[2) y (—e~/“?/2) da un fasor sobre el eje  El factor Ifj=—j
corresponde a una rotacién negativa de 90° (— #/2 radianes). El seno
es un nimero real, tiene un valor cero cuando w?t=0 y un valor
unidad cuando wt = 7/2. Conforme aumenta wt de O a 2, se observa
que la funcién seno toma valores entre los limites 1 y —1.

El coseno se puede construir de un modo similar de acuerdo con
los factores exponenciales, como se ilustra en la figura 12-5. El coseno
es también un vfhmero real que tiene un rango total de valores que
van de +1 a --1. Cuando wt=0, el coseno tiene el valor unidad;
cuando wt = 2m, el coseno tiene un valor 0.

Figura 12-5. La funcidén coseno desciita por dos fasores gue
giran en sentido opuesto.

En las dos secciones siguientes se mostrard la forma en que se
pueden aprovechar las funciones exponenciales e /@7 para calcular la
respuesta senoidal de estado permanente.

12-3. SOLUCION UTILIZANDO e*jw?

La determinacién de la componente de estado permanente de la
respuesta para una entrada senoidal se estudi6 en el capitulo 6, donde




BB e

Figura 12-6. Red RL en serie
del ejemplo 1.
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se introdujo el método de los coeficientes no determinados como me-
dio para encontrar esta parte de la soluciéon. Los métodos que se
estudian a continuacion tienen el mismo objetivo pero ofrecen ventajas
de cilculo. Tales métodos fueron introducidos en la ingenieria eléc-
trica, a principios de este siglo, por Charles P. Steinmetz y otros. El
uso de la exponencial /7 para determinar la solucién es particular-
mente popular en la teoria electromagnética y sus aplicaciones tales
como la propagacidon de ondas y las antenas en donde la excitacidn es
de tipo senoidal y donde se hacen cdlculos para condiciones de estado
permanente. Este método se presentard por medio de un ejemplo.

EJEMPLO 1

Sea la red de ta figura 12-6, en donde la fuente es senoidal y se
requiere la respuesta i(¢) para la operacién en estado permanente,
Para esta red, v = Vcoswf, en donde V es una constante real y po-
sitiva; esta ecuacion se puede escribir como sigue:
gior e-/w:)

V cos wt = V(T + 5

(12-17)

Por tanto, se observa que el generador »(f) =V cos wt es equiva-
lente a dos generadores, uno que genera (V/2)f/“?, y el otro que
genera (V/2)e~/w?. Utilizando el principio de superposicion se pueden
analizar las fuerzas impulsoras por separado y luego combinar las co-
rrientes resultantes para obtener la solucién. Para el primer generador,
la ecuacion diferencial se convierte en

di | p Vo :
LY+ Ri= & (12-18)

Para resolver esta ecuacibn se utiliza el método de los coeficientes
no determinados del capitulo 6. Dicho método requiere que la solu-
cidn tenga la forma iy g = A€/, en donde A es el coeficiente que se
debe determinar. Substituyendo i, en la ecuacion (12-18), se obtiene

JjwLA + RA = % (12-19)
0 bien
__re X
A=ty (12:20)

Del mismo modo, se puede lograr que Be=/“! sea la solucién de
estado permanente de la ecuacién (12-18) haciendo que e=/“’* substi-
tuya a €/“? para dar

V2

B gy (12-21)
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La solucién para el estado permanente se convierte en
LA Ol L) 2:22
l”_2(R+ij+R——j¢oL (1222)
La reduccion algebraica en que se emplean las identidades de la
ecuacion (12-15) y (12-16) da
o v )
Iy = W(R cos wt -+ wl senwt) (12-23)

Esto se puede reducir mis todavia utilizando el método que se da
en las ecuaciones (6-73) a (6-76), para obtener

lyy = T}ﬁ[ms (a)t — Ian"%)] (12-24)
que es la soucién requerida.

En el ejemplo 1 se observa que B=A*, lo cual sugiere que toda la
informacion requerida se puede encontrar con una funcidn exponen-
cial, &/w?. Para demostrar que, en efecto, éste es el caso, se empleard
la excitacién

v = Vejlor+d
= Vcos (! + ¢) + jVsen(wt + ¢) (12-25)

Este constituye sencillamente un ardid que se usa para lograr resul-
tados Gtiles: no existen generadores reales de nimeros complejos. Sea
i(t) la respuesta debida a-v de la ecuacidn (12-25). Més aiin, sea i(f)
la respuesta producida por la excitacion ¥ cos (wt + ¢) e i) la res-
puesta producida por la excitacién ¥ sen (wf + ¢). Se observa que i(f)
se relaciona con i.(f) e is(t) por medio de

i() = 16) +ji() (12-26)

a partic de la ecuacién (12-25), por medio de una superposicidn. En-
tonces

i, = Re [i0] (12:27)

i, = Im [i()] (12-28)

en donde “Re” designa la parte real de ¢ “Im” es la parte imaginaria
de la funcidn.
Ahora v de la ecuacién (12-25) se puede expresar como sigue:

v = Velte/ = Vet (12-29)




Figura 12-7. Red RL en para-
lelo del ejemplo 3.

408 Andlisis senoidal de estado permanente

en donde V es un ndmero complejo cuya magnitud es V' y fase ¢. Se
observard que, debido al aspecto de la homogeneidad de la propiedad
de superposicion para redes lineales, s¢ puede utilizar la excitacidn
&/“? para encontrar la solucién y luego multiplicar el resultado por
V. Bsta exposicién se puede resumir por medio de dos procedimientos
como sigue:

Procedimiento 1. La respuesta de estado permanente a la excita-
cién ¥ cos(wt + ¢) se puede encontrar determinando la respuesta a la
excitacion e/“?, multiplicando esta respuesta por V=Vel® y luego
determinando la parte real de este producto.

Procedimiento 2. La respuesta de estado permanente a la excita-
cién Vsen (wt + ¢) se puede encontrar determinando la respuesta a la
excitacion €/«f, multiplicando esta respuesta por V= Ve'® y luego
determinando la parte imaginaria de este producto.

EJEMPLO 2

A continuacién se volverd a trabajar con el ejemplo 1, aplicando el
procedimiento 1. Para la excitacidn ¢/“?, la ecuacion (12-18) se con-
vierte en

L Ri= o (1230)

para la cual se tiene la solucién

Ao (1231

I S
R+ joL
Para este problema, V= Ve/® de tal manera que la respuesta de

estado permanente es

. Vel

=Re & 12-32

i Reg by 123

Substituyendo &/“? = cos wt + Jsencwt en esta ecuacién se obtiene

después de una reduccion algebraica comparable a la del ejemplo 1,

. |4 1ol
i, = T szz[cos (wt — tan I—R_):[ (12-33)

EJEMPLO 3

La red de la figura 127 tiene una excitacion senoidal i =
Iy sen{(wt+¢), y se desea determinar la respuesta de voltaje de no-
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do a referencia, v, en el estado permanente. La ley de corrientes de
Kirchhoff establece que

%-}—%J‘_mvdt:hsen(wt—;-ﬁb) (12-34)

Por supuesto, esta expresién se puede convertir en ecuacién diferen-
cial por medio de una derivacidn; sin embargo, se considerara la inte-
gral de la ecuacién. Puesto que el valor inicial que se encuentra al
integrar de #=—o0 a r =0 no afecta a la solucidn de estado perma-
nente, el limite inferior no entra en esta evaluacion y se puede escri-
bir 1a ecuacién en forma de integral indefinida. Por tanto, la ecuacién

v ! = gt 2.35
R + 3 f vdt = e (1 )
tiene la solucion

Ae” (17-36)

SN R
— (I/R) + (l/jwL)

Puesto que la excitacién se expresa en términos del seno, se utiliza
el procedimiento 2 que se describié antes. Siguiendo este método, se
tiene que

= o _JOLR ) jwl:l R
v, Im[l,e (R+jcoL e (12:37)

Desarrollando todas las operaciones algebraicas se Ilega a la solucion
de estado permanente

_ LRI, LR
0, = e sen (a)t 46+ tan ﬂ) (12-38)

12-4. SOLUCION UTILIZANDO Re /%7 o0 Ime/?
Un planteamiento semejante al de la seccién anterior ufiliza las
identidades
cos f = Re ¢/ (12-39)

sen ot = Im e/ (12-40)

Para ilustrar el método se estudiard la red del ejemplo 1 que apa-
rece en la figura 12-6. Se substituye V; coswt por Re V,&/«? y se
obtiene la ecuacidén

L% 4+ Ri = Re Ve (12-41)
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Siguiendo el método de los coeficientes no determinados, la solu-
cidn se supone como sigue

i,, = Re de/ (12-42)

Substituyendo esto en la ecuacion (12-41) se obtiene
L%[Re Ae™] + R(Re de’] = Re Vel (12-43)
Las operaciones algebraicas con cantidades complejas se manejan a

continuacién empleando las tres reglas siguientes: si f= Vel“’?, se ob-
serva que

Re(k fi + ki) =k Ref, + k, Refy (12-44)
df _ d }
Red_t_ERef (12-45)

¥, finalmente, para otros problemas distintos de este ejemplo se debera
saber que

Re jfd: = jRefdt (12-46)
Entonces la ecuacion (12-43) se convierte en
Re[A(L% + R)e/‘”‘] ~ Re (V) (12-47)
o bien
Re {[A(jwL + R) — V,]e™} = 0 (12-48)

Puesto que la ecuacién se debe satisfacer para todos los valores de
t, es necesario que

A(joL + Ry —V, =0 (12-49)

0 bien
V
A=—"1__ -
JjoL + R (12-30)
y A de la ecuacién (12-42) queda determinada. Por tanto, la solu-
cién es

i = Re[(ﬁ)eﬂ (12:51)

Esta ecuacién es idéntica a la (12-32) del ejemnplo 2, de manera
que la solucién es la que da la ecuacidén (12-33).
Se observard que si la excitacion se da en términos del seno, en-
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tonces Ime/“? se utiliza en la ecuacién (1241) y se efectian los
pasos restantes comparables a los que se dieron para la parte real.

Con el fin de generalizar el método ilustrado con el ejemplo, obsér-
vese que

V.cos(wt + ¢) = Re [V e/¥)] (12-52)
= Re[Ve™], siV=Ve? (12-53)
La solucidn supuesta es

i, = Re[le/], en donde = [ (12-54)

Observe que la relacion
¥ _ ?emm = Z(jw) (12-55)
1

En este caso Z(jw) es la funciéon de red de los estudios anteriores
de la transformacién de Laplace con s = jw,

. Vis) ' ~

Z(jow) = —= (12-56)
() 1(s) |- s
La ecuacién (12-55) se puede expresar también en la forma
1Z(jw) =V (12-57)
o bien
v
| (S . (12-58)
Z(jew) .

Una vez que se determina I, la solucidn es

i\, = Re (le’) (12-59)

Aplicando los métodos que antes se vieron esto se puede escribir
como sigue:

Q= “;_'\ cos (wt + ) (12-60)
en donde
e d — tap-t 1M Z(je) 3
0= ¢ — tan~t (2200 (126
EJEMPLO 4

Se conecta un resistor de 1 ochm en serie con un capacitor de 1/2 F
y una fuente de voltaje v =1C cos{2¢ + (n/4)]. Se pide determinar la
comriente de estado permanente en la red utilizando las ecuaciones
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(12:60) y (12-61). Para el valor que se da de v(r) se tiene que V, =
10 y ¢=n/4. Asi también, Z(j2) =R + (1fjwC) = 1 —jl. De acuerdo
con esto se ve que la magnitud de Z(2) es V2 y la fase de Z(j2) es
— m/4. Substituyendo estos datos en la ecuacién (12-60) se obtiene

s = 7.07 cos (2; + %) = 7.07sen (2 4 7) (12-62)

que es la solucién requerida.

12-5. FASORES Y DIAGRAMAS FASORIALES

En esta seccidn se generalizan los resultados que da la ecua-
cién (12-57) empleando los diferentes métodos utilizados hasta ahora
en el presente capitulo. Sea una red de L mallas independientes exci-
tadas por fuentes senoidales, todas las cuales operan a la misma fre-
cuencia. Se pide determinar la respuesta de estado permanente de esta
red. Supéngase que se escriben L ecuaciones de malla en forma de
transformada. Si se hace que s=jw, en donde w es la frecuencia
tinica de excitacion, las funciones de impedancia se convierten en
Zix(je), y cada voltaje de malla se representa por un fasor? Vielw? y
cada corriente se expresa también en forma fasorial, Le/“?, Por tanto,
se tiene que, para esta red,

Zy(jo) 1) + Z(jo) I + ...+ Zy(jo) I, =V,
Zulio) l + Zo(jo) L, + . 4 Zoy(jo) I, =V, (12-63)
Znljo) I + Z,,(jow) L+...+ Zu(jo)I, =V,

en donde el exponencial /! g ha anulado en cada una de las L
ecuaciones. Cuando el fasor de respuesta requerido Iy se determina a
través de las operaciones algebraicas rutinarias de niimeros complejos,
serd un fasor de la forma

I, = e (12-64)

a partir de la cual se puede escribir la respuesta en el dominio del
tiempo utilizando sélo los datos de magnitud y fase (ademds de la
frecuencia, que se conoce ya), ’

vy = I, cos (ot + 6,) (12-65)

y la solucion estd completa.

2 El fasor se conoce también como pector o senor, Véase la exposicién del
apéndice A.
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Este método general se puede describir mediante un diagrama de
fluio similar al de la figura 7-1(b) que se empled para introducir la
transformacién de Laplace. Dicho diagrama se ilustra en la figura 12-8,
que describe el método de solucién que se aplica cuando todas las
fuentes son senoidales, cuando 'se ‘desea solo la solucién de estado
permanente y cuando todas las fuentes operan a la misma frecuencia.
Véanse los siguientes pasos: -

(1) Exprese las ecuaciones de red en forma de transformada y sea
s=jw en todas las funciones de red. Esta,o es la frecuencia
de las fuentes senoidales.

{2) Todas las fuentes de condiciones iniciales se hacen igual a cero
porque las condiciones iniciales no son necesarias pa.ra deter-
minar una solucién de estado estacionario.3 °

(3) Todos los voltajes de fuente se describen en termmos de la
funcién coseno:

v{f) = V; cos (@t +¢) (12-66)

de acuerdo con la cual el fasor es V; = V;e/%. Las ecuaciones
ttiles para cambiar las funciones seno en coseno son:

sen (@f + o) = cos (wr + o — %) (12-67)
|
|
|
- " . 1
Eglchmn(gs) q’lferenma;i?s) Conversion de ecuacion es) Ecuationfes)
olo excitacion senoidal - fasorsales
{una frecuencia) a furma; fasorial

i
1
|

Solucion clésica : Manioutacic

e anipulacion

Ecuacidn(es) diferencial(es) : algebraica
1
|
i
!

Solucion de estado Magni‘tud y Solucion

permanente Como una T en
funcion del tiempo ?se forma fasorial

Dominio de tiempo Dominio de fi

|
|
—t
1
Figura 12-8. Diagrama de flujo que describe el método para

determinar la respuesta de estado permanente utilizando fasores.

3 Aqui se supone que todos los polos de Iz funcién de red estin en la mitad
izquierda del plano.
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y
cos (wt + f) =sen (cot + B+ %) (12-68)

(4) El sistema de ecuaciones que se abtiene posee la forma de las
ecuaciones {12:63) que se pueden resolver por los métodos
usuales (por ejemplo, por determinantes) para especificar a. Iy.

(5) El fasor I proporciona los datos necesarios de fase y magnitud
para que la solucién se pueda escribir en el dominio del tiempo
como sigue:*

i(8) = I cos (wt + 6,) (12-69)
y la solucién estd completa.

A continuacidn se ilustrard la aplicacién de estas reglas con varios
ejemplos.

EJEMPLO 5

La red de la figura 12-9 se describe mediante’ 1a ecuacion

Ve + Vo4 Ve=Z({jo), =V, (12-70)
en donde
Z(ja))zR-{»j(caL*—l—) (1271

C.

Figura 12-9. Red del ejemplo 5.
Puesto que v, = cos wi, s¢ tiene que Vy = 1y

1
R+j(“’L_a;l—c) (12-72)

L=lem="

=1
z
De acuerdo con este resultado, se observa que

1
R S—
o (“’L’%y (12-73)

4 Cambiando los pasos 3 y §, las reglas se pueden escribir de tal modo que la
solucion se obtenga en términos de la funcidn seno.
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1
ok —2z (12-74)

Finalmente, 1a expresién en el dominio del tiempo es
i(6) = 1, cos (wt + 81 (12-75)

y las ecuaciones (12-73) a (12-75) describen la respuesta de estado
permanente.

EJEMPLO 6

Para la red de la figura 12-10 se debera encontrar iz en el estado
permanente y vy = €OS 2¢. La impedancia de cada elemento y el fasor
de voltaje se tlustran en la figura 12-10(b). Con base en esta figura se
pueden escribir las siguientes ecuaciones de malla:

L+ =1
JIL 4+ @2 - =0

Eliminando I, se obiene

(12-76)

L= —t 277

L=1H
WY .

vy vz

(a)

Figura 12-10. (@) La red que s¢ analiza en ¢l cjemplo 6 y (B}
una red equivalente de impedancias y funciones de fasor.

De acuerdo con este resultado, es evidente que I =\/7/4 y que la
fase es —3m/4. En consecuencia, la corriente de estado permanente que
se pide es

i, =2 cos (2; - %") (12-78)

Puesto que los fasores son niimeros complejos, se pueden represen-
tar en el plano complejo en la sorna polar acostumbrada, por medio
de una flecha, donde la longitud corresponde a la magnitud del fasor, y
un angulo con respecto al eje real positivo, que es la fase del fasor.
Si las diversas cantidades fasoriales pertenecientes a una red deter-



A
V-V, v
vR f 1
vC

Figura 12-11. Diagrama fasorial
completo de la red de la figu-
1a 12-9, como se expone en el
ejemplo 7.
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minada se combinan en tal forma que se ilustre una o las dos leyes de
Kirchhoff, la figura resultante se describe como un disgrama fasorial
Este tipo de diagramas proporcionan una claridad geométrica en lo
que respecta a las relaciones de voltaje y corriente dentro de una red,
y son especialmente Wtiles para visualizar fendémenos de estado perma-
nente tales como la resomancia o para hacer grificas de magnitud,
Como se vera un poco mds adelante.

Al construir un diagrama fasorial se representa cada voltaje y co-
rriente senoidales por medio de un fasor cuya longitud es jgual a la
amplitud mixima de la senoide® y con un desplazamiento angular a
partir del eje real positivo, que es el angulo de la funcidn coseno
equivalente para 7= 0. Por supuesto, este uso del coseno es arbitrario
y ¢l estudiante no tendrd ninguna dificultad para formular reglas simij-
lares en relacion con la funcién seno. En consecuencia, el primer paso
consiste en expresar cada voltaje y corriente en términos de una fun-
cién coseno equivalente. Las ecuaciones utiles para lograr esto son las
(12-67) y (12-68).

A continuacion se presentan tres ejemplos para ilustrar este método
de elaboracién de diagramas fasoriales.

EJEMPLO 7

Sea una vez mis la red ilustrada en la figura 12-9. Puesto que cada
uno de los voltajes s¢ expresa en términos de una corriente se tomard
a I, como referencia en el sentido de que s¢ traza con 8 =0 en el
plano complejo. Abora, puesto que Vg = RI,, Vg estd en fase con I,
y se le asigna una longitud arbitrada como se indica en la figu-
ra 12-11. De la misma manera, Vi =jwll; y, por tanto, se repre-
senta con 6 = 90°, en tanto que V¢ = (1/jwC)l, y con 6 = —90°. La
suma fasorial de los tres voltajes da V, que esti desplazando de I
por 9, segin se ilustra. Se podria haber iniciado la elaboracién del
diagrama fasorial utilizando cualquier otra referencia, pero el diagrama
completo habria sido el mismo en el que aparece en la figura 12-11,
excepto porque se habrfa girado de tal modo que lIa nueva referencia
se encontrara en 6 = 0.

EJEMPLO 8

Como segundo ejemplo se construird el diagrama fasorial para la red
que se ilustra en la figura 12-12(a); esta red es la dual de la que se
vio en el ejemplo 7. Para dicha red se escoge V como la referencia
(puesto que las otras cantidades se relacionan ficilmente con V), ya

SEn el capitulo 14 se demuestra que a veces es Gtil reducir la magnitud en
1/\/2— para obtener valores efectivos o rme.
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continuacién se determina cada una de las corrientes. Obsérvese que
Ic se adelanta a V en 90°, I se atrasa 90° en relacién a V e Ig estd
en fase con V. Como no se asignaron valores especificos, se representa
cada fasor mediante una longitud arbitraria y asi se construye el dia-
grama fasorial que se muestra en la figura 12-12(b). La suma fasorial
de las tres corrientes da el valor de L

Figura 12-12. Diagrama fasorial completo para la red que se in-
dica.

EJEMPLO 9

Sea la red de la figura 12-10 que se usd anteriormente para el
ejemplo 6. Para esta red se selecciona como referencia V, que deter-
mina la posicion de Ig e Ie, como se indica en la figura 12-13. La
suma de estas dos corrientes se designa como Igrc, que debe ser la
corriente que pasa por el inductor, I,. Ahora el voltaje del inductor se
adelanta a la corriente en 90° (de acuerdo con la ecuacién Vi =
jwlLly), de manera que tiene la posicién que se sefiala en la figura.
Por 1ltimo, el voltaje aplicado V, es la suma fasorial de Vi, y V,.

Para elaborar este diagrama fasorial se hizo caso omiso de los va-
lores especificados para la red y sdlo se trazd con longitudes arbitra-
rias para cada uno de los fasores. Por supuesto, se puede preparar un
diagrama fasorial para igualar los valores -especificos del elemento y la
fuente, determinando el valor de la magnitud y la fase de cada fasor
antes de principiar la preparacion del diagrama.

Figura 12-13. Diagrama fasorial
completo de la red de la figu-
ra 12-10. e \A
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

Este capitulo estd dedicado al andlisis de las redes que funcionan en estado
permanente senoidal. El andlisis de grandes sistemas en esta condicién es directo,
pero tedioso si se hace con papel ¥ 1apiz, es muy Util el uso de la computadora.
Véanse las referencia citadas en el apéndice E-8.3, en donde se sugieren algunos
ejercicios. En particular, véanse los capitulos 9 y 10 de Huelsman, referencia 7
del apéndice E-10, y capitulos 3 y 11 de Ley, referencia 11 del apéndice E-10.

PROBLEMAS

12-1. Sea v(t) =Vj cos Wyl para la ecuacién (12-1). Efectie la derivacion que
eva a un resultado similar a la ecuacion (12-9).

12-2. Para la forma de onda senoidal de la figura que sigue escriba una ecua-
cién para y(f) empleando valores numéricos para la magnitud, la fase y la
frecuencia.

o[

,
i
AR

A0 o1 07

L N ¢ sec ||
N 1
[ ¥ [ TT
I 1 Fig. P12-2.

12-3. Principiando con los fasores giratorios etjwt, wiilice una construccién
similar a la que se ilusira en las figuras 124 y 12-5 para demostrar que

sen? @ + cos? @t = 1
12-4. Se da la ecuacién

sen 377¢ + 3/ 7 sen (377: - %) — Acos 377t +6)

Determine 4 y 8.




12-5.

12-6.

12-7.

128,

12-9.

12-10.

12-11.

1212,
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Demuestre que
E" Agsen (@t + ¢} = Csen (@t + 6)
£=1

En otras palabras, demuestre que lz suma de cualquier nimero de senoi-
des de amplitud y dngulo de fase arbitrarios, pero teniendo todas la
misma frecuencia, es una senoide de la misma frecuencia.
Utilizando la ecuacién del problema 12-5 con n =2, determine C y § en
funcién de Ay, Az, ¢1 vy Pa.
Aplicando el método de la seccién 12-3, resuclva las siguientes ecuaciones
diferenciates para Ia solucion de estado permanente (denominada integral
particular en el capitulo 6):
(a) % + 2i =sen 2t
[¢)] :—;+i:00531

di

© 431 = cos (1 + 457
R
«@ 372‘ 28 = sen 4309

© Ll i 2unr

Repita ¢l problema 12-7 para las siguientes ecuaciones diferenciales, resol-
viendo s6lo para la solucién de estado permanente;

@ %44% +2i = Jcos (¢ + 30°

dii . o
(b) W+4’ = 3cos(2r + 45°)

) % + 2f =sen 2t + cos ¢

La red de la siguiente figura tiene una fuente de voltaje senoidal y
funciona en et estado permanente. Utilice el método de la seccién 12-3
para determinar la corriente de estado permanente i(¢), si vy = 2 cos 2.
En la red de la figura, i/} =3 cos(r +45°) y la red opera en el estado
permanente. Aplique el método de la seccidn 12-3 para determinar el
voltaje de nodo a referencia vy (2).

Para la red que se da a continuacidn, encuentre va(f) en el estade per-
manente, cuando vy =2 sen 2¢. Use el métoda de la seccién 12-3.

En la red resistiva que sc muestra en la siguiente figura, v =
2sen {2t +45°) para todos los valores de 7. (a) Determine ig(t). (b) De-

termine i, ().

2 o

Fig. P12-12.

Fig. P12-11.
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12-13. La 1ed que se mueswra a continuacién opera en estado permanente con
fuentes de voltaje senoidales. Si v; =2cos2f y vy =2 sen 2r, determine
el voltaje v,(z).

Fig, P12-13.

12-14. La red con acoplamiento inductivo de la figura siguiente opera en el
estado permanente senoidal con v;{(f)=2cost. Si Ly =Ly =1H, M=
1/4H y C=1F, determine el voltaje v,,}(z).

Fig, P12-14.

12-15. La red de la figura que se ilustra a continuacién opera en estado se-
noidal permanente. En dicha r1ed. se ha determinado que v, =
10 sen (1000r 4 60°) y vy =5 sen (1000f — 45°). La magnitud de la impe-
dancia del capacitor es 10 ohms. Determine la impedancia en las termi-
nales de entrada de la red M.

Fig. P12-15.

12-16, En la red siguiente, v, =10 sen 106¢ e i; =10 cos 105¢, y opera en es-
tado pemmanente, Para los valores de elemento que se dan determine el
voltaje de nodo a referencia v,(f).

Fig. P12-15.
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12-17. Para la red de T puenteada de la siguiente figura, vy =2cos? ¥y el
sistema se encuentra en estado permanente. Para esta red, (a) determine
ig(®) y (b) determine ip(1).

Fig. P12-17.

12-18. La red de la figura opera en estado estacionario con vy =2sen2f y
Ky =—1/3. En estas condiciones, determine iz (f).

La siguiente seric de problemas tiene por objeto adquirir prictica en la
construccidn de diagramas fasoriales. La red que se ilustra én la figura
del problema 12-19 opera en estado senoidal permanente. En los valores
de elemento que se dan en la tabla que sigue se observa una doble
entrada en la columna uno, lo cual implica una conexidén en serie y, en
fa columna 2, una conexiébn en paralelo. Para cada problema, (a) deter-
mine vy (f). (b) Dibuje un diagrama fasorial completo indicando todos los
voltajes y todas las corrientes, al igual que todas las relaciones entre unos

y otras.
Kyiy
Fig. P12-18,
vy vz=V, sen(wt+4)
Fig. P12-19. =3
Red 1 Red 2 Von w ¢

12-19. R=1 c=2 2 1 —30°
12-20. R=2 C=1 10 2 45°
12-21. R=20 C=} 1 0.1 0°
12-22. R=2 L=2 100 b 30°
12-23. L=} R=1 10 i 0”
12-24. C=2 R=2 3 1 45°
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12-25.
12-26.
12-27,
12-28.
12-29.
12-30.
12-31.
12-32.
12-33.

12-34.

12-35.

12-36.

Red 1 Red 2 Vi w )

L=3 c=1 10 3 —45°

c=1 L=} 1 2 0°
R=1,C=1 L=2 2 1 30°
R=1,L=2 c=1 2 1 45°
L=1,C=2 R=1 10 4 o
R=1,C=1 R=1,L=2 10 1 90°
R=3L=2 R=1,C=} 1 4 0
L=1,C=2 R=1,C=1 100 1 —90°
L=1,C=2 R=1,L=2 1 i o

La red de Ja figura que sigue, funciona en el estado senoidal permanente
y se sabe que v3 =2sen2t. Para los valores de elemento que se dan
determine V/V; =Ae/?,

[
= 5 Fig. P12-34.

La red que se ilustra a continuacién se ajusta de tal modo que Ry =
RC:\/L7C. (a) Dibuje un diagrama fasorial completo indicando todos
los voltajes y todas las corrientes (asi como sus relaciones entre si) para
1a condicién [y |= V¢l (b) Sea wy la frecuencia para la condicién de la
parte (a). Dibuje un diagrama fasorial para la frecuencia w>>wr. (¢)
Repita la parte (b) para una frecuencia 3 <.

Fig. P12-35.

La red de la figura se ajusta de tal manera que R;C) =R;C, =T. Sea ¢
el dngulo de fase de vy con respecto a vy. (a) Demuestre la forma en que
¢ varia en funcidn de T. (b) Para un valor fijo de 7, demuestre como
varfa ¢ en funcidn de . (c) Para un valor fijo de 7, demuestre cémo se
relaciona la amplitud mixima de v, con la amplitud mixima de vq,
como una funcién de w.

G

N
+

CQT R

Fig. P12-36.




CAPITULO 1 3

13 Gridficas de la respuesta
de frecuencia

13.1. PARTES DE LAS FUNCIONES DE RED

En este capitulo el estudio se circunscribe a las funciones de red
que describen a las redes en el estado permanente senoidal con s =jw.
Sea G(s) cualquier funcién de red, ya sea de punto impulsor o de
transferencia. Ahora, G{jes) es una funcién compleja que se puede
expresar en coordenadas rectangulares como sigue:

G(jo) = Rlw) + jX(w) (13-1)
o bien en la forma polar!
G(jw) = | G(je) e (13-2)

En este caso R(w) = Re G(jw) es la parte real de la funcidn de red,
X(w) =1Im G(jw) es la parte imagineria, (G(jw)| es la magnitud y $(w}
es la fase. Las partes de las ecuaciones (13-1) y (13-2) ‘se relacionan
mediante las ecuaciones?

— _ X(») x
$(w) = tan o) (13-3)
y
|G} = A/ [R@)* + [X(@)P (13-4

I Una notacién abreviada util de esta ecuaciéd es [GG)l/@(w).

2 Por supuesto, existen otras relaciones de las cuatro partes: si se da cual-
quiera de las partes, las otras tres se pueden determinar analiticamente. Véase el
capitulo 8 de la obra de este autor, Introduction to Modern Network Synthesis
(John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1960).

423




424 Grdficas de la respuesta de frecuencia

Estas partes de las funciones de red son importantes en el disefio
de redes por dos razones: (1) como se verd mds adelante, en el capi-
tulo 14, las especificaciones a partir de las cuales se disefian las redes
casi siempre se dan en términos de magnitud y fase y con menos
frecuencia en funcién de las partes real e imaginaria. (2) Las medicio-
nies de estas partes de las funciones de red se efectiian con facilidad si
se emplean instrumentos estindar tales como el osciloscopio de rayos
catodicos, una combinacién de voltimetro, amperimetro y vatimetro,
el puente o el medidor de Q. Aunque en este caso el interés se centra
en los métodos analiticos para facilitar la determinacion de las partes
de G(jw), se debe tener en cuenta que tal vez haya que comprobar
los resultados en el laboratorio y hacerlo en forma ripida y adecuada,
usando instrumentos sencillos.

La funciébn general de red de los capitulos anteriores se convierte
en la siguiente expresion para s = jw:

ay(jo)y + a(joy ' +...+ a (13-5)

S a
O R iy oL e

o bien

oy aojo — 2 (Jw — 2,) ... (jo — z) _

GUO) = 5itio = p o = pa) -~ (o — pm) 39

Para valores especificos de los coeficientes @ y b o de los polos y

ceros se desea computar. funciones de red para todos los valores de

w. Se encontrard que por lo general este procedimiento es tedioso.

Por fortuna, en muchos casos se puede evitar gran cantidad de trabajo
aplicando los métodos que se verdn en este capitulo.

13-2. GRAFICAS DE MAGNITUD Y FASE

Existen, varias posibilidades de uso de coordenadas para las grificas
de respuesta de frecuencia. La variable independiente es siempre de
frecuencia, w —de otra manera, la grifica no seria la de una respuesta
de frecuencia—, pero la variable dependiente puede ser cualquiera de
las partes que se vieron en la seccidn anterior, o bien pueden ser dos
de las partes asociadas, magnitud y fase, en la interpretacién en coor-
denadas polares, tomando la frecuencia como pardmetro. La dltima
posibilidad se estudiard en la siguiente seccion que se titula “Lugares
geométricos complejos”. El uso de coordenadas logaritmicas en las
grificas de magnitud y fase se analizara también por separado en la
seccion 13-5 que corresponde a las graficas de Bode. Aqui se verin
algunas caracteristicas importantes de la aplicacién de las coordenadas
lineales en graficas de magnitud y fase con la frecuencia.

Se acostumbra utilizar el rango de frecuencias de 0 a oo, en vez de
—oo a oo, Esta es una eleccidbn natural, ya que los generadores de
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IGljw
Fase G(jw)

(a) (&)

Re G{jw) Im Gjw)

(e} (d)
Figura 13-1. Cuatro partes de una funcion de red para 5 =jw,
(a) la magnitud, (3) la fase, (c) la parte real y (4} la parte
imaginaria.

laboratorio de ondas senoidales producen sélo w positivas. Ademds, la
informacion para la frecuencia negativa es redundante porque la magni- .
tud y la parte real son funciones pares, en tanto que la fase y la
parte imaginaria son funciones impares de ¢, como se ilustra en la fi-
gura 13-1. Se debe observar que para algunos fines, de los cuales la
aplicacion del criterio de Nyquist® es un ejemplo, es necesario emplear
el rango completo de los valores de w. Finalmente, se debe indicar
que, en comparacion con las grificas de magnitud y fase, en la préc-
tica de la ingenieria se hace poco uso de la parte real o imaginaria de

la respuesta de frecuencia y, por esta razém, no se estudiard aqui este 3—-——'\/\/\,—-——————g
tipo de graficas. R L

Wits) & Ve
EJEMPLO 1 o

En la figura 13-2 se muestra una red RC de dos puertos para la Figura 13-2. Red del gjemplo 1.
que la funcién de transferencia de la relacion de voltajes es

_Vals) _ 1 .
Gl = P55 = Ry 1 a3

3 H. Nyquist, “Regeneration Theory”, Bell System Tech. J., 11, 126-147
(1932).




-90°

0 1 @

Figura 13-3. Variacién de mag-
pitud y fase para la funcién de
transferencia Gz de la red de
Ia figura 13-2.
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Para el estado senoidal permanente, G, se convierte en

. 1/RC
Gi(jo) = ]—ch T m (13-8)

Los valores asintéticos de magnitud y fase se pueden determinar
examinando la ecuacion (13-8). Para un valor pequefio de w, la mag-
nitud es aproximadamente 1 y la fase es 0°. Para valores grandes. de
w, la magnitud se acerca a O en tanto que la fase se hace casi —90°.
Para la frecuencia, w = 1/RC, la magnitud y la fase son especialmente
ficiles de determinar, siendo los valores 1/4/2 =~ 0.707 y —45°. Si se
seleccionan otros valores de ¢ se puede trazar las curvas de respuesta
de magnitud y fase que aparecen en la figura 13-3, en donde se ha
hecho M = |Gy, (jw)| para mayor facilidad.

Para estudiar el significado de la frecuencia w = 1/RC en el ejem-
plo 1 se hard aqui una pequefia digresion para considerar la red de la
figura 13-2 como de un solo puerto, excitada por una fuente de vol-
taje y para la que el fasor corriente es I= YV y la magnitud de la
corriente ¢s

[(jo)| = | Y(jo) || V{joo) | (13-9)

En el capitulo 14 se demostrari que la potencia media en el resis-
tor de la combinacion RC es

=} jw)|*R (13-10)

Sea Wrp la frecuencia a la que | _(l/\/Z)LIImax Por supuesto,
ésta serd la frecuencia a Ja que la admitancia es 1/y/2 veces su valor
mdximo, ya que de acuerdo con la ecuacién (13-9) se observa que [
varia directamente en funcién de |Y] cuando |¥] es constante. Sea P,
la méxima potencia dada por la ecuacién (13-10). A la frecuencia wy,
la potencia media del resistor es

P, = pl (13-11)

f

iridicando ‘que a esta frecuencia la potencia en el resistor es lg mitad
de su valor mdximo. La frecuencia w,, se conoce con el nombre de
frecuencia de media potencia. El nombre se aplica a la frecuencia a la
que cualquier magnitud de una funcién de red, ya sea de punto im-
pulsor o de transferencia, se reduce a 0.707 de su valor mdximo.
Volviendo ahora a la ecuacién (13-7), se observa que (1) la frecuen-
cia w=1/RC es la frecuencia de media potencia de la grifica de
respuesta de frecuencia y (2) 1/RC es la reciproca de la constante de
tiempo 7' de la red (por ejemplo, a una entrada escalén), y que la
ubicacion del polo dentro del plano s, tiene signo negativo, o=
—1/RC. Por tanto, se tiene una conexion simple entre los dos tipos de
respuesta para esta red, que se resume en la expresion T'= 1/wy,.
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Ahora, las ecuaciones del tipo de la expresion (13-7) describen un
cierto némero de redes RC o RL de dos elementos. Para dichas
redes, la ecuacion (13-8) se puede expresar en la forma estindar

Gy(jo) = (13-12)

1
I+ j(wle,,)
y para esta expresidon se puede preparar una grifica universal de la
magnitud y de la fase. Esto se hard en la seccién 13-5 en coordenadas
logaritmicas.

13-3. LUGARES GEOMETRICOS COMPLEJOS

Si se da una funcién de red G(jw) que tiene la forma general de la
ecuacién (13-5) o (13-6) se pueden determinar las partes reales e ima-
ginarias identificadas por la ecuacion (13-1), o la magnitud y la fase
de la ecuacién (13-2), en funcién de . Al variar ésta, un punto que
representa a G(jw) = R(w) +X(w) se desplaza sobre el plano com-
plejo G(jw) y se dice que describe un lugar geométrico. Un lugar
geométrico es la grifica en coordenadas rectangulares de G(jw), R(w)
y X(w), o en coordenadas polares M(w) y ¢(w) —sélo una grifica,
pero dos interpretaciones— siendo w el pardmetro. En la figura 13-4
se presentan algunas de las caracteristicas de estos lugares geométricos.
Cada punto del lugar geométrico se puede considerar como un fasor
que se extiende desde el origen hasta el punto, con una magnitud 3 y
un dngulo ¢, y el lugar geométrico es, simplemente, la trayectoria de
las “‘puntas’ de los fasores.

7 Im Gljw)=jX{w)

Re G(jw)=R(w)

Figura 13-4. El lugar geométri- Z.

co de la punta del fasor de =0 oF--—--23 @

magnitud M y fase 6 conforme N Lugar geométrico
varfa . al variar w

Es evidente que los lugares geométricos complejos que se acaban de
describir incluyen todos los datos de las grificas de magnitud y fase
de la seccidon anterior, pero nada mds. Siendo éste el caso, conviene
seflalar aqui que existen varias razones por las que se prefiere usar un
método y no el otro. La grifica de lugares geométricos puede ser una
forma mds eficiente o explicita de representar la informacién. Ademas,
estos lugares geométricos complejos se utilizan para aplicar el criterio
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de Nyquist que se verd en la seccién 13-6. A continuacién se demos-
trard el trazo de los lugares geométricos complejos por medio de va-
rios ejemplos.

EJEMPLO 2

Como primer ejemplo, véase la red que se usé en el ejemplo 1, la
que. aparece en la figura 13-2. Para G,,(jw) de la ecuacidn (13-8), el
lugar geométrico es el que se indica en la figura 13-5, que se inicia
en 1+/0 para w =0y traza un lugar geométrico semicircular hasta el
origen, conforme w tiende al oo, El hecho de que el lugar geométrico
sea una circunferencia se puede ver racionalizando la ecuacién (13-11)
para obtener:

1 . RCw
¥R Trrce (1313

ReG; +/Im Gy, =

JIm Gy(jw)

Figura 13-5. Grafica del lugar geométrico de la red de la figu-
1a 13-2; la linea continua que corresponde a w>>0. El lugar
geométrico completo es una circunferencia de radio 1/2.

Eliminando el parimetro w, se obtiene la siguiente relaciéon entre
Re Gy e Im Gy,

(Re Gy — ) + (Im Gp)* = (}) (13-14)

que es la ecuacion de una circunferencia de radio 1/2 y cuyo centro
esti en Re Gy = 1/2, Im G, = 0. La mitad superior de la circunfe-
rencia de la figura 13-5 se obtiene para frecuencias negativas. Obsér-
vese que el lugar geométrico para frecuencias negativas es la imagen de
las frecuencias positivas, ya que la parte real tiene una simetria par y
la imaginaria una simetria impar. Se seguira la prictica de sefialar con
linea punteada el lugar geométrico, para la frecuencia negativa.
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EJEMPLO 3

Si se intercambian el resistor y el capacitor de la red RC del
ejemplo 2, la red de dos puertos resultante, que se ilustra en la figu-
ra 13-6, tiene la funcién de transferencia

G(jw) = (13-15) Figura 136. Red RC del ejem-

Jjo
Jjor -+ (1/RC) plo 3.

Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo 1, se determinan los
sigujentes puntos del lugar geométrico:

w Gz (w)

0 0 a+90°
1/RC 0.707 a +45°
oo 1a0°

El lugar geométrico completo se muestra en la figura 13-7, junto
con las grificas equivalentes de M(w) y de ¢(w).

Comparando los resultados de los ejemplos 1 y 3 se observa que la
red de la figura 13-2 tiene una salida en la que la fase se atrasa en

M,
J Tm Gyt 2
o=
wr RC
0.707 G
45°

{a}

Figura 13-7. Grafica del lugar geométrico de la funcién de
transferencia Gy, de la red de la figura 13-6 y las graficas
correspondientes de magnitud y fase.

relacién con la de la entrada para todos los valores de w, en tanto
que en la red de la figura 13-6 la fase del voltaje de salida se adelanta
a la de la entrada a todas las frecuencias. En algunas aplicaciones estas
redes se denominan redes de atraso y redes de adelanto, respectiva-
mente. Las variaciones de magnitvd de los dos G2 (fw) en funcion de
w son inversas; para una magnitua constante del voltaje de entrada, el



Figura 13-8. Red que se anali-
za en el ejemplo 4.
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voltaje de salida de la red de la figura 13-2 disminuye con la frecuen-
cia y para el de la figura 13-6 aumenta al incrementarse la frecuencia.

EJEMPLO 4

El siguiente ejemplo muestra que, en algunos casos de estructuras
de redes, se pueden combinar sublugares geométricos para partes de la
red, a fin de determinar un lugar geométrico compuesto para la red
completa, Sea la red que se flustra en la figura 13-8. Esta red se
puede considerar compuesta de tres subredes: R,L, C, y R,. Tales
subredes estin conectadas en paralelo por lo que las admitancias se
pueden sumar para determinar ia admitancia de punto impulsor; por
tanto,

Y(jw) = Ya(jo) + Ye(jw) + Yl jo) (13-16)

Los lugares geométricos de estas tres funciones se puede sumar
punto por punto (una suma fasorial) para dar el lugar geométrico
compuesto para Y(jw). Para la primera subred,

) 1
Yo (jo) = ——t5—— (13-17)
wlo) = R
ilm Yy =|jim ¥, Jjim Y,
Yroe w}
e N1 Ry
/ VR [y H:
o 0 Re Yy, ! Re Y, Re Y,
<, “H
!
{a) by (e}
jimyY .
@
7
’ A} -0
0 ReY

Figura 13-9. Gréficas individuales de lugares geoméuicos de (2)
la rama RL, (b} Ia rama C, (¢) la rama R, (el lugar geométrico
es un solo punto) ¥ (d) el lugar geométrico completo de ¥ que
se encuentra sumando los lugares geométricos de las tres ramas
paralelas.




Grificas a partir de fasores en el plano s 431

fo cual significa que el lugar geométrico de Ygy es el de la figu-
ra 13-5, excepto por la escala y la frecuencia de media potencia, y se
ilustra en (a) de la figura 13-9. Ahora, Yo =jwC, de tal manera que
el lugar geométrico queda confinado al eje imaginario, en tanto que
Yg =1/R2, que no varfa con la frecuencia. Estos lugares geométricos
se ilustran en (B) y (¢} de la figura 13-9. El lugar geométrico com-
puesto para la red de la figura 13-8 se muestra en la figura 13-9(d)
para un conjunto de valores de elementos.

El método de este ejemplo se aplica cuando la immitancia de punto
impulsor se puede expresar como suma de admitancias o de impedan-
cias. Para redes mds complejas, también puede ser necesario calcular
G2 (jw) para un cierto nimero de valores de w, Utilizando suficientes
valores de s, de tal modo que se pueda obtener con precisién la
grifica del lugar geométrico.

13-4. GRAFICAS A PARTIR DE FASORES
EN EL PLANO s

Cualquier funcién de red G(s) tiene la forma de un cociente de
polinomios, cada uno de los cuales se puede expresar como el pro-
ducto de factores de la forma

(s —s,) (13-18)

en donde s, es o bien un polo o un cero. En el estado senoidal
permanente, s = jw y el factor tipico se convierte en

(joo — 5 (13-19)

En el plano s, cada uno de los términos jw y s, son fasores y, en
este caso, el interés se enfoca en la diferencia de estos dos fasores, la
cual es timbién un fasor. En general, s, es complejo en tanto que jw
es imaginario. Los dos fasores y su diferencia se flustran en la figu-
ra 13-10. En (z) de esta figura se observan los fasores componentes y
su suma; en (b) de la figura 13-10 se presenta un diagrama fasorial
poligonal que es mds apropiado para las necesidades presentes. La dife-
rencia fasorial (jw —s,) es un fasor dirigido de s, a jw. Ahora, con-
forme aumenta la frecuencia, el fasor (jw —s,) cambia en longitud y
en dngulo. Si una funcién de red incluye varios factores de esta in-
dole, algunos en el numerador y otros en el denominador, la variacién
de los factores individuales, cada uno de los cuales cambia de una
manera determinada por la posicion de s, con respecto al eje imagi-
nario.

plano s Ju
o
8 Syjw=s
4_"
RN
~a
~8r
]
plana s Jw
Ju=s, Jw
Sr
14
b}

Figura 13-10. (@) Trazo y (b)
sentido del fasor (jw - s,), que
es de 5, a jeo.



Juwy
2
~R/L
(a}
Jwz
v
~R/L
(&)
Jws
¢ v
~R/L

ic)

Figura 13-12. llustracién  del
cambio en la longitud del fasor
conforme aumenta (), donde
6y <y <. La variacién de
Y(w) se determina a partir de
la ecuacién (13-22).
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EJEMPLO 5

Para flustrar el uso de fasores en el plano s al determinar la varia-
cién de magnitud y de fase en funcién de w, considérese la admitan-
cia de un circuito RL en serie, que es

1 1
YO = v @

Esta admitancia tiene un polo et s=—R/L y un cero en oo, El
trazo del fasor [jow — (- R/L)] con respecto a esta ubicacién de los
polos se ilustra én la figura 13-11. En Ia figura 13-12 se ilustran 3
posicjones del fasor cuando la frecuencia aumenta de w; 2 w, y a
ws. Sea

(13-20)

Lo+ &) = pgpeme ER)

Figura 13-11. Representacién fa-
sorial de Gw+R/L).

Entonces, la admitancia se puede determinar a partir de la ecuacion

1
M(w)

Se observa claramente que la magnitud varia de 1/R a 0 conforme
w varia de 0 a o) de la misma manera, la fase cambia de 0° a —90°
conforme ' varfa de 0 a co, La representacién del lugar geométrico
complejo de esta variacion se ilustra en la figura 13-13.

e~ i9t)

Y(jw) =

(13-22)

Figura 13-13. El Iugar geométri-
co complejo de Y(§w), para valo-
Ies que $e obtienen de acuerdo
con la técnica que s¢ ilustra en
la figura 13-12.
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EJEMPLO 6
Véase el siguiente circuito RLC en serie, que tiene la impedancia de
punto impulsor
1
= — -2,
Z(s)=Ls+ R+ o (13-23)

y la admitancia es la reciproca de Z(s); es decir,

1 5
) = ILZ T®ID +ﬁ/L_C)} (13-249)

o bien
- s
19 = 2l=si=w) (13-25)

en donde

2
sost = =2 Lo (55) = o, Lo/ T=T (13:26)

En esta ecuacion se siguieron las convenciones del capitulo 6, en
donde w, es la frecuencia natural de la red y { es la relacién de
amortiguamiento. En este ejemplo se considera solo el caso oscilatorio
con ¢<1. Para este caso, los polos se localizan sobre un circulo de
radio ), y una linea que va del polo al origen establece un dngulo
8 =cos~1¢ con el eje real negativo. Como se ilustra en la figu-
ra 13-14, existe un solo cero que se localiza en el origen.

polo

cero -

Figura 13-14. Los polos y el
cero de Y(s) dados por la ecua-

cién 13-24. polo

La respuesta de. frecuencia se determina haciendo que w tome va-
rios valores, cuatro de los cuales se muestran en Ja figura 13-15. La
magnitud y la fase se calculan expresando cada factor de la ecuacién
(13-25) en la forma de la ecuacion (13-22), o sea

i) = Mo prteege-a 13-27
Y(jo) = 3apee (13-27)

Es evidente que el valor midximo de |Y(jw)!| se produce cerca de la
frecuencia a la que M, tiene un valor minimo. La frecuencia que hace
que M, tenga un valor minimo es aquella en el punto de mayor
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Jo Jo
P ¢

i
|

i-

|

-90°

A BCD w A B

1
¢C D

Figura 13-15. Fasores que determinan la respuesta de frecuencia,
ilustrados para cuatro valores distintos de co.

acercamiento a uno de los polos conjugados. En ese rango de frecuen-
cias, M, cambia con gran rapidez y, al mismo tiempo, My y Mo
cambian con lentitud. La frecuencia correspondiente a |Y(jew)l méxima
se define como la frecuencia de resonancig. Puesto que [(jw) varfa
directamente con Y(jw), la frecuencia de resonancia es también la
frecuencia para mixima I(jw).

La magnitud de Y(jw) se puede expresar en la forma

o 1
VYU = e T = et

y, de acuerdo con esta ecuacidn, es evidente que |Y(w)! tiene un
valor maximo de (1/R) cuando

1 . 1
—_ =0 _— =
wL = 6 T @,

es decir, la resonancia se produce a w =, (y no en el punto opues-
to al polo sobre el eje juw). En la figura 13-16 se muestra una ampli-
ficacion de los diferentes fasores para la condicidn de resonancia. Los
ingulos de fase de los polos a jw, se identifican como ¢, ¥y ¥ El
fasor de 0 a jw, se encuentra a lo largo del eje jw y, por tanto, tiene
un 4ngulo de fase constante de +90°. La suma de ¢, y ¢F es igual a
90° porque el tridngulo ABC es rectingulo (ya que estd inscrito den-
tro de un semicitculo). El dngulo total de fase, que es

G0 — b — $F = +90° — (+90°) = 0° (13-30)

(13-28)

(13-29)

tiene, por ende, un valor cero. El 4ngulo de fase de Y(jw) es O° en
resonancia. La magnitud de Y(jw) en resonancia es /R y U(jw)l en
resonancia es V/R.

El valor Q del circuito o, simplemente 0, de un circuito RLC en
serie, se define como
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_ol | o .
e=F =71riL 1330
Ahora, la cantidad R/2L es la misma que {w, de acuerdo con la
ecuacidn (13-26). Por tanto, la @ del circuito se define como
1 la longitud 04

— 1w _ 1 lalongtud 04 _
T 2w, 2 “ longitud EB 3-32)

en funcién de las cantidades que se indican en la figura 13-16. En
consecuencia, la Q del circuito se puede tomar directamente de la
grifica a escala de los polos y ceros de la funcién de immitancia
correspondiente a un circuito RLC. Es posible escribir la Q del cir-
cuito en cualquiera de las dos formas siguientes:

Q== (13-33)

(13-34)

Figura 13-16. Fasores trazados
para la condicién especial de re-
sonancia.

en donde @ es el dngulo que forma con el eje ~o la linea OB (u OoD)
de la figura 13-16. De acuerdo con estas tres Gltimas ecuaciones, se
pueden derivar dos conciusiones, que son:

(1) Mientras mds cerca estén los polos S; ¥ Sg* del eje jw, tanto
mayor serd el valor de Q. (Esto se infiere, ya que @ varfa
inversamente con la distancia £B.)

(2) El valor de Q varia inversamente con la relacién de amortigua-
miento {. A un elevado valor de Q corrssponde un valor redu-
cido de la relacion de amortiguamiento. En consecuencia, un
circuito RLC en serie, con R pequefia tiene una O elevada.
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Figura 13-17. Forma general de
la respuesta |Y(jew)| para valores
Resonancia © grandes y pequefios de .

En la figura 13-17 se ilustran varias graficas de la magnitud de
Y(jw) para algunos valores de o

Otra forma de indicar el valor Q de un circuito es por medio de
las frecuencias de media potencia. La corriente a la frecuencia de
resonancia tiene la magnitud V/R. Cuando la corriente tiene la magni-
tud

vV
J=—r (13-35)
~ 2R

la potencia es ls mitad de la de resonancia. A las frecuencias de media
potencia, la magnitud de la admitancia Y(jw) es (1A/2R); esto requie-
re que

~FEF oL — (J@CO) = /2R (13-36)

o bien
(a)L - &) =+R (13-37)
Dicha ecuacitn se reduce a la forma
R 1
R = 5
wj:La) e 0 (13-38)

Los valores de w que satisfacen esta ecuacién son
o=X 1+ JRELFT U0 (13-39)

o bien, en términos de la relacién de amortiguamiento y la frecuencia
natural no amortiguada,

=l /T +T) (13-40)

Sean los dos valores positivos de la frecuencia dados por la ecua-
cién (1340), w; ¥ w,.

w1, 01 =/ T4 (13-41)

De la ecuacion (13-41) se derivan sencillamente dos resultados im-
portantes. En primer Iugar, el producto

010, = Wk (13-42)
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que significa que w,, es la media geométrica de las dos frecuencias cw;
y ws;. La diferencia de estas dos frecuencias se define como el ancho
de banda B, que es

B=o,—w =2w0f=%2 (13-43)
[2
o sea que e] ancho de banda varia inversamente con el valor O del
circuito.

En muchas redes que se utilizan como selectores es muy pequefia la
relacién de amortiguamiento ¢, de tal manera que {2 es despreciable
en comparacién con 1. Tomando como base esta suposicidn, las dos
frecuencias de media potencia son

W, = @, + {w, (13-44)

0, =0, — (o, (13-45)

La cantidad ({co,,) es la distancia £B de la figura 13-16 o la distan-
cia del eje jw al polo s,(0s7). La ubicacion de las frecuencias de
media potencia se ilustra en la figura 13-18: un circulo de radio {cw,
con centro en O+ jw, cruza el eje imaginario a las frecuencias de
media potencia. Como lo identifica la ecuacién (13-43), este rango de
frecuencias es el ancho de banda.

Radio - fwn—s—r-}<

Radio {

{a)

Figura 13-18. El ancno de ban-
da queda definido por el inter-

valo de. frecuencia, Gy — wy, ¥
también por una circunferencia
de radio {t, para el caso de O
elevada, como se ilustra en la fi-
gura,

\

'

'

'

'

'

T
-
Wyt
!

~—Ancho de banda
wp @

wn

i)
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EJEMPLO 7

El ultimo ejemplo de esta seccién se escogié para demostrar algo
nuevo en relacion con las gréficas de lugares geométricos complejos.
La red que aparece en la figura 13-19(2) se conoce con el nombre de
celosia simétrica. Algunas de las propiedades de este tipo particular de
celosia se vieron ya en el capitulo 10. Para el presente estudio se
observa que, por medio de andlisis de rutina, la funcién de transfe-
rencia de relacién de voltaje tiene la forma

V) s+l (s~ s)s—sT)
RIEC At 476 Rl Sl crrs sy MR

Los dos ceros tienen los valores signientes:
1 VA
st =+ :i:j—zi (13-47)
y los polos se localizan en
P . ey A (13-48)
2 2
Estos polos y ceros se ilustran en la figura 13-19(b), v en este
ejemplo estin ubicados sobre un circulo unitario y se localizan simé-

tricamente con respecto tanto al eje real como al imaginario. Se dice
que los polos y los ceros ubicados de esta manera forman un quad.

Sa g~ g 51

o .

4 N

! \

: i [

T T

\ . P
N L/ Figura 13-19. (@) Celosia simé-
soo=- «‘751. trica y (b) los polos y los ceros

de Gy para esta red. Estos dos
. polos y dos ceros constituyen
&) un quad.
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Figura 13-20. Fasores usados pa-
ra determinar la respuesta de
magnitud y fase de Gyp para la
red de la figura 13-19(). b, "

Los miembros del quad de la mitad izquierda del plano son los polos
y los miembros de la mitad derecha del plano son los ceros.

Como se indicd en ejemplos anteriores de esta seccién, la respuesta
de frecuencia se puede encontrar mediante fasores que se trazan desde
los polos y los ceros a diferentes puntos sobre el eje imaginario, segiin
se muestra en la figura 13-20. De acuerdo con esta figura, se observa
que la magnitud de (jw -s,) es siempre igual a la magnitud de
(e ~ 5,); de igual manera, la magnitud de (jw — s¥) es siempre igual a
la de (jw — 53). Por tanto, se ha descubierto que

(13-49)

v, Jco)| _
Vi(jw)

En otras palabras, se ha demostrado que la magnitud del voltaje de
salida es siempre igual a'la magnitud del voltaje de entrada para todas
las frecuencias. No es sorprendente que ésta se conozca como red de
paso completo.

Al calcular la fase se determinan las coutribuciones positivas de los
Jusores de ceros y las contribuciones negativas de los fasores de polos:

¢=6,+ ¢t — ¢, — ¢} (13-50)

en donde los dngulos se identifican en la figura 13-20. Cuando los
fasores .se desplazan. en forma ascendente por el eje imaginario, se
observa que la fase de G, (fw) principia en 0° a una frecuencia cero
y se hace mds negativa conforme aumenta la frecuencia y se acerca a
360°. El cambijo de fase caracteristico de la funcién de transferencia
aparece ilustrado en la figura 13-21, junto con la grafica de lugares
geométricos complejos.

En resumen, para entradas senoidales esta red tiene la propiedad de
que todo lo que entra sale sin verse afectado en lo que respecta a la
magnitud, pero con la fase distorsionada.® Dichas redes tiemen aplica-
cién en la compensacion de lineas telefonicas.

4 jAlgunos de mis amigos han presentado informacién similar respecto a
esto!

Figura 13-21. Respuesta de mag-
nitud y fase de la red de la
figura  13-19(2) mostrando las
caracteristicas de ‘“paso com-
pleto”.
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13-5. DIAGRAMAS DE BODE

H.W. Bode’ utilizd ampliamente en sus estudios una escala logarit-
mica para la magnitud de las funciones de red, asf como la variable
frecuencia. Por esta razén, las grificas logaritmicas que se estudian en
esta seccibn se” denominan grificas o diagramas de Bode. E] logaritmo
natural de

Gjw) = M(w)esw (13-51)
es la funcién compleja
In G(jeo) = In M(w) + jd(w) (13-52)

En esta ecuacidn, In M(w) es la genancia o 1a ganancia logaritmica
en nepers, y ¢ es la funcién de dngulo en radianes. La unidad que se
acostumbra para la ganancia es el decibel (db); en esta unidadé

Ganancias en decibeles = 20 log M(w) (13-53)

De la misma forma, la unidad que se acostumbra para el dngulo 3
es el grado. La conversién a estas unidades se puede lograr mediante
las ecuaciones:

Nimero de decibeles — 8.68 x niimero de nepers (13-54)
Namero de grados = 57.3 X ntimero de radianes (13-55)

En este punto se introduce una variable logaritmica de frecuencia
u=Jogw 6 w=10 (13-56)

De acuerdo con tal variable, dos intervalos de frecuencia dados por
la ecuacién
Uy — Uy = log 0, — log w, = logg"T2 (13-57)
1
tienen un uso muy difundido. Estos intervalos son la octava para la
que w; = 2wy, y la década con w, = 10w;. Las pendientes de lineas
rectas en el sistema de coordenadas de las grificas de Bode se expre-
sardn en funcién de estos dos intervalos.
Volviendo a la ecuacién (13-6) para G(jw), se supondri por ahora
que todos los polos y los ceros son distintos (no repetidos). Si el

S Network Analysis and Feedback Amplifier Design (D, Van Nostrand Co.,
Inc., Princenton, N. 1., 1945), péginas 316 y siguientes, o H. W. Bode; “Rela-
tions between attenuation and phase in feedback amplifier design”, Bell System
Thec. J., 19, 421454 (1940). Bode era miembro del personal técnico de Bell
Telephone Laboratories y mds tarde se unid al profesorado de la Universidad de
Harvard.

¢ A lo largo de esta obra, log designa la base 10 y In la base e =2.718.

N
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primer término del numerador se modifica haciendo que z; = —1/77,
un numero real, se tiene entonces que

jo = 2= (1 4 joT) (13-58)
1
El logaritmo de esta ecuacién es
In(joo —z,) = lnTi + 1}l + joT;| + jtan~t T, (13-59)
A ;

Los dos primeros términos de la ecuacién se expresan en decibeles
como sigue:

20 1ogTil +20Iog |1 + jeoT, | db (13-60)

los dos Gltimos términos se pueden expresar en grados como sigue:
¢ =573tan" 1 T, (13-61)
Todos los factores del numerador tendran esta forma, com z; =
—1/T;. Para el denominador, se hard que p; = —1/7,, py = —1/Ty,

etcétera. Entonces, la magnitud de G(jw) en decibeles estd dada por la
suma

a,7,7,...T, . .
?Ologm-pmlogll + joT,|+ ...+ 20Jog|l + joT,|
~20log|1 + joT,|—... —20log |1 + jwT,|db (13-62)

v el 4ngulo en grados es

573 tan"}! T, + 57.3tan™! T, + ... + 57.3 tan"! @7,
—573tan" @7, — ... — 57.3tan"' T,  (13-63)
Este resuttado revela que, ademds del primer término de la ecua-
¢ién (13-62), que es una constante, todos los demds tienen la misma
forma y difieren sélo en el valor de 7; —tanto para la magnitud
como para la fase. Se puede considerar que el segundo término de la
ecuacién (13-62) y el primero de la ecuacién (13-63) son tipicos y. se
les estudiari detalladamente. Una vez que esto se haga, se determinard
la magnitud total y las funciones de fase mediante una simple suma
de tales términos.

Magnitud del factor de primer orden. La expresion de la magnitud es
Gyl =20logil + jeT,| = 20log (1 + @2THV: (13-64)

Para un valor pequefio de w, es decir, w7y <1, G, se acerca a la
asintota de linea recta

[G,|~20log1=0db (13-65)
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que tiene una magnitud cero y una pendiente también de cero. Para
un valor grande de w, wTy 3> 1, |G| tiende a otra asintota de linea
recta

|G, ~ 20 log T, db (13-66)

En las coordenadas de la grifica de Bode la pendiente de la linea
recta se determina observando que la magnitud cambia 6 db de
wTi =1 a wT; =2 (o cualquier otra octava), dando una pendiente
de 6 db/octava, o cambia 20 db de wT; =1 a wT; = 10 (o cualquier
otra década), correspondiente a una pendiente de 20 db/década:

La frecuencia w = 1/T; se denomina frecuencia de punto de rup-
tura o frecuencia de ruptura, y a veces frecuencia de esquina. Este es
un nombre nuevo para una cantidad conocida que antes se presentd
como la reciproca de la constante de tiempo y también como frecuen-
cia de media potencia. De acuerdo con la ecuacién (13-64), el valor

de G, a la frecuencia de ruptura es
E

1G] =201log2db ~ 3 db (13-67)

Queda todavia otra convencion por introducir aqui. Las grificas de
segmentos de lineas rectas dadas por las ecuaciones (13-65) y (13-66)
constituyen la curva asintotica, que se distingue de la respuesta de la
magnitud verdadera dada por la ecuacién (13-64). Los valores de las
dos respuestas para varias frecuencias se sefialan en la tabla 13-1. De
acuerdo con estos valores, se puede elaborar la grifica que aparece en
Ia figura 13-22, y a continuacién se describird la técnica para dibujar
la respuesta de magnitud verdadera.

TABLA 13-1.

@ M d verdad M d Diferencia
12T 1db 0db 1db
1/1.31T 2db 0db 2db
yr 3db 0db 3db
134T 4.3db 23db 2db
2T 7db 6db 1db

De acuerdo con la tabla 13-1 y 1a figura 13-22, se observa que una
técnica sencilla para trazar la respuesta de magnitud verdadera se des-
cribe en los siguientes pasos: (1) conociendo 7, determine el punto de
ruptura. (2) A partir del punto de ruptura, trace las dos lineas asinto-
ticas, una de pendiente cero para las frecuencias bajas, y una con
pendiente 6 dbjoctava para las frecuencias mds altas. (3) En el punto
de ruptura, la respuesta verdadera se ve desplazada en 3 db de la
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Pendiente =6 db/octava
M, db

, Asintota de

6 alta f it
Tt

3 2

i T

. 1 1 1 131 2 P
Asintata de / %7 T T T T w (escala |ogar itmica)
baja frecuencia '
’-0ctava+0ctava-l

Figura 13-22. La respuesta de magnitud dada por la ecua-
cidn 13-64, muestra la curva verdadera y las asintotas de baja y
alta frecuencia. Los cinco puntos de la curva verdadera estin
ubicados convenientemente en funcidn de las rectas de las asin-
totas.

interseccién de las asintotas; a una octava por debajo y a una octava
por encima del punto de ruptura, la verdadera curva estd desplazada
en | db en relacién con las lineas asintéticas. Si es necesario, se pueden
localizar los puntos de diferencia de 2 db de la tabla 13-1.(4) Siel factor
proviene de un polo en vez de un cero en G(jw), todos los valores son
negativos incluyendo la pendiente.

EJEMPLO 8
En este ejemplo se construird una grifica de Bode para la funcién
de red
i (L4 joT ) + joTy)
G = (—|__3_ N
Vo) = 1 T T T 0T (13-68)
Primero se determinan las frecuencias de ruptura de w;=—1/T},

una transformacién que se ilustra por una rotacién en el plano s en la
figura 13-23. Usando las coordenadas de Bode, se trazan las cuatro
lineas asintOticas de +6 db/octava, como se muestra en la figu-

plana s

-~ .--w; Frecuencias de
S - P jwg ruptura

Figura 13-23. Hustracién de la
relacién simpie entre las ubica-
ciones de polos y ceros en el
eje real, y las frecuencias de Ubicaciones de
Tuptura. polos y ceros

TELT
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M, db Pendiente =+ § Pendiente =+ §
ol ..z o
1IN L TINalescala logaritmica)
T, [P
(a) -8 ~ -8 -

intéti
;/Curva asintotica

= -t
:Y\ Curva verdadera

« Escala logaritmica
(3
Figura 13-24, (q) Las respuestas individuales de los cuatro facto-

res de la ecuacién (13-68), y () su suma que da la respuesta
para la magnitud de Gliw).

ra 13-24(z). Por titimo, las respuestas se suman como lo requiere la
ecuacién (13-62), dando la Tespuesta asintética de la figura 13-24(p).
En este esqueleto, Ia respuesta verdadera se determina sumando las
respuestas verdaderas para cada uno de los factores, dando el resultado
que representa la linea punteada. Como se ve, el procedimiento es
sencillo.

Fase del factor de primer orden. De acuerdo con la ecuacién (13-63),
el primer término es

¢, =5731an"1 T, (13-69)

Para esta funcion, los valores que se dan en la tabla 13-2 sirven
para hacer una grifica como la que se muestra en la figura 13-25.

TABLA 13-2.
@ S57.3tan~1 T

_—

0 0°

127 26.6°

/3T 30°

yr 45°

V3T 60°

2T 63.4°

o0 90°

—_——
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®
90"
634° = - .
e Aproximacion de pendiente

45° - - 45° por década

268 |——=c )
-

L 1 % w (escala {ogaritmica)

2
27 T T
| Octava | Octava |

Figura 13-25. La fase dada por la ecuacién (13-69) muestra tres
valores que se usan para construir la respuesta. La linea puntea-
da representa una aproximacién ftil.

Una aproximacidn a la curva de fase que se utiliza a veces consiste en
una linea recta con una pendiente de 45° por década, que pasa por
45° para = 1/T, como se indica por medio de la linea punteada de
la figura 13-25. La diferencia médxima entre esta aproximacién y la
curva verdadera es de menos de 6° desde w =0.1/T hasta w = 10/T.
Los valores de ¢; se multiplican por —1 si el factor se origina de un
polo en G(s).

El factor s en G(s) —un polo o un cero en el origen— tiene una
respuesta de magnitud dada por |Gol = 201og wdb. para todas las w.
La ecuacién se multiplica por el factor + 1 para un cero y —1 para
un polo. La contribucién de fase de este factor es + 90°, utilizando la
misma convencion del signo: + 1 para un cero y —1 para un polo.

Factores de segundo orden. Si G(s) tiene polos y ceros gue son
conjugados complejos, entonces el factor {1 +sT;) se substituye por
un factor de segundo orden que se puede expresar en la forma

G, =1+ 5T + s*T* (13-70)

en donde ¢ es la relacién de amortiguamiento que se vio en el capi-
tulo 6. De acuerdo con esto, las funciones de magnitud y fase son

M = 10log (1 — 0?T)? + (LT (13-71)
y
— tan-1 20T
¢ = tan T (13-72)

En la figura 13-26 se ilustran las graficas de M(w) y ¢(cw) de tales
ecuaciones, teniendo a { como pardmetro. Tomando como base las
curvas v las ecuaciones, se pueden hacer varias observaciones utiles

e
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+15 il
M, db { ]Y"l-o { ’
+10 ;
£-0.707 Asintota de
+5 i alta frecuencia | | |
§=086 + 12 db/octava
T =05
0 r—=5 |
/‘/Z\;:O.A
_5 T i ;=‘n ‘
1] |
|02 ‘
~10 }
| ‘ $=01
|
~ 187 ER 2 10
T 2T T T @ T
(a)
180° ( |
90°
=z
Y
0’% — B
o1
T

3=
e

2z pit
T w T
(2]

Figura 13-26. Respuestas de magnitud y fase dadas por las ecua-
ciones (13-71) y (13-72) para varios valores de f

concernientes al uso de las curvas para factores de segundo orden al
construir los diagramas de Bode:

(1) La asintota de baja frecuencia es la linea de 0 db, como en ¢l
caso del factor de primer orden.
(2) La asintota de alta frecuencia es

|G| = 40 log T db (13-73)
que es una recta cuya pendiente es 12 dbjoctava o 40 db/dé-

cada,

(3) La frecuencia de wptura, la interseccion de las asintotas de
baja y alta frecuencia, és «w = 1/T para todas las {.

(4) A la frecuencia de ruptura, G»(jw) tiene la magnitud

M,(1/T) = 20 log 2t db (13-74)
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TABLA 13-3.
4 20 log 2, db 4 20 log 20 db
0 —co 0.4 -2
0.05 -20 0.5 ]
0.1 —14 0.6 +1.5
0.2 -8 0.707 +3
0.3 —4.5 1.0 +6

En la tabla 13-3 se presentan algunos valores de esta ecuacién
que son Utiles para construir diagramas de Bode.

(5) La fase varia desde 0°, a frecuencias bajas, hasta 180°, a fre-
cuencias altas, con el valor de 90° a la frecuencia de ruptura
para todas las {. Las caracteristicas de fase cambian brusca-
mente cerca de la frecuencia de ruptura; tanto mas brusco es
este cambio, cuanto mds pequefio es el valor de ¢.

(6) Todas las ecuaciones que se dan aqui son para factores de cero.
Para factores de polo, multiplique todas las ecuaciones por —1.

Al elaborar grificas de Bode, las diferentes curvas de magnitud y

fase se pueden graficar en papel semilogarfimico de tamafio y tipo
convenientes. Luego se puede usar papel de grifica delgado del mismo
tipo y se sobrepone al otro para trazar las curvas a la frecuencia de
ruptura apropiada.

EJEMPLO 9

Supéngase que la funcidn de transferencia de una red de dos puer-
tos se determina como sigue:

LN s g
O = T oS T T 0T T 00E (1375

M, db Pendiente = +6

Dehido al cero

| origen i
en €l orige -~ Correccién de factor
\  de segundo orden
0
/( /‘7~-2\ o lescala logaritmica)
- Correccidn de factor

de primer arden Pendiente =— 6

Pendients =— 12"

Figura 13-28. Grificas de los diferentes factores de la ecuacion
(13-75) que se usan para determmar la respuesta de magnitud.

plano ¢ Ja

5
Frecuencias
de rupturas

Figura 13-27. Se muestra la re-
lacién de las ubicaciones de los
polos con las frecuencias de
ruptura para la G(jw) del ejem-
plo 9. La frecuencia de rutpura
para un polo compiejo se en-
cuentra trazando una circunfe-
rencia a través de él, con centro
en el origen, que intercepte el
eje imaginario.
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y se requiere trazar graficas de Bode para la magnitud y la fase corres-
pondientes. Para el factor de primer orden, se observa que la ruptura
de frecuencia es wy =2, en tanto que para el factor de segundo or-
den, wy; =5 y {» = 0.3. Véase la figura 13-27. Las curvas asintotica y
verdadera para las magnitudes de cada uno de los factores se ilustran
en la figura 13-28, y éstas se suman para dar la caracteristica de mag-
nitud total de la figura 13-29. En la figura 1329 se presenta una
suma similar de las caracteristicas de fase que da la respuesta de fase
(linea punteads).

sz 1 180°
M. db Magnitud /\
+6 b=d 9%
[} 0
_6 -
hY
N
N
-12 J— L [l ggne
0.5 1 2 3 4 5 6 7 8310

w, red/fseg

Figura 13-29. La respuesta de magnitud y fase para la funcibn
de t ia dada por la idn (13-75).

13-6. EL CRITERIO DE NYQUIST

A continuacién se estudia un criterio que tiene el mismo objetivo
que el de Routh-Hurwitz del capitulo 10, es decir, la estabilidad del
sistema que se estudia. El criterio de Routh-Hurwitz se relacionaba
directamente con las raices de la ecuacion caracteristica del sistema.
En el criterio 'de Nyquist se emplea un planteamiento distinto 2l utili-
zar Jos conceptos del estado permanente senoidal correspondientes a
este capitulo y al 12. Originalmente lo formuld en 1932 Harry Ny-
quist? de los Bell Telephone Laboratories. Aunque aqui se presentard
el criterio de Nyquist como un método para el andlisis por compu-
tacién de un sistema, como fue el caso del criterio de Routh-Hurwitz,
es importante observar que su utilidada en la préctica se relaciona con

7 H. Nyquist, “Regeneration Theory”, Bell System Tech. J., 11, 126-147
(1932).
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plano s
£
o
S2
8,
1
Im Fi
Fi{s) plano JIm Fls)
Fis,)
s, / Fls,)
Figura 13-30. Una ilustracién del Re Fis)
mapeo de un contorno en el
plano s a otro en el plano F(s).

el hecho de que se puede aplicar a través de mediciones senoidales de
rutina que es posible efectuar en el laboratorio®

La operacién biasica al aplicar el criterio de Nyquist es un mapeo
del plano s al plano F(s). Con el término mapeo se quiere indicar que
un conjunto de valores de s (por ejemplo, §;, $, ¥ $3) tiene, para una
F(s) determinada, un conjunto correspondiente de valores de F(s), es
decir, F(s,), F{s2) y F{s3). Estos tres puntos —y un nimero infinito
de otros méds— se Lustran en la figura 13-30. En este caso un con-
tomo arbitrario en el plano s se “mapea” en el contorno correspon-
diente en el plano F(s). En la figura 13-31 se muestra un ejemplo
especifico. El mapeo se hace para valores imaginarios de s, es decir,
§ — jw para w > 0. La funcion especifica es

Fis) = (13-76)

1
sGT+ 1)
Otro ejemplo de una operacidon de mapeo, no tan dificil como la
anterior, consiste en lo siguiente: supdngase que dos funciones se rela-
cionan mediante la ecuacion

F(s) = P(s) + 1 (13-77y

es decir, Ja funcidn P(s) mas una constante (unidad) es jgual a la
funcién F(s). Una grifica tipica en los dos planos seria la que se
muestra en la figura 13-32. Es evidente que la transformacion trastada
la grifica una unidad hacia la izquierda.

8 Kuh, Emest S. y R. A. Rohrer, Theory of Linear Active Networks (Holden-
Day, Inc., San Francisco, 1967), paginas 561-578. Spence, Robert, Linear Active
Networks (John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1970), paginas 175-189.

o,
plano s |
Jw,
Jwy
T
i Im Fis)
plano F(s)
Re F(s)
“y
@y

Figura 13-31. Mapec de los
puntos sobre el eje imaginario
del plano s al plano F(s) para
F() =1/[s6T+ D}

r jlm F

plano

Figura 13-32. Un mapeo defi-

nido por la ecuacién F(s)=
Ps)+1.




plane &

Figura 13-33. (@) Una configu-
racién de polos y ceros en el
plano s, y (b) un fasor trazado
de un cero s; al punto sg

plano s

Trayectoria s,

Figura 13-34. Un contorno en
el plano s que encierra a §3, P&
10 No 2 $3.

450 Grdficas de lo respuesta de frecuencia

A continuacidn, supongase que F(s) se factoriza para encontfar sus
polos y sus ceros, que son los que se dan en la ecuacién

g s s —s5). . (s — ) X

) = K(x T — ) (s — 52 (13-78)
en donde 8y, S3,...,8, Son los CEros y s, Sy, - .-, Sm SO0 los polos.
Estos polos y ceros se representan en una grdfica del plano s como se
muestra en la figura 13-33(@) (un arreglo arbitrario como ejemplo). En
la figura 13-33(p) se aisla um solo cero, s;. Tal cero proviene del
término (s —s;) de la ecuacion (13-78). A una frecuencia particular
5;, este término tiene el valor (s — 51), que se puede expresar en
forma polar como sigue: .

(5, — 8.} = M,e’* (13-79)
en donde M, es la magnitud y ¢, es el dngulo de fase del fasor
(sg — 51). Esta magnitud y fase se ilustran en el plano s de la figu-

ra 13-33(6). Cualquier otro término de la ecuacién (13-78) se puede
expresar en forma similar; por ejemplo,

(5, — 85) = Me* (13-80)

Cuando todos los términos se expresan de este modo, la ecuacion
(13-78) toma la forma que es una generalizacién de la ecuacién (13-27),

v » KM MMM, ..
b — j ARg Fls) —— MMMy # .
Mt =|Fs)le ST (138D
en donde
bm bbb bbb (138D

Esta Gltima ecuacién indica que la fase total a una frecuencia deter-
minada s, para la funcién F(s) se puede determinar sumando la fase
de los “fasores de cero” y restando la fase de los “fasores de polo”;
en otras palabras,

Ang F(s) = Ang(s — s,) + Ang(s — 52)
4. — Angls —5) — ... (13-83)

para cualquier valor de s.

En la figura 13-34 se muestra el plano s con dos ceros, 5y ¥ $2, ¥
el mapeo de un contorno C (s, es un punto sobre el contorno). Véase
el efecto de s; (haciendo caso omiso de s;) conforme s, s¢ mueve a
lo largo de C en el sentido de las manecillas del reloj. Después de una
vuelta completa al contorno cerrado C, la fase del término fasorial
(s—s;) ha aumentado —2n radianes. A continuacién, vea las conse-
cuencias que tiene despreciar sy, al recorrer el mismo contorno cerra-
do C en el mismo sentido que las manecillas del reloj. En este caso
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no se tiene una ganancia neta en la fase del término fasorial (s ~ s,).
En resumen, si el contorno cerrado circunda un cero, al recorrer la
trayectoria cerrada en el sentido de las manecillas del reloj la funcién
cambia de fase en —2n radianes; si no hay un cero circundado, no
hay cambio de fase. Se puede llegar exactamente a la misma conclu-
sidén en el caso de un polo, excepto en que la fase cambia + 27
radianes.

A continvacién supdngase que se escoge un contorno en el plano s
de la figura 13-33 de tal modo que se tengan P polos y Z ceros
circundados, cuando el contorno se recorre en el sentido de las mane-
cillas del reloj. El cambio neto en la fase de la funcién F(s) estard
dado por la ecuacién

A Ang F(s) = 2a(P — Z) radianes (13-84)

Ahora se tratard otra vez el mapeo del plano s al plano F(s). Se
examinard el comportamiento de la grifica F(s) en el plano complejo,
conforme se recorre el contorno cerrado en el plano s. Un incremento
en la fase de F(s) se manifiesta en el plano F(s) por una circunvolu-
cion del origen por cada incremento de 2 radianes. Es mds, cada cero
circundado dard origen a una circunvolucion del origen en sentido
contraric al de las manecillas del reloj, al igual que cada polo que se
circunda producird una circunvolucién en el sentido de las manecillas
del reloj. Si el contorno no circunda ni polos ni ceros —o si circunda
el mismo nimero de polos y ceros— el contomo en el plano F(s) no
circundard al origen. En resumen, si el contorno cerrado C en el plano

plano s |[jw plano F(5) [/ ImF

R

C .
Q

(a)

lano s @ plang F(sy [mF
P

‘ )
o)

Re F

{b)

Figura 13-35. Dos mapeos del plano s al plano F(s), que ilus-
tran la regla A¢ =2n(P - 7).
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s circunda .P polos y Z ceros cuando se recorre en el sentido de las
manecillas del reloj (o negativo), el contorno correspondiente en el
plano F(s) al origen (P — Z) veces en sentido contrario al de las mane-
cillas del reloj (o positivo). En la figura 13-35 se dan dos ejemplos
para ilustrar esta conclusion.

Los principios que se han desarrollado se aplicardn a continuacién a
un sistema de ciclo cerrado representado por el diagrama de bloque de

Figura 13-36. Representacién en
diagrama de blogues de un siste-
ma de ciclo cerrado, una de cu-
yas partes tiene la funcién de
transferencia G(s) y 1a otra H(s).

la figura 13-36. El dlgebra de diagramas de bloque se define de tal
modo que la “entrada” al bloque, multiplicada por la funcion de
transferencia, es igual a la “salida” de dicho bloque. Entonces, para las
conexiones que se indican en la figura, se tienen las tres ecuaciones:

E(s) = Vi(s) — C(s) (13-85)
C(s) = HEV() (13-86)
y N
Va(s) = G(s)E(s) (13-87)

De estas tres ecuaciones, se pueden eliminar £(s) y C(s) para deter-
minar V,(s) en funcién de ¥ (s), en la forma de la funcion de trans-
ferencia general

Vo) Gl (13-88)
Vis) 1+ G(s)H(s)

Los polos y los ceros de las dos funciones 1 + GH y GH se deben
tomar en cuenta en la derivacion del criterio de Nyquist. Sea

B g s)s—s)... (s—50) ¥
R A Ol e e e s Bl

(8= s M5 — s5). .. (s — 8,) ~
GlH(s) = K G —s)s — s:)- (5 — 52 (13-50)

Obsérvese que las dos funciones tienen los mismos polos. En la
ecuacién (13-89) el orden del polinomio P(s) es n y el orden de Q(s)
es m. Al derivar ¢l criterio de Nyquist, las ordenes se restringen al
caso n <m, de modo que

lim G(s)H(s) = 0 o'una constante (13-91)
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Es importante distinguir los diferentes polos y ceros, que se tabulan
como sigue:

S1y Sz -+, 5, son ceros de  [1 + G()H(s)}

Sa Sy« -+ 5 Sy son ceros de [l + GHH(E)]
Sa> S1> + - «» Sn sON también los polos de G(s)H(s).
Sas Spy - 58, son los ceros de  GHH().

Las rafces §,, §3,...,S, son de primordial interés en este caso,
debido a que son los ceros de la ecvacion 14 GH =0, que es la
ecuacién caracteristica del sistema de ciclo cerrado. Tales raices 70
deben tener partes reales positivas para que sea estable el sistema que
representan. Obsérvese que de acuerdo con la ecuacién (13-88) los
ceros de 1+ GH son los polos de V,/V;.

Al estudiar estabilidad, el interés especifico reside en los ceros del
polinomio 1+ GH con partes ‘reales positivas. Esto sugiere que se es-
coja un contorno en el plano s que incluya toda la mitad derecha del
plano, como se ilustra en la figura 13-37. Este contorno circundari
todos los ceros en cuestion. El contorno se traza en el sentido
1-2-34-1, principiando en § = — jeo, evitando el origen (s = 0) por aho-
ra, y continuando a § = +jeo, y de ahi, trazando un circnlo de radio
infinito, hasta el punto inicial. El citado contorno se recorre en el sen-
tido de las manecills del refoj (o negativo). El contorno en el
plano s se puede mapear en el plano 1+ GH o en el plano GH [la
relacibn sencilla entre estos mapeos se vio en la ecuacién (13-77)]. Si
cualquiera de los polos o los ceros de 1+ GH queda circundado en la
mitad derecha del plano s, entonces (1) el lugar geométrico en el
plano 1+ GH circundaré al origen, o bien (2) el lugar geométrico en
el plano GH circundard al punto —1 + jO.

plano s
+jes 3

Figura 13-37. Un contomo par-

ticular en el plano s que evita

el origen, pero circunda toda la —jeo 1
mitad derecha del plano s.

AN

Sea X = el ntmero de ceros de 1+ GH con partes reales positivas,
P = el nfimero de polos de 14 GH con partes reales positivas [también
¢l nimero de polos de (GH) con partes reales positivas), R = némero de
circunvoluciones o vueltas netas en sentido contrario al de las mane-
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cillas del reloj, que circunden al punto —1 470 en el plano GH o al
origen en el plano 1 + GH, entonces

R=P—X (13-92)

Puesto que X, el nimero de ceros de 1+ GH o el nimero de polos
de V,/V, con partes reales positivas debe ser igual a cero para que el
sistema sea estable, el sistema con la ecuacion caracteristica 1+ GH =
0 es estable si y solo si

R=P (13-93)

En la mayoria de los casos P =0y el criterio se reduce al requisito
de que R =0 para que sez éstable.

Para aplicar el criterio de Nyquist grafique el lugar geométrico
G(s)H(s) para el rango de frecuencias — oo <w < oo, Si R es el nimero
neto de vueltas o circunvoluciones en sentido contrario al de las mane-
cillas del reloj® del punto —1+/0 y P es el nimero de polos de
G(s)H(s) con partes reales positivas (y por tanto en la mitad derecha
del plano), el sistema es estable solo cuando R =P.

Hasta ahora se ha evitado cualquier problema que s pueda originar
debido a que un polo de G(s)H(s) esté en el origen o se tengan varios
polos en dicho origen. En realidad, hay una manera prictica de tomar
en cuenta estos polos en el origen, que merecen especial atencién. Para
ilustrar el problema, véase la funcion de transferencia

G)H(s) = (13-94)

JO. S
s¢sT+ 1)

que se grafica en la figura 13-38 para las frecuencias en el rango
< w< +oo. La grifica estd completa excepto por un detalle. Los

' Jm GH
—i
plana GH 0 ]
w/,/
4
i
\
—Do\\
+oo Re GH
N Figura 13-38. Grafica parcial de
b G(jw)H(jw) dada por la ecua-
0+ cidn (13-94).

9 Para encontrar el valor de R imagine un fasor con un extremo sujeto
firmemente al punto —1+/0 sefialando en sentido contrario a dicho punto.
Luego el extremo de este fasor trazard el lugar geométrico principiando en — oo,
pasando por 0y +0 y terminando en oo Cuente el nimero neto de vueltas
de este fasor en sentido contraric al de las manecillas del reloj. Este es el valor
de R. Una vuelta en el sentido de las manecillas del reloj se designa mediante
un nimero negativo para R.
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puntos (+0) y (—0) se deben unir (como si fueran el mismo punto).
Si el plano geométrico se cierra por la mitad derecha del plano, el
sistema ¢s estable, ya que R =0; sin embargo, si el lugar geométrico
se cjerra en el otro sentido, por la mitad izquierda del plano, entonces
R=1 y el sistema es inestable. Como se puede ver, se trata de un
punto vital.

Conforme s se hace pequefio, solo el polo en el origen tiene efecto
en la funcion de transferencia G(s)H(s). Por tanto, para valores pe-
quefios de s, la funcién de transferencia se puede expresar como sigue:

(Gs)H(s) = -s’ﬁ (13-95)
en donde n es el orden (o multiplicidad) de los polos en el origen.
Para la trayectoria semicircular que se ilustra en la figura 13-39 la

ecuacion del lugar geométrico del fasor en el plano s es

(s~ 0)=gei® (13-96)

plane s

Figura 13-39. Ampliacién de la ¢
regidn del origen en et contorno O~

que se ilustra en la figu- n

ra 13-37, indicando el contorno wl

que evita al origen.

en donde & es el radio del semicirculo y 6 es el dngulo del fasor
(s — 0) dirigido del origen a un punto en el circulo. Conforme §
tiende a 0, la funcién de transferencia tiene el valor limite

lim G(s)H(s) = lim = e~ = o5 ¢~ (1397
-0 60 6

Asi, conforme 8 de la figura 13-39 varfa de —a/2 a +7/2, la fase
de G(s)H(s) varia de nn/2 a —nn/2. En resumen, los n polos en el
origen de la funcién de transferencia G(s)H(s) producen n/2 rotacio-
nes en el sentido de las manecillas del reloj con un radio infinito del
fasor del lugar geométrico de G(jw)H(jw).

Aplicando esta regla al ejemplo de la ecuacién (13-94) se observa
que =1 produce 1/2 rotacion en el sentido de las manecillas del
reloj del fasor del lugar geométrico de Gjw)H(jw) al ir ace s=—-0a
§=+0. De acuerdo con esta informacion, se puede completar la gra-
fica de la figura 13-38, el resultado se muestra en la figura 13-40.
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plano GH

Re GH Figura 13-40, Terminacion de la
grafica de G(iw)H(fw) que se
ilustra en la figura 13-38, dando
atencién al cierre correspondien-
te a valores cercanos a2 § = 0.

Para hacer la grifica de Nyquist sdlo es necesario tomar en cuenta
valores positivos de w. Puesto que la parte real de G(jw)H(jw) es par
y la parte imaginaria es impar, se infiere que

Im G(—jo)H(—jw) = —Im G(+jw)H(+jw)
Re G(—jwYH(—jw) = +Re G(+jw)H(+ jw)

La grifica para valores negativos de w se puede hacer reflejando la
grifica correspondiente a las frecuencias positivas sobre el eje real del
plano GH.

Si la funcion de transferencia G(s)H(s) no tiene polos en la mitad
derecha del plano (v se pueden utilizar con ventaja los criterios de
Routh-Hurwitz para hacer esta determinacién), de tal modo que P =0
en la ecuacién (13-93), se puede utilizar una regla prictica. Recorra
(“camine”) de w =0 a w =+ co sobre la grifica de Nyquist. Si el punto
~1+j0 se encuentra a la derecha del punto {w) mas cercano de
G(w)H({w) a —1 40, el sistema es inestable; si estd a la izquierda, el
sistema es estable {s6lo si P = 0).

Supbngase que un sistema es estable. Se puede pedir a continuacién
cierta medida de la estabilidad relativa. Para el caso P =0, una circun-
volucién de —1 470 por el lugar geométrico indica un sistema inesta-
ble. Si el lugar geométrico atraviesa por —1 + jO, entonces el sistema
presentari oscilaciones sostenidas. En caso de que no haya circunvo-
lucién, entonces el sistema es estable. En el caso de que no quede
circundado, parece factible que mientras mds se aleje la grifica del
lugar geométrico del punto —1 +/0 tanto mds estable serd el sistema.
Una medida de la estabilidad relativa la dan dos ntmeros que se
emplean con frecuencia en las especificaciones de un sistema: el
margen de ganancia y el margen de fase.

En la figura 1341 se observa que el lugar geométrico cruza la linea
de 180° a una distancia 4 del origen, en donde A< 1. La distancia
del punto A al punto —1 se define como el margen de ganancia. Se
trata de la cantidad en que la ganancia se deba incrementar para
que el sistema sea inestable. Esta cantidad debe ser 1/4 para. que
1/Ax A=1. En unidades logarftmicas, esto es 20 log 4 db. Si se
traza una circunferencia con el origen del plano GH como centro y

(13-98)
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Circulo unitario JIm GH

-
-
s

7/
Margen de 7
ganancia
/

i

M
\ 1 Re GH
sIM

A B

—14j0

1
Margen de \\
fase N

Figura 1341. Lugar geométrico en el plano G(s)H(s) usado parz
definir el margen de ganancia v el margen de fase.

con un radio unidad, entonces el punto de interseccion de esta circun-
ferencia con el lugar geométrico unido con el origen por una recta
define el margen de fase 8y, como se ilustra en la figura. Un sistema
con un margen de ganancia de 2 y un margen de fase de 30° es
estable; otro sistema con un margen de ganancia de 4 y un margen de
fase de 45° serd relativamente mis estable.

La grifica’ de Bode correspondiente a la figura 13441 se ilustra en
la figura 1342. Dos puntos importantes de las grificas de Bode son

M
db
’ i w P
Margen de escala logaritmica
ganancia
¢ -
grados N

0f @ P
\ escala logaritmica
—80
B

Margen de fase.
YY) IO il ARSI SR

Figura 13-42. Grifica de Bode correspondiente al lugar geomsé-
trico que se ilustra en la figura 1341,
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12 . T
M \\ ‘
a 0 ¥ 1]
! Margen de ganantia
| L
g
6 ! ! :
| 1
1
I | N
-12 l L
1 2 5 10 20 50 100
i ! w
| 1
9 - \
I 1
L ‘l | } \
" | |
—45 T T
[ i
. 1
-90 1 +
¢ . | }
9’3d°il—,= | M 1 y
B 1
Margen de faseﬂ,: !
- 180 Lo LN
—225)
| TN
—2701 a:
1 2 5 10 20 50 100

Figura 13-43. Grifica de Bode que se usa para ilustrar la deter-
minacidén del margen de ganancia y el margen de fase.

\
\0~ Re GH
O+

ye

Figura 1344. La funcién GH =K/(sT +1) graficada para s=
jw para todos los valores de .
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(1) el punto en que el lugar geométrico cruza la linea de 0 db en la
grifica de magnitud y (2) el punto en que el lugar geométrico cruza la
linea de 180° en la grifica de fase. El trazo con el que se determinan
el margen de ganancia y el margen de fase en la grifica de Bode se
ilustra mediante las lineas punteadas de la figuras 13-42 y 13-43.

A continuacién se dardn varios ejemplos para ilustrar la aplicacién
del criterio de Nyquist al estudio de estabilidad.

En la figura 13-44 se muestra la grdfica de la funcidén de transfe-
tencia GH =K/(sT + 1) para todas las frecuencias. La grifica es la de
una circunferencia de didmetro K. Para todos los valores de K, el
lugar geométrico no circunda al punto —1 +/0, y se dice que el sis-
tema es incondicionalmente estable. No hay nada que se pueda hacer
para lograr que sea inestable.

En la figura 13-45 se muestra el lugar geométrico de una funcién
de transferencia que se demostrard que es condicionalmente estable.
Para la grifica particular que se presenta en la figura no existe una
circunvoluciéon de —1 +j0, de manera que el sistema es estable. Sin
embargo, si K aumenta, el lugar geométrico se amplifica con respecto
al sistema de.coordenadas en que estd graficado. Un valor mayor de K
hard que el lugar geométrico pase por el punto —1 +j0 y el sistema
representado por dicho lugar geométrico serd inestable en el sentido de
que tiene una oscilacion sostenida. Un valor todavia mayor de K
hard que el punto —I +/0 quede por completo circundado y el siste-
ma serd inestable. Por tanto, un sistema ccndicionalmente estable es
aquel que es estable para ciertos valores de X e inestable para otros.

El lugar geométrico que se ilustra en la figura 13-46 es similar al
de la figura 13-45 pero un poco mds complicado. La asintota de alta
frecuencia es 180° en vez de 270°. Como se indica, el lugar geométri-
co representa un sistema estable. No obstante, aumentando K (amplifi-
cando el lugar geométrico) el lugar geométrico circundard a —1 +/0 y
el sistema se hard inestable. Obsérvese que un valor todavia mayor de
K no dardi como resultado una circunvolucidn y, por tanto, se tendrd
un sistema estable. El sistena representado por esta grifica es condi-

jImGH

-1+j0 w=>s0 w=0

Figura 13-45, Lugar geométrico de una funcion de transferencia
que representa a uma red (o sistema) condicionalmente estable.
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jim GH
-1+j0 r\ PREpSN w=0
Re GH
S
]

Figura 13-46. Grifica del lugar geométrico de una funcién de
transferencia que representa 2 una red (o sistema) condicional-
mente estable, que es mis compleja que la que se ilustra en la

figura 13-45.
j)m GH
TN
e \‘\\
\,
o1 —14/0 \ oo
0+ N = Re GH
R=1
< P2
X=0
(a}
jim GH
0,
77N .
0-/ \/~1+j0 oo
0+ \ ~oe Re GH
\\\_—’ R=-l
e p-1
X=2

Figura 13-47. Dos graficas de! lugar geométrico de funciones de
transferencia que contienen un factor (s — ) para & positiva en

G(HH().

cionalmente estable, con dos rangos de ganancia que producen estabi-
lidad y un rango que produce inestabilidad.

Las graficas del lugar geométrico de la figura 13-47 representan una
funcién de transferencia que contiene un factor como (s — @) que para
un valor positivo de # tiene un polo o un cero en la mitad derecha
del plano s. Se ha llegado a asociar un polo en la mitad derecha del
plano con inestabilidad; pero a continuacién se demostrard que no es
necesariamente éste el caso cuando se trata de un sistema de ciclo
cerrado. Para el lugar geométrico de la figura 13-47(z) se observa que
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R =1y se indica que P= 1. Utilizando la ecuacion R =P — X, se ve
que X =0y que el sistema es estable. En la figura 13-47(b) se repre-
senta el lugar geométrico de un sistema similar. Sin embargo, en este
caso, el punto —1 470 queda “dentro” del contorno, que estd mis
cerca del origen. De acuerdo con la grifica, se descubre que R = —1
y, puesto que P =1, se infiere que X =2 y el sistema es inestable con
dos polos de la funcién de transferencia de ciclo cerrado en la mitad
derecha del plano.

El lugar geométrico graficado en la figora 13-48 es distinto de los
que se presentaron antes como ejemplo, en que.la asintota de baja
frecuencia es —90° en vez de 0°. Esto se origina debido a que hay un
polo en ¢l origen de la funcion de transferencia GH; por ejemplo,

G()H(s) = (13-99)

K
(s -+ a)(s + &)

Re GH

Figura 13-48. Grifica del lugar
geométrico de G(s)H(s) del tipo
dado por la ecuacién (13-99).

Tales funciones de transferencia a menudo ocurren en sistemas de
control debido a la presencia de un “elemento integrador” en el ciclo;
pero ocurien con menos frecuencia en las redes. Las graficas indican
dos lugares geométricos. Para el valor de K que produce el lugar
geométrico B, R =0 y, puesto que P=0, el sistema es estable. No
obstante, si se incrementa K para obtener el lugar geométrico identifi-
cado como A, entonces P=0y R =-2, lo cual da X =2 e implica
un sistema inestable. Por tanto, este sistema es condicionalmente es-
table.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

El tema de las graficas de respuesta de frecuencia es apropiado para usar la
computadora. digital a fin de evitar cilculos tediosos. Estos Iemas se tratan en
las referencias cltadas en el apéndice E-9. Se i I te los ca-
pitulos 9 y 10, Huel 1 ia 7 del apéndice E-10, y los capitulos 3 y
11 de Ley, referencia 11 del apéndice E-19.

PROBLEMAS

13-1. Grafique Ia variacidén de (2) la magnitud, (b) la fase, (c) la parte real y
(d) la parte jmaginaria de las siguientes funciones de red, donde v tanto
>0 como w<0:

(a) 1 + 20
1
®

(1 — 207 4 j@
© =

13-2. Sea la red RLC de un puerto que se muestra en la figura. Para esta red,
determine las funciones de punto impulsor Z(¢¢d) y Y(jw). Para cada una
de estas funciones grafique la magnitud, la fase, la parte real y la imagj-
naria en funcién de la frecuencia para w>0 y w<0.

13-3. Para la red de dos puertos de la siguiente figura determine la funcién de
transferencia de relacidn de voltajes, G2 (i) = V2(w)/V (w). Grafique
la variacién de esta fiincién con w de acuerdo con los dos métodos que
se utilizan en la figura 13-7.

LT

+ i +

1 R v

° 5 Fig. P13-3,

13-4. La red de dos puertos de la figura que sigue es de tipo RL. Repita las
grificas especificadas en el problema 13-3.

3 5 Fig. PI13-4,




13-5.

13-6.

13-7.

13-8.

13-9.
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Repita el problema 13-3 para ia red RC de dos puertos que se ilustra en
la figura

Rz
i V2

c
Fig. P13-5. o T 5

Demuestre que la grifica del lugar geométrico de la ecuacion (13-15) que
se jlustra en la figura 13-7 es una semicircunferencia con centro en
Gra(je) =0.5 +/0 para ¢l rango de frecuencias 0 <w<on

Considere la grifica del lugar geométrico que se pidid en el proble-
ma 13-15. Demuestre que este lugar es una circunferencia para el rango
de frecuencias — co<<¢y<oo, Determine el centro de la circunferencia y
su radio.

Estudie el circuito en RLC en serie que se ilustra a continuacién. (2)
Suponga que esta red estd conectada a una fuente de voltaje senoidal.
Grafique Ia variacidn de la magnitud de la corriente y la fase con la
frecuencia. (b) Suponga que la ‘misma red se conecta a una fuente de
corriente con una forma de onda senoidal. Grafique la variacién del vol-
taje que ‘se aplica a los tres elementos utilizando las mismas coordenadas
que en la parte (a). Los valores de los elementos se dan en ohms, farads
y henrys.

Fig. P13-8.

En la figura se muestra una red que funciona como filtro de paso bajo.
Para esta red, determine la funcidn de transferencia Vo/l| y grafique la
magnitud y la fase como una funcién de la frecuencia para esta relacion.

ST
1/y2H

I == f5F 10 v,

Fig. P13-9.
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13-10.

13-11.

13-12.

13-13.

13-14.

13-15.

13-16.
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La red que se muestra en la figura tiene una funcidn similar a la que se
vio en el problema 13-9; es decir, se trata de un filtro de paso bajo.
Para esta red, determine la funcién de transferencia Vo/l; v grafique la
magnitud y la fase en funcibén de Ia frecuencia.

ogo™ b4
4H
A ==4F =if IR

Fig. P13-10.

Se analiza una red y se encuentra que su funcién de transferencia es

2
Vi, S+t

Para esta funcién, grafique la magnitud y la fase en fqncic'ip de la fre-

cuencia para el rango 0 <w<4.

Para la red RLC que se ilustra en la siguiente figura grafique (a) el lugar

geométrico de la funcién de impedancia v (b) el lugar geométrico de la

funcidén de admitancia.

Grafique (a) el lugar geométrico de la admitancia y (b) el lugar geomsé-

trico de la impedancia para la red RLC que se ilustra a continuacién.

La red de cuatro elementos que se muestra en la figura que sigue se

debe analizar para determinar (a) el lugar geométrico de la impedancia de

Ia red y (b) el lugar geométrico de la funcion de admitancia de la red.

Para la red de la figura siguiente grafique (a) el lugar geométrico de ia

funcién de jmpedancia ¥ (b) el lugar geométrico de la funcién de admi-

tancia.

Fig. P13-15.

La red RL que se jlustra a continuacidén en (2) tiene tales valores de
elementos que la fase del voitaje medida con respecto a la de la corriente
es la que se muestra en (b) de la figira. De acuerdo con estos datos,
determine las ubicaciones de polos y ceros de Y(s).

Yis) L

{a)
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+0°
Fase de voltaje con respecto a la
‘corriente en un circuito RL en serig
+30° ;
e |
+60°
+90° L
0 10 20 30 40 50 60 70
Frecuencia en ciclos/seg

t2]
Fig. P13-16.

13-17. La figura que sigue ilustra la variacién de la magnitud de la corriente en
funcién de (o para una red RLC en serie, a la gue se aplica un voltaje
senoidal de magnitud constante. Con base en dicha figura, determine las
ubicaciones de los polos y los ceros de la admitancia de la red.

‘ l
1.00 p de fi ia de |
’ \ un circuito RLC. en serie
R L
080 : L c _ |
{If 0.60
0.40 :
0.20
0 10 20 30 40 50 60
Frecuentia en ciclos/seg
Fig. P13-17.

13-18. La configuracién de polos-ceros que s¢ muestra en la figura representa la
funcién de admitancia para el circuito RLC en serie. De acuerdo con la

Fig. P13-18.

1 polo
1 cero
-2 -1
1 pole
L ——] .
S—

+j5

+jb

+j3

+j2

+j1
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Fig. P13-22.
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13-19.

13-20.

13-21.

13-22,

13-23.
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configuracién de polos y ceros; determine: (a) la frecuencia natural no
amortiguada G, (b} la relacién de amortiguamiento {, (c) el valor Q del
Clrculto, (d) el ancho de banda {(en los puntos de media potencia), () la
de ion de la respuesta transitoria, (f) el factor
de amortiguamiento de la respuesta transitoria, (g) la frecuencia de reso-
nancia, (h) los valores de pardmetro (en funcion de L si los valores no se
pueden determinar de otra manera). (i) Dibuje la magnitud de la admi-
tancia |YGew)| en funcién de la frecuencia. () Si la escala de frecuencia
se amplfa por un factor de 1000, jcomo cambian los valores de los
pardmetros R, L y C?
En la sigui figura se an dos conf i de polos y ceros
de cierta funcion de t ia. Utilice un imiento grifico para
determinar la variacién de la amplitud de la funcion de red correspon-
diente a las dos configuraciones. Superponga las dos grificas en el mismo
sistema de coordenadas.

~05+j2.0% | jg ~054i2% [ju
~0.5+j 1.
054715 (Factor de escala=1)
(Factor de escala=1) -0.5+j1x
3 ceros - - 3 ceros - .
-0.5-j1¢
~0.5-j15%
-05-j2 x —05-j2x
o} 16}

Fig. P13-19.

Demuestre que el ancho de banda B varfa inversamente con la Q del
circuito, para un circuito RLC en serfe.

Demuestre que, para una red RLC en serie, el producto de [Ylmgx ¥ el
ancho de banda B es igual a 1/L, siendo L la inductancia.

Los dos polos y ceros que se sefialan en el plano s del siguiente dibujo
corresponden a la funcién de transferencia de una red de dos pares de
terminales, G(s) = ¥V2(s)/V1(s). El cero se encuentra sobre el eje real en
una posicién que corresponde a la misma parte real de los polos. Los
polos tienen posiciones que corresponden a §=0.707(8 =45°); wy es la
distancia del origen a los polos; tal como se indica. En este problema se
investigard el efecto del cero finito por computaciones con y sin el cero.
(2) El ancho de banda del sistema se modifica a partir de la definicion
que se da en el capitulo con el rango de frecuencies de w=0 al punto
de media potencia. Compute el ancho de banda del sistema con la confi-
guracion de polos-ceros antes indicada; compute el ancho de banda al
eliminar el cero. ;En qué caso es mayor el ancho de banda y en qué
factor? Se sugiere elaborar una construccidn grafica.

El valor de @ de una red RLC en serie en resonancia es 10. La amplitud
maxima de la corriente a la frecuencia de resonancia es 1 amp cuando la




13-24.

13-25.

13-26.

13-27.

13-28.

13-29.

13-30.
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amplitud mdxima del voltaje que se aplica es 10 V. Si L =0.1 H, deter-
mine ¢l valor de C en microfarads.

Una bobina que se esti probando se puede representar por el modelo de
L en serie con R. La bobina se conecta en serie con un capacitor calibra-
do, y luego se conecta a ella un generador de onda senoidal de 10V de
amplitud méxima y una frecuencia = 1000 radianes/seg. El capacitor
se hace variar y se encuentra que la corente es méixima cuando
C=1004F. De la misma manera, cuando C=12.5UF, la comiente es
0.707 del valor miximo. Encuentre el valor O de la bobina para
@ =1000 radianes/seg.

Se encuentra que la red de la figura tiene la impedancia de punto impuisor:

R (UL(CR. . ) N
Z2(8) = T 7 /7100)(s + 1 =7100)

De acuerdo con estos datos, determine los valores de Ry, Ra, Ly C.

%RI

Zisy— C R
L

Fig. P13-25.

Para la siguiente funcién de red, grafique la respuesta de magnitud asinté-
tica de linea recta y la respuesta de fase. Utilice papel semilogaritmico
de 4 & 5 ciclos.

104

0
G0) = ST 00TsX1 1 0.0015)

Se da funcidn de red

(1 + 0.0 + 0.01s)
= (T ¥ sx1 + 0.001s)

Grafique la respuesta de magnitud asintdtica en 1inea recta y la respuesta
de fase. Use papel semilogaritmico de 4 & § ciclos.

Haga la grifica de la respuesta de magnitud asintStica de linea recta y el
angulo de fase para la funcién de red

G(s)

2

. N
Gls) = 1005 175X T + 0.555)

Use papel semilogaritmico de 3 & 4 ciclos.

(a) Grafique la respuesta de magnitud asintdtica de linea recta y (b) deter-
mine la respuesta real (o verdadera) de la funcién de red:
. (1 + 0.255)(1 + 0.15)
Gls) = 1000% =57 7 0.0355)

(c) En el mismo sistema de grafique la resp de fase.
Use papel semilogaritmico de 4 & 5 ciclos para esta grifica.
Repita el problema 13-29 para las siguientes funciones de red:

_ (1 + 0.0255)
@) G8) = 075 655



Fig, P13-38.
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13-31.

13-32,

13-33.

13-34,

13-35.

13-36.

13.37.

13-38.

_ 1000s
b 66s) = 7 0.01s)1 + 0.0025s)

s(1 + 0.015)
(1 + 0.055XT + 0.001s)
(@) Grafique la respuesta de magnitud asintética de linea recta, y (b)
determine Ia curva de Tepuesta real (o verdadera) para la funcién de red

(¢) G(s) = 180

1+02s)

6(s) = 120

) 5(s* + 25 + 10)

(c} Grafique Iz respuesta de fase en el mismo sistema de coordenadas.
Utilice papel semilogaritmico de 3 & 4 ciclos.

Repita el procedimiento del problema 13-31 para Ias siguientes funciones
de red:

5
(@) G(s) = 1000 — 0.00IsXT + 4 x 10755 & 10°%s%)

_ 100s
b) Gs) = +052X1 + 0.4s + 0.259)

Se pide construir una funcién de red G(s) que satisfaga las siguientes
especificaciones: la curva asintética debe tener una respuesta de baja fre-
cuencia con nna di de 0 db/ v la re de alta frecuen-
cia con una pendiente de —24 db/octava. La frecuencia de ruptura entre
estas dos pendientes se encuentra para w=1 radidn/seg. A ninguna fre-
cuencia la diferencia entre la respuesta asintdtica y la verdadera debe
exceder de £ 1 db.

En la siguiente figura se muestran dos segmentos de recta que tienen
pendientes de + n6 db/octava. Las asintotas de aita ¥ baja frecuencia se
extienden indefinidamente ¥ la funcidén de red que representa la respuesta
tiene sblo factores de primer orden. Encuentre G(s) y evalie al multi-
plicador constante de 1a funcién.

w {gscala logaritmica)

Fig. P13-34,

Repita el problema 13-34 si Ia respuesta se cambia sélo debido a que i1
asintota de alta frecuencia tiene ahora una pendiente de —18 db/octava.
Para la red de dos puertos que se muestra determine Va/V1 y grafique ha
Tespuesta de magnitud (grafica de Bode) mostrando tanto la curva asinté-
tica como la verdadera,

Prepare una grifica de Bode para la funcibn de red Vo/Vy para Ia red
que se muestra en la figura,

Prepare una grafica de Bode para la funcion de transferencia de relacién
de voltajes Gy =V,/V, para la red de dos puertos que se muestra.
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13-39. En la figura se muestra una red RLC. Grafique la funcidn de transfe-
rencia Gy = V,/V), mostrando tanto la curva asintbtica como la verda-
dera correspondientes a esta 1ed de dos puertos.

13-40. Estudie las siguientes funciones de transferencia:

(a) G)H(s) = K& —i
!

(b) G(s)H(s) =

X

© GOHG) = 71505
Para cada una de estas funciones: («) grafique GGwW)H(w) en el plano
complejo GH, desde w=10 hasta w=o con K=1. (b) Determine el
rango de valores de K que den como resultado un sistema estable, apli-
cando el criterio de Nyquist.

1341. Para la grifica del lugar geométrico que se ilustra en la fignra 1345
dibuje las grificas correspondientes de Bode para la magmtud y la fase,
haciendo alguna suposicién en lo que respecta a la escala de frecuencias.
Calcule los mérgenes de ganancia y fase e indiquelos en las grificas de
Bode.

13-42. Repita el problema 13-41 para la grifica del lugar geométrico que se
itustra en la figura 13-48.

13-43. Principiando con la grafica del lugar geométrico que aparece en la figura
del problema 13-45, dibuje las grificas correspondientes de magnitud y
fase empleando las coordenadas de Bode. Establezca alguna suposicion
respecto a la escala de frecuencias 2 lo largo del Jugar geométrico. In-
dique en la figura ios mirgenes de gunancia y fase.

13-44. La grifica de Nyquist de la siguiente figura corresponde a un sistema
para el que P =0. Analice dicho slstema aplicando el criterio de Nqust
sefialando si el sistema es estable, estable o i

jim GH
0=t~
RN

Re GH

Fig. P13-44.

13-45. La grafica del lugar geométrico de la figura corresponde a un sistema
para el que P=0. Se especifica que 4 =-0.75, B=-13 y C=-2.

7 im GH

Fig. P13-45,

Fig. P13-39,
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1346.
13-47.

13-48.

13-49.

Grdficas de la respuesta de frecuencia
Suponiendo que la grifica se hace para una ganancia X, indique el rango
de valores de ganancia para los que el sistema serd (a) estable y (b)
inestable.
Repita el problema 1345 si P=1.
La figura que sigue Iepresenta una grafica del lugar geométrico de un
sistema para el que P=0. ;Es estable este sistema? Determine.su res-
puesta a esta pregunta aplicando el criterio de Nyquist. Repita para los
casos en que P=1y P=2.
jim GH
)
~
wh —1+j0 W=oo
i w=0 Re GH
-~
w
Fig. P13-47,
La grifica del lugar geométrico que se muesira en la siguiente figura se
ha formulado para un sistema con P=2 y dos polos con partes reales
positivas. Aplique a este sistema el criterio de Nyquist con el fin de
determinar su estabilidad.
JIm Gljw) Hijw)
plano GH
Py
&/ [#== ReGliwl Hijw)
=
Fig. P13-48.

La grifica del lugar geométrico de GGUW)H(W) que se muestra en la

figura que sigue se hizo para un sistema con P =0. Para este sistema,
aplique el criterio de Nyquist para estudiar la estabilidad del sistema.

Jlm Gljw) Hijw)

plana GH

Fig. P13-49.

13




3-50.

3-51.

13-52.
13-53.
13-54.

13-55.
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En la figura que se ilustra a continuacion aparece una grifica del Iugar
geométrico de G(L)H(w) para w=0 a wW=oo, A parir de esta grifica,
determine todos los datos que pueda investigar respecto a G()H(s) en
forma de un cociente de polinomio en s.

Jim GH

@ l Re OH
Fig. P13-50.

En la figura que sigue se muestra un sistema de retroalimentacidn
para el que se desarrolld el criterio de Nyquist. Para este problema, sea
H=1y

K
=G+ 26 T3

Utilice el criterio de Nyquist para estudiar este sistema en lo que respec-
ta a su estabilidad ep =l caso en que ¢ =1.

Fig. P13-51.

Repita el problema 13-51 si ¢ =2.

Repita el problema 13-51 si 2 =4.

Un sistema se describe mediante las funciones de transferencia que se
relacionan con el sistema de la figura P13-51,

66) = g s

(s + 2)s + 10)(s + 20)
y H=1. Aplique el criterio de Nyquist para determinar si el sistema es
estable.
Repita el procedimiento del problema 13-54 para la Gls) que se da, pero
para una nueva funcién de transferencia de retroalimentacidn,

_ s+ 20
H(s) = =5
Esto produce la cancefacién en el producto H(s)G(s) v es una forma de
compensacion de un sistema para mejorar su estabilidad. Escriba algunos
comentarios acerca de la efectividad de esta funcién de compensacién.
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13-56. En la figura se muestra el modelo de un amplificador de retroalimen-
tacidn. Parz este sistema, identifique G(s) y H(s) como en la figu-
ra P13-51 y exprese cada una de ellas como un cociente de polinomio
en s. ;Puede oscilar este sistema? Aplique el citerio de Nyquist para
responder a esta pregunta y para hacer un estudio general de la estabi-
lidad del sistema.

1(C1
iy ?
+ i
I B2V =c, R,
- R,
Fig. P13-56.




CAPITULO 14‘

14 Potencia de entrada,
transferencia de potencia
y pérdida de insercion

En el capitulo 1 se introdujeron los pardmetros de circuitos, en
funcién de los conceptos basicos de energia y carga. En éste se analiza
mis a fondo el importante papel de la energfa y su derivada en el
tiempo, la potencia, para el andlisis y el disefio de redes, y se aplica a
redes de uno y dos puertos que funcionan en estado permanente se-
noidal. Estos estudios son importantes porque la energia cuesta dinero
y, por tanito, la transferencia eficiente de la energia de una fuente a la
carga (0 toma) es vital para el ingenierc. Ademis, se sabe que una
limitacibn en el disefio del equipo —cuyo tamafio puede variar desde
el de un motor de un tren de laminacion hasta el de un diminuto
diodo o transistor de silicio— es la cantidad de calor que se puede
disipar sin producir dafios mecénicos.

El orden en que los temas se analizan en este capitulo se puede
describir utilizando los modelos de la figura 14-1. En primer lugar se
veran las relaciones. de potencias para una red general de un puerto,

o R
N N,
o o—|

{a) (b

Carga

Figura 14-1. Configuraciones de
una red general que se estu-

dian en este capitulo: (2) red de o

un puerto, (b) red de dos puer- Ny N, E]Carga
tos que termina en upa carga y o

(c) 1a 1ed de (b) con otra red Ny
insertada en cascada.

(e

473



p— v | Red

ura 14-2. Red de un puerto
1 los sentidos de referencia de
> £, para definir la p positiva.
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como la que se ilustra en (2), que puede contener cualquier nimero o
conexion de elementos. En la parte (b) de la misma figura una por-
cion de la red se identifica como la carga y el resto de ella se convier-
te en red de dos puertos; el problema consiste aqui en estudiar la
transferencia de potencia de la fuente a la carga. Por tltimo, se am-
pliard el estudio de la transferencia de potencia para abarcar el efecto
de insertar una nueva red en cascada con una de dos puertos, como se
ilustra en (c) de la figura 14-1, y determinar la pérdida (o ganancia)
de potencia en la carga debido a esta insercion.

14-1. ENERGIA Y POTENCIA

Considérese la red de un puerto de la figura 14-2. Las relaciones de
energia y potencia para esta red de un puerto, que se escriben a
continuacion, se aplican a elementos que son lineales o no lineales,
activos o pasivos. La energia que absorbe la red del tiempo ¢, al 7, es

W= j WD dt T (joules) (14-1)

La mapidez con que se absorbe la energia es la potencia que se

expresa por

p= ”2_“; — o(Di(f) W (watts) (14-2)
como se derivd en las ecuaciones (1-5) y (1-6). La convencién para el
sentido de referencia del flujo de energfa se ilustra en la figura 14-2.
Para las referencias de voltaje y corriente que se muestran, una p
positiva indica un flujo de energia hacia la red y una p negativa sefiala
que el flujo de energia sale de ella. Por supuesto, el sentido de este
ttujo puede cambiar con el tiempo y dependers sélo del signo de p. Si la
referencia del voltaje o la corriente se invierte, también sucede lo
mismo con la referencia para el flujo de energia.

A continuacién se especificaran los resultados generales de las ecua-
ciones (14-1) y (14-2) para el caso de un solo elemento lineal en la
red de la figura 14-2 y también para el caso en que el voltaje y la
corriente sean senoidales y que la red se encuentre en estado perma-
nente.

Para el resistor v = Ri y la energia que absorbe

Wa = f " R di = f”TE’) dt (143)

y la potencia

Pr=Ri*(t) = %’—) (14-4)
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Para una corriente senoidal, { =1, sen w¢ y para #; =0, la ecua-
cion (14-3) da

“ RIZ [*
wgp = | RILsen*otdt = == (1 — cos 2ewt) dt
0 [

RiL(, _ sen2wf
=Tl

(14-5)

para cualquier tiempo, #=r,. De igual manera, de acuerdo con la
ecuacion (14-4) se tiene que

2
Pr=RILsen* wt = %(1 — cos 2wt) W (14-6)

La variacién en funcion del tiempo de las cuatro cantidades, vg,
ir, Wp Y Pg, s¢ ilustra en la figura 14-3. Se observari que pp varia
con una frecuencia que es el doble de la frecuencia de vp e ig, que
tanto pg como wg son siempre positivas y que wg aumenta a un
valor muy grande con el transcurso del tiempo.

La energia que entra a un inductor para almacenarse se puede
terminar substituyendo v =L di/dt en la ecuacién (14-1), lo cual da

I Y P
Wy, = f‘l LEldt = j“ Lidi a4n
=4L(H —H)J

|
14 | !
JANFANVANFA
| I i
! ] i
t 1 i 1y
0 ! ! ! | t
1 I i i
1 i 1 |
i 1 |
w : 1 i ol
| | | =
} ; /1//
| LS
=
=
0 t

Figura 14-3. Variacidn de v, i, p ¥ w para un resistor, con exci-
tacion senoidal.
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en donde 7; e i, son las corrientes para ¢, y ;. Si se hace que
iy =0 para t; =0, y si I =1, sen wt, entonces,

wy = $LI%sen? ot = JLIZ(1 — cos 20f) (14-8)

y la potencia es

Pr = (LI cos wr)(],.sen o) (149)
= LIl w senwt cos ot = §LIZwsen 20f W

Las cuatro cantidades —V1, iz, Wp ¥ pp— para el caso de un in-
ductor se ilustran en la figura 14-4. También en este caso WLy pp
varian con una frecuencia que es el doble de Ia frecuencia de v, e
iy, pero en esta ocasién el valor maximo de wy, es el mismo para

cada ciclo.
v
ir v,
N4
\,
i N\ /
N /|
/ \ ;
\\_/,
4
Ve
w
’
/
] t

Figura 14-4. Variacion de v, i, p y w para un inductor, con
excitacion senoidal.

Por dltimo, la energia que entra a un capacitor para su almacena-
miento se determina substituyendo i = Cdv/dt en la ecuacién (14-1),
para obtener

e o
wc—fﬁCEvdt_J-“Cvdv (14-10)
=400}~ %) J

en donde v; y v, son los voltajes para t; y #,. De nuevo se hace
que vy =0 para £, =0y vy = V,, sen wr, de tal manera que

we = §CV 1 sen? ot = LCV(1 — cos 2wr) (14-11)

P ———
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y la potencia es

Pe = (Va senn)(CV . cos f)

14-12,
= CVimsen wt cos wt = LCV 2w sen 20t ( )

lo t

Figura 14-5. Variacion de v, i, p y w para un capacitor, con
excitacién senoidal.

Las variaciones en el tiempo de ve, i, Po y We para el caso del
capacitor se ilustran en la figura 14-5. Las relaciones que se muestran
en esta figura son similares a las que se encontraron para el inductor.!

La figura 14-6 recuerda que las ecuaciones (14-1), (14-2), (14-3),
(14-4), (14:7) y (14-10) son generales y.se aplican a la corriente y al
voltaje en las terminales de punto impulsor de cualquier red de un
puerto de la figura 14-2. La mayoria de las relaciones que se indican
miés adelante, en este capitulo, se especializan para el caso de estado
permanente senoidal. ;A menos que se satisfagan estas condiciones espe-
ciales. se deberdn utilizar las relaciones generales!

A continuacién se comparardn los resultados obtenidos para los tres
elementos con la restriccibn del estado permanente senoidal. En pri-
mer lugar se observari que las variaciones de energia y potencia del
inductor y el capacitor tienen la misma forma. El valor medio de p(#)
en n periodos de duracion T es la integral de p(t) desde # = O, hasta
t=nT dividida entre nT. Puesto que la integral es cero para cada

! Para determinar p; se hace que iy =1, senw?, mientras que para en-
contrar pc, vp =V, sen@!. Si se hubiera hecho que iy =/, sen Wt para
ambos casos, pcdela ion (14-12) se iplicarfa por —1 y el signo
— de la ecuacién (14-11) seria +
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v
il
\J
~ v
N
- ¢
P
t
w
Figura 14-6. v ¢ no senoidales
y las graficas correspondientes de
Q t pyw

ciclo, se observa que, para estos elementos, el valor medio de fa po-
tencia es cero:

(P2 ()lmedia = Pe(Olmedia =0 (14-13)

Sin embargo, para el resistor la potencia media es la mitad del
valor pico y

PR (Olmeais = $RIA (14-14)

La energfa es la integral de la potencia. Utilizando la convencion de
signos que se ilustra en la figura 14-2, se ve que, para una p positiva,
se esti proporcionando energia al inductor y al capacitor, para su
almacenamiento. Cuando p es negativa, la energia se estd devolviendo
a la fuente. Por supuesto, se sabe que no se puede devolver mds
energia de la que se proporciond y el hecho de que w vuelva al valor
0 en cada ciclo del voltaje y de la corriente significa que la energia
proporcionada se devuelva por completo en cada ciclo para el inductor
y el capacitor. Por tanto,

Aw, por ciclo = Aw, por ciclo = 0 (14-15)

Ahora, la resistencia absorbe energia que se disipa en forma de

calor (0 se convierte en energia en otra forma). Si T es el perfodo de
v e [, entonces

Aw= R j: i) dt = $RILT (14-16)

es la energia suministrada en cada ciclo.
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La red de un puerto de la figura 14-2 puede contener cualquier
nGmero de elementos de cada uno de los tres tipos. Puesto que la
energia es una cantidad escalar y se conserva, la energia que se pro-
porcione al puerto Unico w, debe ser igual al total de energia alma-
cenada mis la que se disipa en la red. Entonces, si se tienen n ele-
mentos en la red de un puerto,

w,=wy Wyt W, (14-17)

en donde cualquier término w; es la energia almacenada o disipada
correspondiente a dicho elemento. La potencia total se encuentra dife-
renciando la ecuacion (14-17), lo cual da?

p=ptpt...+p (14-18)

14.2. VALORES EFICACES O DE RAIZ MEDIA CUADRATICA

El valor eficaz [, de una corriente periddica i(¢) se define como el
valor constante de corriente que producird la misma potencia en un
resistor que la que produce como promedio la cortiente periddica. La
potencia en un resistor debida a una corriente constante / es

p=1IR (14-19)

En el estado permanente senoidal, la potencia promedio o media en
el resistor esta dada por la ecuacién (14-14) y es
Pmedia = [PR(D]media = +RIA (14-20)
Igualando p ¥ Pmediar { = Lot €8

I = % (14-21)
Puesto que p = V?/Ry Vy, =Rl para el resistor, también se pue-
de escribir
v,
=t 14-
Ve Nes (14-22)
Para una corriente no senoidal pero periddica, i(t) de periodo 7, la
potencia media es

ot
Predia = [LT f Ri*(t) d:} (14-23)

2 Se puede escribir esta ecuacién en forma compacta como sigue: 2 Vg, ©

bien, en forma matricial, 74, en donde v e i son matrices columna y T mdlcz\ que
es transpuesta.
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Otra vez, igualando Preqia a p de la ecuacitn (14-9), se puede
despejar I cuando I'=1I,, lo cual da

1 104 T /2
I, = [T f 20} 4:] (14-24)

Esta ecuacion se puede considerar como la expresion que define el
valor eficaz para cualquier funcién periddica. En consecuencia, el valor
eficaz del voltaje de perfodo T es

l to+ T 1z
Vi = [T f v¥(1) dt:l (14-25)

Las operaciones de las ecuaciones (14-24) y (14-25) incluyen la
extraccion de la raiz cuadrada y del valor medio (promedio) del cua-
drado de la funcién #2(f) y se ha formulado un nombre descriptivo
para el valor resultante, que es el de raiz media cuadritica, que se
abrevia como me. Por tanto, se tiene una notacién equivalente que se
puede ilustrar para la onda senoidal utilizando las ‘ecuaciones (1421) y

(14:22):
Iome = Log = j% ~ 07071, (14-26)
y
Vime= Vor = 22~ 0707V (14-27)
mc— Vef *«/7 —~ M m

Una razén de la importancia del valor eficaz o rme de una funcién
peribdica es que se construyen muchos voltimetros y amperimetros
para tomar lecturas de estos valores. Cuando el voltaje de un enchufe
se describe diciendo que es de 110V, se implica que éste es su valor
rmc; el valor méximo del voltaje es \/7 mayor o 156 volts. Una con-
vencién que facilita la escritura de una ecuacién en funcién del valor
rmc se ilustra por medio de

o(r) = 110,/ 7 sen (ot + ¢) (14-28)

para el voltaje de un enchufe.

El valor mc de una i(f) no senoidal pero periédica se determi-
na aplicando la ecuacién (14-24), mediante las operaciones que se
describen en la figura 14-7. En la figura se representz a i(f) y el
valor correspondiente de i2(r). La zona sombreada de Ia figura es la
integral de 72 durante un perfodo. Si el niimero correspondiente a esta
drea se divide por la base 7, al sacar la rafz cuadrada de este cociente,
se obtiene el valor e para (7).

_;
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Figura 14-7. Formas de onda
convenientes para la determina-
cidn del valor rmc o eficaz de
una funcion no senoidal pero pe-
riddica.

EJEMPLO 1

La forma de onda que se ilustra en la figura 14-8 es la que pro-
duce un rectificador de media onda. No es necesario utilizar la_ecua-
cién (14-24) para determinar el valor rmc de esta corriente, puesto que
se puede ver directamente que el drea de i2(z) durante un perfodo es la
mitad de la de la onda senoidal regular. Asf, utilizando la ecuacién
(14-26) se tiene que

1
Trme =\/—7(I,.mc del seno) =£2’ﬂ- (14-29)

Figura 14-8. Onda senoidal con rectificacion de media onda para
1a que se calculd el valor rmc en el ejemplo 1.
EJEMPLO 2

La forma de onda de la figura 14-9 se puede describir durante el
perfodo de 0 a 2 por medio de la expresién

1, O<r<]
1, 1<t<2

Figura 14-9., Forma de onda que se considera en el ejemplo 2.

() = i (14-30)
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Substituyendo los valores numéricos en la ecuacion (14-24) se ob-

tiene
1 2 12
Lo L [Maaer [T =] 51417
AV 1 23 (14-31)

=.0.816 amp

14-3. POTENCIA MEDIA Y POTENCIA COMPLEJA

Se ha demostrado que la potencia media en un resistor es

1 1 1
Predin= 7I%,LR = TV'z"f w (14-32)
Esto se puede expresar ahora en funcién del voltaje y la corriente
rmc como sigue:

Prscin = ek =205 W (1433)

En esta seccién se determinan algunas férmulas equivalentes para
Ppyegia ¥y también se generaliza Pregia PAr2 potencia compleja.

La red de un puerto de la figura 14-2 se puede caracterizar por
una impedancia de punto impulsor, suponiendo que 1o contiene fuen-
tes independientes. Esta impedancia es

Z(jw) =R+ jX= | Z |e?* (14-34)
En este caso se observa.que
R = ReZ(jw)=1Zlcos bz (14-35)
de tal modo que la ecuacidn (14-33) se convierte en
Pedia = e 121 €08 8; = Ve Lme €08 0 (14-36)

que es una expresion especialmente conveniente para Pmedia- En esta
ecuacién cos 8, =fp se define como el factor de potencia, con la
convencion de que se diga que es adelantado si la corriente estd ade-
lantada con respecto al voitaje y atrasado si la cornente estd atrasada
con respecto al voltaje. Por tanto, un factor de potencia de 0.8 atrasado
implica que la corriente estd atrasada con respecto al voltaje por
cos—1 0.8 =36.8°

A continuacién se determinard la ecuacién (14-36) a partir de los
fasores de voltaje y corriente, V e [, que se supone estin a escala de
valores rme, mediante una divisién entre \/7, Sean estos fasores

I=1Ie* y V=Ve? (14-37)
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de tal manera que

Y _ Vo N
Z-t="e (14-38)
Comparando las fases de las ecuaciones (14-34) y (14-38) se de-

termina
B—a=8, (14-39)

que es el dngulo de la ecuacién (14-36). Ahora, el dngulo del pro-
ducto de V e I es B+ a. Puesto que se requiere § —a, el producto
apropiado es el de V y el conjugado de I Por tanto, se ve que la
ecuacion (14-36) se puede escribir como sigue:

Pregn=Re VI* W (14-40)

La experiencia ha mostrado que al hacer cdlculos de potencia con-
viene definir una parte imaginaria de V I* que se identifica como Q;
por tanto,

Q0=ImVI* (14-41)
y la suma fasorial es
§=Preqit/Q=VI* (14-42)

en donde § se conoce como potenciz (o fasor) compleja. Puesto que
O =1ImS =1Im VI*, se puede escribir en una forma similar a l2 ecua-
cidn (14-36), que es

0O = Vine Lrne sen 8z vars (14-43)

Esta cantidad se conoce como potenciz reactive. La unidad de la
potencia reactiva es el volt-ampére reactivo, 0 var. A Q se le asigna un
sigho para distinguir la potencia reactiva para el inductor de la del
capacitor; la del inductor es positiva y la del capacitor es negativa. La
unidad para la magnitud de la potencia compleja de la ecuacion
(14-42) que es

IS] =P + 0% =Vimelrme Va (14-44)

es el volt-ampére, o simplemente vz, También se conoce con el nom-
bre de potencia aparente, siendo el producto de la lectura del volti-
metro y la lectura del amperimetro.

Existen otras expresiones Gtiles para resolver problemas de potencia.
Apartir de [=YV,

S=VI*=VV*¥Y*=|V|* Y* (14-45)
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Si se hace que Y =G +/B, de tal modo que Y* =G —jB, se ob:
serva que

Predia +Q = |V (G — jB) (14-46)
Igualando las partes real e imaginaria se obtiene
Predia = VipeG W (14-47)
Yy
0=~ VB vars (14-48)
De manera similar
S=VI*=II*Z = |I}}Z (14-49)

Puesto que Z =R +jX se obtiene

Protia =TimcR W (14-50)

Q =X vars (14-51)

Por supuesto, se sobreentiende que todos los voltajes y todas las
corrientes estin en valores rmc, pero el subindice rmc se inctuye en
estas ecuaciones para darles mayor realce.

A continuacién se da otro grupo de relaciones atiles por razones
similares a las que se dieron para llegar a la ecuacion (14-18) de la
seccién 14-1. La potencia media es una cantidad escalar que es siem-
pre positiva. El total de potencia media que se proporciona a una red
de un puerto a partir de la fuente es la suma de las P edia de cada
elemento de la red. En consecuencia,

Proedia Total = Pinegia; +Pmeding + * * = + Prnediay, (14-52)

si s tienen n elementos en la red. La potencia reactiva se puede
sumar de un modo similar, a condicién de que se tome en cuenta el
signo de cada valor. Por tanto,

QTotd = Qi+ @ +...+ 0, (14-53)
La suma de las dltimas dos ecuaciones da el resultado general

STotal =8, +8,+...+S, (14-54)
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EJEMPLO 3

La red que se muestra en la figura 14-10 esta excitada por una
fuente de corriente

i, = 5./ 7 sen2t o (14-55)

y opera en estado permanente. En primer lugar, se determinari la
impedancia de punto impulsor de.la red de un puerto, como se-indica
en la parte (b) de esta figura. El resultado es Z(j2) = 3 + (7/3). En-
tonces

Pregia=lincReZ =25 x 3=75W (14-56)
O ="l ImZ = 25 x } = 25/3 vars (14-5T)
y
25 :
S=T75+j3, [S|=T54va (14-58)

de tal manera que

(14-59)

]

(&)

Figura 14-10. Red del gjemplo 3.

El factor de potencia es
fp=c0s 0z = cos tan~! § = 0.994 adelantado  (14-60)

Obsérvese que el anlisis se puede completar de acuerdo con la
suma de la ecuacién (14-54). Las tres comrientes de rama de la red
que se pueden determinar mediante un andlisis de rutina. Son

L=5 1 =E6ﬁ, e 1= 10})/7 amp  (14-61)

La potencia media total se encuentra sumando la potencia en los
tres resistores, lo cual da

Paegia Total = 50 4 390 el 00 B—msw (14-62)
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di fasorial cor di

a la correccién del factor de po-
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Del mismo modo, la potencia reactiva da la suma siguiente:

0 Total 53%) - 23%9 ~Dars (14-63)

lo cual concuerda con las ecuaciones (14-56) y (14-37).

14-4. PROBLEMAS DE OPTIMIZACION
DE LA TRANSFERENCIA DE POTENCIA

En esta seccién se estudian varios problemas que se encuentran al
optimizar la transferencia de la potencia media, de la fuente a la
carga. Se supondrd que cierta porcion de la red se identifica como la
carga, que consiste en uno o mds elementos y esa carga se conecta a
la fuente a través de una red de dos puertos, como la que se ilustra
en la figura 14-11(2). En muchos casos serd conveniente tomar en
cuenta la red equivalente de Thévenin de la red y la fuente, como se
vio en el capitulo 9 y como se ilustra en (b) de la figura.

v, qi N Carga V, z,

(a) (b)

Figura 14-11. Una red de dos puertos con.carga y su red equiva-
lente de Thévenin.

Correccion del factor de potencia. El problema de la correccién del
factor de potencia se puede describir en funcién de la red de la
fisura 14-12. Se supone que la carga es fija (o determinada) y la
potencia en la carga es Predia +/0z. La carga industrial tipica es
resistiva e inductiva, lo que significa que Oy es positiva. En este caso
el objetivo consiste en introducir ‘en la red un valor negativo de Q¢
para anular parte de Q7 o toda ella. Esto se logra por medio de un
capacitor que se conecta en paralelo, para que el voltaje terminal en la
carga permanezca invariante. Puesto que

IS t=y/Phiegia + 07 = Vimc Lme (14-64)

en donde ¢, =0 — Oc, se observa que, al reducir @y, se reduce ei
producto Vimolrme, de tal manera que, para un voltaje terminal fijo,
la corriente en la carga combinada se reducird también. Considerado
desde otro punto de vista, la Compafifa de Luz y Fuerza cobra por
Pueaia Y POr O, ya sea directamente o en términos de una multa
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por un valor elevado de Q. Por tanto, es econdmicamente ventajoso
reducir Q;.

El factor de potencia es una medida de la magnitud relativa de O
Y Pmeaia, Y3 que

9, = tan-t (14-65)

media

El factor de potencia es el coseno de este dngulo, o bien

ol = e /Phosa v OF
Por tanto, un factor de potencia cercano a la unidad implica que
10] € Preaia mientras que un factor de potencia cercano a cero im-
plica que Peyeais < 10l Utilizando la ecuacion (14-66) se puede deter-
minar el factor de potencia antes de la correccion y también especifi-
car ¢l valor de Q, que se requiere para producir el factor de potencia
deseado. El problema concluye determinando Qc =0 — @, y puesto

Prcdia Prnedia (14-66)

que
Q¢ =~ VimeBe = = VincwC (14-67)
y se determina el valor del capacitor a partir de
0
C = c (14-68)
— Vipew

En la parte (b) de la figura se ilustra un diagrama fasorial presen-
tando a los componentes de la potencia compleja para la red de la
figura 14-12(a).

EJEMPLO 4

Para una carga que opera a un voltaje especifico, Predia = S500W y
Q = 500 vars. El factor de potencia es cos tan—t ] = 0.707 atrasado (de
acuerdo con el signo positivo de Q). Se desea corregir el factor de
potencia a 0.9 atrasado, conectando un capacitor como se hizo en
la figura 14-12. De acuerdo con la ecuacion (14-66), O, debe ser
244 vars, lo cual significa que Q¢ = 244 ~ 500 = —256 vars, que debe
proporcionar el capacitor. La capacitancia requerida se puede deter-
minar a partir de la ecuacién (14-68), cuando se especifican Vipe y w.

Adaptacion de impedancias para mdxima transferencia de potencia.
Primero se vuelve a dibujar, la red de la figura 14-11(b) en la forma
que se indica en la figura 14-13, utilizando la notacién que se seguird
durante el resto del capitulo.

En este caso Vi y Z, son ya sea el voltaje del generador y la
impedancia interna del generador, o bien el equivalente de Thévenin
para una red de dos puertos mds complicada, que puede contener
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I
—

Zy=Ryi+jX)

Figura 14-13. Red para la que
Z,=R,+jX, se deben encontrar las condicio-
nes para una mixima transferen-
cia de potencia a R;.

vy

fuentes internas. Se supondri que la impedancia de la carga Z, =
R, +jX, tiene una naturaleza tal que R; y X, se pueden hacer variar en
forma individual. Se desea determinar el valor de R, y X, que pro-
porcionen la méxima transferencia de potencia a la carga. La corriente
fasorial es
v,
— S 14-69
L=z +6
cuya magnitud al cuadrado, si se multiplica por R,, da la potencia en
la carga

ViR
— J2 _— 1722 "
P =R = g e X (14-70)

Primero se considerard que R, es una constante y se determinard el
valor de X, que maximizard a P,, la potencia media en R,. Al deri-
var la ecuacion (14-70) se obtiene

dP, _ 1 —2X, + X;) 14-71
=Rl TRy S xFEl 047D

Para que esta derivada sea cero y, por tanto, P, sea méxima, es
necesario que

X, = —X, (14-72)
Substituyendo este valor en la ecuacién (14-70) se obtiene

o ViR 14-73)
R A (
Utilizando esta ecvacién se puede verificar que dPy/dR, =0 re-
quiere que
R, = R,, R, y R, positiva (14-74)

Por tanto, la méxima transferencia de potencia se logra cuando los
componeates reactivos de Z, y Z, se anular; y cuando los compo-
nentes reales son iguales. Las ecuaciones (14-72) y (14-74) se pueden
combinar en un solo requisito que es

Z, =2Z* (14-75)

Con las impedancias ajustadas en esta forma, se dice que existe un
pareo conjugado de impedancias.
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12
a -~
+
V2 2,
Figura 14-14. En esta red el -
transformador se puede ajustar | Transformador
para maximizar la potencia a
Ry =ReZ,. Z

Ajuste de un transformador para mixima transferencia de poten-
cia. Sea la red de la figura 14-14, que es semejante a la de la figu-
ra 14-13, con la diferencia de que se ha insertado un transformador
entre la carga y la red de dos puertos representados por la fuente ¥y
y la impedancia Z,. Se considerara que el transformador es ideal en el
sentido de que se desprecia la inductancia y de magnetizacion y la
inductancia local o de dispersién, asi como de las pérdidas internas.
Los voltajes y las corrientes de los dos devanados se relacionan en tal
forma que VI, =~ V,I,. El problema consiste en maximizar la po-
tencia en la carga si sélo la relacién de transformacion del transfor-
mador es adaptable.

Sea a la relacidn del voltaje del secundario al primario para el
transformador, lo cual significa que V, =aV,. La impedancia de pun-
to impulsor del transformador, en Z,, es

2z, = #zz (14-76)
A continuacidn se escribe Z5 en la forma
Zy, = Zyle” = | Z4] cos @ + | Zy}sen 6 1477

Luego, la potencia media de R se puede escribir en forma similar
a la ecuacién (14-70): .
Vi Zy|cos 8
(R, +1Z3Tcos 67 + (X + |22 [sen6)*
(14-78)

P, =1%|Z)|cos § =

Ahora solo la magnitud \Z51 es ajustable, haciendo variar 2. Si se
forma dP,/d\Z;| y se iguala a cero, se obtiene la condicién necesaria
para P, maximo. Es decir, después de algunas simplificaciones algebrai-
cas

|24 =SREF X2 =|Z,| (14-79)

Entonces, de acuerdo con la ecuacion (14-76), se¢ tiene que

%rZA:JZII (14-80)
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lo cual significa que la eleccion de la relacién de transformacién

(14-81)

hace mdxima la potencia media en Ia carga. No obstante, este ajuste
da un valor de P; que es menor que el que se obtiene por un pareo
conjugado de Z, y Z, no reales.

Maximizacion de la eficiencia de transferencia de potencia. El por
ciento de eficiencia de la transferencia de potencia se define como
P, 'Y i) °
r,,:F’lOO/,_.PlTPZIOOA (14-82)
en donde Py es la potencia media en Ry, P, es la potencia media en
R, .(la carga) y P es la potencia suministrada por la fuente. Es evi-
dente que 7, es maxima cuando Py sea tan pequefia como sea posible.
Se recordard que para un pareo conjugado R; = R,, de¢ tal manera
que, en estas condiciones, n, = 50 %, lo que significa que P; se com-
parte en igual forma entre los dos resistores. Una eficiencia de trans-
misién de esta indole se puede permitir en sistemas de comunicacio-
nes, pero no se puede tolerar en un sistema de potencia. En sistemas
de potencia que incluyen grandes bloques de potencia R, es grande en
comparacion con Ry, lo cual significa que P, <€P,, de tal modo que
la eficiencia sea alta.

'14-5. PERDIDA DE INSERCION

Para principiar este estudio del importante tema de la pérdida de
insercién véase la red que se flustra en la figura 14-14, en donde se
ha “insertado” un transformador entre la carga y la fuente. Se tomard
en cuenta solo el caso resistivo, haciendo que Z; =R, y Z, = R;. De
acuerdo con la ecuacién (14-81), se puede determinar la relacion de
transformacion del transformador. Por. tanto, cuando a? =R,/R;, los
resistores parecen jguales para la fuente V, y se ha maximizado la
potencia media en R;. Este valor méximo de la potencia en R, se
designa con el simbolo P,msx ¥ se puede considerar como Iz potencia
disponible para R,, en el sentido de que P, puede tener este valor en
la mejor condicidn pero no puede ser mayor. El valor de la potencia
disponible es

(YL v :
Prmix = (7) K —i% (14-83)
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Figura 14-15. La red de resisten- Red de dos| +
cias que se ilustra en (¢) se modi- v, puertos vz R,
fica por la insercién de una red insertada _

de dos puertos (que es por lo ge-
neral sin pérdidas o LC). &)

Sin el transformador de la figura 14-14 se tiene la red que se
muestra en la figura 14-15(z). Para esta red

— R2 -
Vie = R TE V, (14-84)
y la potencia en la carga R, es
p,, = Vb ViR, (14-85)

R, R+ R

Al combinar las ecuaciones (14-83) y (14-85) se obtiene el resul-
tado

4R\R,

®, + oy Famis (1456)

Pza =
Se observard que si R, =R, entonces Pyg = Pymix, lo que con-
cuerda con los resultados de la seccion 14-4.
Por ultimo, se estudiard la red de la figura 14-15(b) con una red
de dos puertos V insertada entre Ry y R,. Si el voltaje de la carga es
V,(que no se debe confundir con V), entonces

Vi -

P, = R (14-87)

La insercién de la red de dos puertos N hace que se reduzca la

potencia media de R,, lo cual significa que existe una pérdida debido

a esta insercidn. Obsérvese que no se desprecia la posibilidad de una

ganancia en la potencia transmitida a N, pero la ganancia se conside-

rard que la insercién de &, como se hace en la figura 14-15(), hace

que se “refleje” una potencia que podria haber llegado a R,. Por
definicion, esta potencia media reflejada es

Pr=Pymix— P2 (14-88)
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La relacion de Pz a Pméx se denomina, muy apropiadamente, e/
coeficiente de reflexion al cuadrado; por tanto,

Py Pymix— P, 1 Py |p]?
—amxm Ly =|p] (14-89)
Py mix Py mix Py mix

en donde ol es siempre positivo y

PUje)p(—jw) = | p(jw)|? (14-90)
y p(w) es el coeficiente de reflexion. Substituyendo las ecuaciones

(14-87) y (14-83) en la (14-89), se tiene que

2
lof =1 -3 (72) (1491)

en donde ¥, y V son magnitudes rme de V, y V,.
Del mismo modo, la relacion de P, a Pymix se conoce como el
coeficiente de transmision al cuadrado (;qué mis podia ser?), y es

Iio)p = gl = Fha(pay (1492
Combinando las ecuaciones (14-91) y (14-92) se obtiene

[pCje)[* + |t(je)? = 1 (14-93;
En otras palabras, se retorna al postulado de definicion:

Potencia reflejada + pot'enciaA transmitida -1 (14-94)
Potencia disponible

El efecto de insertar la red de dos puertos NV en la figura 14-15(b)
se caracteriza por la relacién de P,q a Py, que es la relacion de
potencias de antes a después de la insercion. Por definicion,® se esta-
blece que

Py

= e 14-95
P ( )

es la relacion de potencias a la insercion y « es ia pérdida de inser-
cién en nepers. En términos de las variables de red,

ﬁ — R, Z[V;(jﬂ)) i 14-96
7= (i) ] (14:96)
o bien
o ARR, 1 14-97
P =R + KF TGaF (14-57)

3 En la teoriz de redes se adopta un punto de vista pesimista y se considera &
positiva como pérdida y o negativa como ganancia. En la teorfa de amplificad ores
se utiliza la convencidn contraria.
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Por lo general se acostumbra expresar la pérdida de insercion en
decibeles. Entonces

o = 101og 222 db (14-98)
?, )
o bien, de acuerdo con la ecuacitn. (14-96),
_ R, (V. ' 14-99
u—ZOlogR!+R2(VZ)db (14-99)

Este resultado es importante en el disefio de filtros o igualadores
para sistemas de transmision tales como lineas telefonicas.

EJEMPLO 5

Véase la red de la figura 14-16(z) para la que se desea determinar
la pérdida de insercién. De acuerdo con un andlisis de rutina, se
encuentra que

Voo %1 .
V, 54257+ 25+1 (14-100)

Substituyendo este resultado en la ecuacidn (14-96), la relacion de
potencias a la insercion es

% =(1-200P+Qo—w)=1+0° (14101
2

Pérdida
de insercion
a, db

Red
insertada

{a) . ' (&)

Figura 14-16. (2) Red que se estudia en el ejemplo 5y (b) Pérdi
da de insercién calculada en la ecuacién (14-102).

de manera que la. pérdida de insercién se determina a partir de la
ecuacién (14-98) y es

o = 10 log:(1' 4+ %) db (14-102)

que aparece graficada en funcién de w en la figura 14-16(b).
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14-6. TEOREMA DE TELLEGEN

A continuacién se volverd a ver la potencia instantinea que se
estudié en la seccidn 14-1, y la potencia compleja, segiin se expuso en
la seccién 14-3, con el fin de introducir el teorema de Tellegen.* Este
teorema aparecié en 1952, que es una fecha sorprendentemente tardia,
en vista de sus importancia fundamental. Como se vers, el teorema de
Tellegen tiene un niimero asombroso de aplicaciones en el estudio de
circuitos eléctricos.

Figura 14-17. Red que se usa en el ejemplo 6 para ilustrar el
teorema de Tellegen.

Véase la red que se ilustra en la figura 14-17. En ella se han
seleccionado sentidos de referencia arbitrarios para todas las corrientes
de rama y se indica el voltaje de rama correspondiente, asignindose el
sentido de referencia positivo a la cola de la flecha de la corriente.
Para esta red se seleccionard un conjunto de voltajes de rama, siendo
el dnico requisito el que los voltajes satisfagan la ley de voltajes de
Kirchhoff. A continuacion se seleccionard un conjunto de corrientes de
rama sin ninguna consideraciéon de la eleccién anterior de los voltajes
de rama, pero con el requisito de que en cada nodo se satisfaga la ley
de comientes de Kirchhoff. Luego se demostrari que esos voltajes y
esas corrientes, arbitrariamente escogidos, satisfacen la ecuacidén

3 w4y = (14-103)
k=1

si se han satisfecho las leyes de voltajes y corrientes de Kirchhoff.

4 Este resultado fue anunciado por B.D.H. Tellegen en “A General Network
Theorem with Applications”, Philips Research Reports, 7, 259-269 (1952). Telle-
gen (1900- ) trabaja con los Philips Research Laboratories, en Eindhoven, Ho-
landa, y se ha jubilado como profesor de la Universidad Tecnoldgica de Delft.
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EJEMPLO 6

En la red de la figura 14-17 se escogerd vy =4 y v, = 2. Aplican-
do la ley de voltajes de Kirchhoff alrededor de la malla ABCA se
observa que se requiere que vy = 2. Del mismo modo, recorriendo la
malla ACDA se escoge v4 =3 y luego se requiere que v = —]. En la
malla BCDB los valores seleccionados para v, y vs requieren que
Ve = —5. A continuacién se aplica sucesivamente la ley de corrientes
de Kirchhoff a los nodos B, C'y D. En el nodo B, se hace quei; =2,
i =2 y luego se requiere que i =4. En el nodo C se escoge i3 =4
y luego se hace necesario que iy = —2. Ea el nodo D, iy e ig quedan
seleccionados, de modo ‘que es necesario que is = —6. Efectuando las
operaciones de la ecuacidn (14-103) se obtiene

@ + Q) + @) + GX~2)
F D=6+ (—NH=0 (14104

verificando la ecuacion (14-103) para este ejemplo. Esta informacidon
se resume en la tabla 14-1, junto con otro conjunto de correntes
identificadas como i, que satisfacen la ley de corrientes de Kirchhoff
para la misma red. De acuerdo con la tabla se observa que la ecua-
cién (14-103) se satisface para la suma de vyiy.

Para demostrar que esta suma se aplica en forma general, véase la
red de fa figura 14-17, que se trazd de nuevo en la figura 14-18. Se

TABLA 14-1.
Elemento
Concepto 1 2 3 4 5 6
vk 4 2 2 3 -1 -5
I 2 2 4 -2 —6 4
vkl 8 4 8 —6 6 -20
it —1 3 2 1 —1 2
wgly, —4 6 4 3 1 —10

Figura 14-18. Red que se usa para demostrar el método de prue-
ba general del teorema de Tellegen.
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considerard esta red especifica y Iuego se observard que lo que se hace
para ella conduce al mismo resultado en general. En este estudio se
utilizardn los voltajes y las corrientes de nodo a referencia, con subin-
dice doble para indicar el sentido; por ejemplo, para el inductor entre
los nodos By C, vyiy = (vg ~ vclige. Sumando un producto similar
para cada uno de los seis elementos, se obtiene que

é Oy = Vgl + (V5 — Ve)isc + Velea + (Ve — Vodicp
+ Upinat (0o = 0o (14-105)

A continuacién esta ecuacion se reordena, factorizando con respecto
a los voltajes de nodo a referencia. En consecuencia,

5 v = Vel e ) Ul iy~ o)
+ vo(—icp + ipg + ing) (14-106)
= ¥,(KCL en el nodo B) +vc(KCL en ¢l nodo C)
=+ vp (KCL en el nodo D) = 0 (14-107)

en donde se utiliza la sigla KCL para indicar la ley de las corrientes
de Kirchhoff. Cada producto se anula porque cada suma segin la ley
de las corrientes de Kirchhoff es igual a cero. Aunque éste ha sido un
ejemplo especifico, el procedimiento que se usa es idéntico al que se
puede aplicar para una demostracién general. Este es el procedimiento
que se usa para establecer el teorema de Tellegen.

Supéngase que se tiene una red como la de la figura 14-18 com-
puesta de elementos activos y pasivos. Utilizando las dos leyes de
Kirchhoff se puede analizar la red y determinar los voltajes y las
corrientes de las ramas. Esos voltajes y esas corrientes difieren de los
que se usaron anteriormente. Para esa situacion, los términos y co-
rrientes reales, que resultan de un determinado conjunto de excitacio-
nes. Para esa situacion, los términos de productos Viiy se identifican
como la potenciz instanténes para al rama késima de la red. La ecua-
cién (14-103) indica que la suma de las potencias instanténeas de las
b ramas de la red debe ser igual a cero.

Como se vio en el capftulo 1, la potencia instantinea es igual a la
rapidez en un instante dado con la que se suministra o consume la
energia, p(r) =dw(t)/dr. La ecuacion (14-103) establece que esta suma
debe ser cero, que la energia se debe suministrar a una rapidez tal que
sea precisamente igual a la rapidez con que se coasume o transforma
dicha energia en las resistencias y se almacena en los inductores y los
capacitores. Si la red se divide en las dos partes que se ilustran en la
figura 14-19, una parte con todas las fuentes de energia y la otra con
todos los elementos pasivos, entonces se puede decir que la potencia
que suministran o entregan las fuentes independientes de la red debe

. ser igual a la suma de la potencia que se absorbe (se disipa o se
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Red
pasiva

I
3 |
1
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i
I
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Figura 14-19. La red general se divide en una parte activa y otra
pasiva, para estudiar la conservacién de la potencia instantinea y
de la potencia compleja.

almacena) en todas las demds ramas de la red. Todo esto queda impli-
cado en la ecuacidn

S vy = (14-108)
k=1

A continuacidon se retorna a la petencia compleja, que se vio en la
seccion 14-3. Se demostrd entonces que si se estudian redes lineales
que operan en estado permanente senoidal, la potencia compleja estd
dada por la ecuacion (14-42), que es

S=VI*=Ppgpn+i0 (14-109)

Al analizar la red en el estado permanente senoidal, el voltaje que
varia con el tiempo v, se substituye con un voltaje fasorial Vi ; del
mismo modo, las corrientes que varian con el tiempo i se substituyen
por fasores 1. Si la ley de voltajes de Kirchhoff se aplica al grupo de
voltajes v, entonces se aplica también al voltaje fasorial derivado Vi;
asimismo, si la ley de corrientes de Kirchhoff se aplica al grupo de
corrientes i, también se aplica al grupo de comrientes fasoriales I, al
igual que a los conjugados de estas corrientes If. Por tanto, la ecua-
cidn (14-108) se puede escribir como sigue

VI = 38, =0 (14-110)
k=1 k=1

donde todos los voltajes y todas las corrientes fasorales estin en va-
lores rmc. Aplicando este concepto a la red dividida en dos partes de
la figura 14-19, la ecuacién (14-110) implica entonces que la suma de
las potencias complejas de las fuentes senoidales debe ser igual a la
que se suministra a los elementos pasivos de la red. Esto se puede
interpretai como la conservacion de la potencia compleja.
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Hasta ahora la exposicion del teorema de Tellegen se ha relacionado
solo con redes lineales. Conviene hacer la observacién de que, puesto
que el teorema depende exclusivamente de las dos leyes de Kirchhoff,
se puede aplicar a la clase muy general de redes concentradas com-
puestas de elementos lineales y no lineales, pasivos o activos, que va-
rian con el tiempo y que no varfan con él. Esta generalidad es una de
las razones por las que el teorema de Tellegen es un instrumento
poderoso. Algunas de las variaciones del teorema son las que siguen:

(1) Se dan dos redes N; y Ny, que tienen la misma gréifica con los
mismos sentidos de referencia asignados a las ramas de ambas
redes pero con diferentes valores y tipos de elementos. Sean
vig € i1p los voltajes y las corrientes de Ny, ¥ vay € fag, los
voltajes y las corrientes de N, en donde todos los voltajes y
todas las corrientes satisfacen la ley correspondiente de Kirch-
hoff. En este caso, de acuerdo con el teorema de Tellegen,

b b
kzl Ve =0 ¥ k; Vyeaigy = 0 (14-111)

(2) De acuerdo con la ecuacién (14-111), se observa que el voltaje
y la corriente en los productos que se suman para todos los
elementos pueden ser muy distintos, teniéndose como Gnico re-
quisito el que se satisfagan las dos leyes de Kirchhoff. Por
ejemplo, si 1 y f2 son dos tiempos diferentes de observacion,
de todas maneras s¢ infiere que

3wt i) = 0 (14-112)

{Y esto es apenas el principio de lo sorprendente que es en reali-
dad el teorema de Tellegen!
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

El andlisis de potencia de una red requiere la determinacion de todos los
voltajes vy las corrientes de la red. Esto se logra mediante un andlisis ordinario
de red, como se ve en los apéndices E-8.3 y E-8.4. Este andlisis proporciona
también una base para los estudios de red utilizando el teorema de Tellegen
como se delinea en Director, referencia 5 del apéndice E-10.

PROBLEMAS

14-1. En la figura se ilustra ia forma de onda de un voltaje v, que se aplica a
las terminales de una red de un puerto con los sentidos de referencia que
se sefialan en la figura 14-2. En este problema se tomaran en cuenta
varias posibilidades para la corriente hacia la red de un puerto. (a) Para
i1(¢) como se indica en la figura, grafique p(f), w(z) y determine la energia
que absorbe la red por ciclo. (b) Repita la parte (a) para i;. (c) Repita
la parte (a) para i3. (d) Repita la parte (a) para is.
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Fig. P14-1.
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14-2.

14-3,

144,

145,

14-6.

14-7.

14-8.

Potencia da, sferencia p ia, pérdida inserccion

La forma de ondz de la figura representa la corriente para K = 10 amp, en
un resistor R =10 ohms. (a) Para esta forma de onda dibuje pg(7) desde
t=0 hasta ¢ =37 cuando 4 =T/2. (b) Grafique la energia wr(r) en el
mismo intervalo que se especifica en (a). (c) Calcule la energia que se
absorbe por ciclo en funcién de a.

(Jl T 27T Tiempo, seg
Figs. P14-2 a 5,

La forma de onda de la figura representa la corriente para X = 10 amps
en un capacitor C=2 uF. Sea 2 =T/2, grafique pe(t) de £ =0 a ¢t = 3T.
(b) En las mismas condiciones que en (a), dibuje we(t). Suponga que
vc(0) =0.

La forma de onda de la figura representa al voltaje para K =100V de
un inductor L=2mH. Sea a=7/3, grafique pr{t) desde =0 hasta
t=37, si ig(0)=0. (b} En las mismas condiciones que en (a), trace
wy (t).

Determine el valor eficaz de la forma de onda de corriente de la figura en
funcion de 2 y K. Compruebe su resultado para ¢ =0y a=T.

La forma de onda de la siguiente figura se conoce con el nombre de
dientes de sierra. Determine el valor eficaz de v(r).

0 T 2T 3T 4T

Fig. P14-6.

La forma de onda de la figura siguiente se compone de un tren de
tridngulos isdsceles. Determine el valor eficaz de v{t} de esta forma de
onda.

,
}
5
T 37 i

° . r z = Fig. P14-7.

La forma de onda de la figura es semejante a la del problema 14-7,
excepto en que la duracién de lz forma de onda triangular es menor que
el perjodo. Determine el valor eficaz de ¥(r) para k; < 1/2. Compare este
resultado con el del problema 14-7 para ky =1/2.

K
J i AN
NS H '
' ! i

ol kT 26T T 27 t Fig. P14-8.
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14-9. La forma de onda de este es j a las del probl 147,
excepto en que los tridngulos ya no son issceles, a2 menos que k3 =
1/2. Determine el valor eficaz de v(¢) para 0 <k, <1.

Fig. P149. O]

14-10. La forma de onda de la figura gue sigue se identifica como una onda
rectificade completa, que se describe mediante la ecuacién »(#) = ¥, |cos ¢,
Determine el valor eficaz para »(7).

t

|

1

|

|
T o I T 2T ot
2

Fig. P14-10,

14-11. La forma de onda de la figura se denomina forma de onda rectificada de
mediz onda, siendo una funcién coseno cuando la funcion es positiva y
cero cuando es negativa. Determine el valor eficaz de esta forma de
onda.

[0 NN

T 0 T T
Fig, P14-11. ~7% T 2

14-12. La formaz de onda de ta figura se deduce de una funcién seno y tiene
valor cero cuando la funciébn seno es negativa y también de =0 a
t=k3T, k3<1/2 y para el intervalo correspondiente de cada periodo.
Determine el valor eficaz de »(f) en funcion de k3.

Fig. P14-12.

14-13. La forma de onda de la figura se conoce como onds senoidal fraccio-
naria. Se deduce sumando una constante negativa a la onda senoidal y
luego definiéndola para que sea distinta de cero sdlo cuando la funcién



Fig. P14-15.

Fig. P14-16.
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Fig. P14-20.
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14-14.

14-15.

14-16.

14-17.

14-18.

14-19.

14-20.

resultante tiene un valor positivo. Determine el valor eficaz de esta forma
de onda.

Fig. P14-13.

En la figura se muestra un tren de pulsos coseno al cuadrado, que se
obtienen elevando al cuadrado la forma de onda rectificada de media
onda del problema 14-11. Determine el valor eficaz de v(¢).

¢ Fig. P14-14.

La red RLC conectada en serie de la figura opera en estado permanente
senoidal. Si el valor eficaz del voltaje de la fuente es LV, y el valor
eficaz de la corriente es 1amp, i(¢) estd atrasada en relacién a v{t) por
45°, L=1H y =2 radianes/seg, determine el valor eficaz del voltaje a
través de cada uno de los tres elementos.

Se utiliza un voltimetro para medir el valor eficaz de los diferentes
voltajes en la red RLC de la figura y se registran los siguientes valores:
(a) el voltaje de @ a ¢ es 20 V. (2) El voltaje de b a d es 9V. (3) EL
voltaje de ¢ a d es de 15 V. Encuentre todas las lecturas de voltimetro
posibles para mediciones que se hagan para cada uno de los tres ele-
mentos.

A una red RLC en serie se conecta una fuente senoidal de voltaje con
un valor eficaz de 5V. Cuando C=1/5F, el valor eficaz de la corriente
es lamp y la potencia media es 3 W. Con la misma fuente de voltaje,
operando al mismo voltaje y a la misma frecuencia, conectada a la red
pero con el capacitor cargado, y para C=1/45F, el valor eficaz de la
cortiente y la potencia media son iguales a las anteriores. Determine el
valor de L en henrys.

Véase la red de un puerto que se ilustra en la figura 14-2. Para esta red,
suponga que ¥ =150 cosw ¢V ¢ i =35 cos{(w ¢ +60°) amp. Determine: (a)
la potencia instantinea, p(f), (b) Prpedja €n watts, (c) Q en vars y (d)} S
en va.

Repita el problema 14-18 si » =100 sen (w?~30°) V ei=10cos (Wt +
45°) amp.

La red de la figura opera en estado permanente senoidal con los valores
de elementos que se dan y »; =100 cos2t. Determine (a) la potencia
compleja que genera la fuente, (b) la comriente eficaz en cada uno de los
elementos pasivos ¥ (c) la potencia compleja para cada elemento pasivo
de la red.




Problemas 503

14-21. En la red de la figura siguiente, iy =10—3 sen 3000z. Para los valores de
elementos que se dan determine las cantidades especificadas en el proble-
ma 14-20.

a(D 50009

Fig. P14-21.

14-22. En la red que se muestra en la siguiente figura vy =10 cos 2¢ V. Para los
valores de elemento que se indican determine las cantidades que se pidie-
ron en el problema 14-20.

14-23. En la red de la figura v, =440 \/Tcos 377t y los valores de los elemen-
tos pasivos se especifican en la figura. Para esa red determine las cantida-
des requeridas en el problema 14-20.

14-24. En la red de la figura vy =(\ﬂ720) cos 100t y se establece que ¥ =30 y
Ry =1000 ohms. Calcule la potencia media en el resistor Ry, de la carga.

Fig. P14-23.

v 1009 iy 1000 @ R,

Fig. P14-24.

14-25. La fuentz de corriente conectada a la red que s¢ muestra a continuacion
se describe mediante la ecuacién

iy = 5,/2 sen 1000¢

Determine la corriente eficaz en cada elemento, as{ como la potencia
compleja para cada uno de los elementos de la red. Encuentre la po-
tencia compleja total de la red.

(100 2F
s

500 20mH L300

Fig. P14-25.

14-26. La potencia media transmitida a la planta que se muestra en la siguiente
figura es de 250 kW y el factor de potencia es 0.707 atrasado. El genera-
dor es de forma de onda senoidal y su valor eficaz es 2300 V. De-
termine el valor de la capacitancia C de modo que: (a) el factor de
potencia sea 0.866 atrasado, (b) el factor de potencia sea 1.0y () el
factor de potencia sea 0.866 adelantado. Sea (o= radianes/seg.
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Fig. P14-26.

14-27, La planta de la figura del problema 14-24 tiene un valor nominal de
100 kva con un factor de potencia de 0.8 atrasado. El voltaje del sisterna
tiene un valor eficaz de 2000 V. Determine el valor de la capacitancia C
necesiria para corregir el factor de potencia del sistena a: (2) 0.9 atrasa-
do, (b) 1.0, (c) 0.9 adelantado. Sea = 377 radianes/seg.

14-28. Uma ted RL en serie se conecta a una fuente de voltaje senoidal y el
sistema opera en estado permanente. Si R =5 ohms ¥ WL =10 ohms,
endl debe ser 12 capacitancia de un capacitor que se conecte en paralelo
con la combinacién RL para producir un factor de potencia unitario para
Ia red RLC, si =377 radianes/seg?

14-29. Para la red que se da a continuacion determine el valor de R} que haga
que la potencia en Ry tenga el valor méximo. ;Cudl serd el valor de la
potencia en estas condiciones?

10sen 2¢ f R,

Fig. P14-29.

14-30. Para n red de Ja figura determine la impedancia Z, de tal modo que se
transfiera la mixima potencia de la fuente a Ia carga de impedancia Zy.

Fig. P14-30.

14-31, Sea la red del problema 9-31. Sea €l resistor de 1 ohm en serie con la
fuente controlada de corriente, el considerado como la carga. ;Cuil debe
ser el nuevo valor de esta catga para una maixima transferencia del poten-
cla con Ky =-3y =1 radiin/seg?

14-32. Para la red de la figura se conoce que »; =2/27sen 2. Para los valores
de elementos que s¢ dan encuentre el valor de C que produzca la mixi-
a2 potencia en la carga de 1 ohm.

19 1/3H

Fig. P14-32.
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14-33. Para la siguiente 1ed sea C; =1/I10F. ;Qué valor de C, produciri la
méxima potencia transmitida a la carga, que es ¢l resistor de 1 ohm? Sea
vy =cos 2t

Fig. P14-33.

14-34. Véase la red del problema 14-33. En este caso se supondrd que Cy =
1/10F y Cy seri variable. ;Qué valor de C; producird la maxima poten-
cia entregada a la carga que es el resistor de 1 ohm? Nopevamente vy =

g

cos 2t.
14-35. Sea un sistema que opera en estado permanente senoidal compuesto de {a)
una fuente de corriente conectada a dos subredes en paralelo, Ny ¥ Np.
Estas redes estn caracterizadas por sus funciones admitancia: Y, =G, + 1.0908H

/Bg=1Y, |0 y Y}, =Gy +jB, =| Y, | &f$b. El problema que se debe
resolver consiste en encontrar el maximo de la potencia a la subred Ny
para diferentes situaciones restrictivas. Véanse los siguientes casos:

3

17894 F

}

(@) Gp v Bp pueden variar.
(b) La magnitud de Y, puede variar. )
(¢) Gg ¥ B, pueden variar.

{d) La magnitud de ¥, puede varijar.

2H

14-36. Véase el ejemplo 5 pero con una forma distinta para la funcién de

transferencia ¥,/¥; que la que se usd en la ecuacién (14-100). Para los
dos polinomios denominadores (2} 52 +2s+1y (b) 53 4352 +3s +1, de- 1F F<I1F
termine una expresion para la pérdide de insercion, similar a la que
establece la ecuacidén (14-102).

14.37. Estudie las redes LC de dos puertos que se muestran en la figura que {e)
sigue. Cada red se debe insertar entre los dos resistores de 1 ohm, como Fig, P14-37,
se indica en la figura 14-16(z). Para cada una de las tres redes, (a) deter- " *
mine una expresién para la pérdida de insercion y (b) grafique a & en
decibeles en funcién de .

14-38. Las redes LC de dos puertos que se muestran en la sigujente figura se
deberin insertar entre los dos resistores de 1 ohm, como se ilustra en la
figura 14-16(z). Para cada una de estas cuatro redes, (2) determine una
expresibn para la pérdida de insercién @, y (b) grafique & en decibeles
en funcién de ), como se hizo en la figura 14-16(b).u

1.848 0.7654 0.7654 1848
2 1 2

0.7654 1.848 1.848 0.7654
ol T O Y D

(a} )
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1.570 1570
2
0613
1 2 0805
1570 570

0.613

I 0.805 > I’HHL—GZ’
(c) {d)

Todos tos valores def elemento en HoFf

Fig. P14-38.

14-39. La conexibn que aparece en (¢) de la siguiente figura reprssenta una
conexidn Y de las fuentes de voltaje. Se dice que estos voltajes estdn en
una secuencia trifdsica cuando ¥; = Vel®, ¥, = ye—j2np y V3 = Ve~jan/3,
En (b) de la misma figura se presenta fa carga correspondiente conecrada

Fig. P14-39,

en Y. Se dice que la carga estd balanceada si Z; =2, =Z3=2Z. Para
este problema conecte 2 a 4, b a Y.cacynan ¥ suponga que el
sentido de referencia de la corriente va de Ia terminal sin prima a la
terminai con prima.

(a) Para una carga balanceada, encuentre Ia corriente en cada linea, indi-
cando tanto la magnitud como Ia fase con respecto a Vi

(b) Demuestre que la corriente de linea de n a 7', la lamada corriente
en el neutro, es igual a cero.

(¢) Demuestre que la magnitud de los voltajes de linea a linea (excluyen-
do el neutro) es \/S_V y determine la fase de cada uno con respecto
a vy,




14-40.

14-41.

14-42,

14-43.

14-44,

14-45.

http://libreria-universitaria.blogspot.com
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(@) Si ¥ e I son cantidades de linea y 8 es factor de potencia corres-
pondiente a cada impedancia de la carga, demuestre que la potencia
total suministrada a la carga trifasica es

Pr = /3 Vil cos8

En (¢) y (b) de la figura del problema 14-39 se muestra la conexién
delta de voltajes y cargas. Suponga que los voltajes y las impedancias se
definen tzl como se presentan en el problema 14-39. Como ahi se indica,
conecte las terminales sin ptima a las terminales con prima y repita las
partes (2), (¢} y (@)-

Para este problema se utilizan los voltajes trifisicos que se indican en (a)
de la figura P14-39(s) conectados a una carga en conexién delta de (d)
de 1a misma figura. Conecte ¢ aa', b a b’ vy ¢ ac y suponga que el
sentido de referencia de las corrientes va de las terminales sin prima a las
terminales con prima. Para los voltajes vy las impedancias que se definen
en el problema 14-39 repita las partes (@), (©) v (d).

Estudie el sistema descrito en el problema 14-39. Sea V=120Vy Z=
5 47580 Encuentre la potencia en cada carga y la potencia total en la
carga trifisica.

Sea el sistema descrito en el problema 14-41 cen el dato adicional de
que existe i ia en los cond que C a las terminales
sin prima con las que llevan prima, Ry=058. Si V=120V, Z; =
442, Zy=4 -2, y Z3 =4S, encuentre la potencia total que suminis-
tran las fuentes de voltajes trifdsico.

Repita el problema 14-43 para los valores que se dan pero utilizando la
conexién delta-delta que se describe en el problema 14-40.

En la siguiente figura se ilustra la manera cobmo se conecta un watimetro
a una red pasiva, para medir la potencia media que se suministra a la

Bobina de voltaje

(5
Fig. P14-45.
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red. La potencia se mide a veces en el sistema trifasico utilizando el
método de 2 watimetros. Sean estos 2 watimetros conectados en el sis-
tema trifisico de tal modo que cada uno tenga su bobina de corriente en
sendas lineas y las bobinas de voltaje conectadas de linea a linea. De-
muestre que el método es general y que la potencia total es la suma de

Ias lecturas de los dos watimetros.

14-46. Aplique el método de los dos watimetros del problema 1445 al sistema
tifisico que se describe en el problema 14-43 y determine Ia lectura de
cada medidor,

14-47. Aplique e método de dos watimetros del problema 14-45 'al sisterna
trifisico que se describe en el problema 14-44 y determine la lectura de
cada uno de los dos medidores,




CAPITULO 1 5

15 Series de Fourier
y espectros continuos

15-1. SERIES DE FOURIER

En el capitulo 8 se estudiaron las respuestas en el dominio del
tiempo de redes sometidas 2 entradas periddicas como la que se ilustra
en la figura 15-1. Se encontrd que la respuesta se puede determinar
por la transformada inversa de Laplace del producto de la transfor-
mada de la sefial de entrada y de la funcién de red apropiada. En este
capitulo se verd sOlo la respuesta de estado permanente a una entrada
periddica que se inicia idealmente en el principio del tiempo y se
destina a durar para siempre. Ademds, el interés se centra en la sefial
de entrada y la respuesta de la red, en funcidn del contenido de
frecuencias. 1a idea del contenido de frecuencias de las formas de
onda de sefales periddicas es particularmente util en los problemas de
ingenierfa, como se verd un poco mis adelante, y constituye la base
de gran parte del lenguaje o la terminologia especializada con que los
ingenieros electricistas se comunican entre si.

Cuando el matemitico francés J. B. J. Fourier (1758-1830) estudiaba
los problemas del flujo del calor (las aplicaciones eléctricas eran escasas
en-1822), demostré que las funciones periédicas arbitrarias se podian re-
presentar mediante una serie infinita de senoides de frecuencias arméni-
camente relacionadas. Varias de las palabras que se usan en este postulado
requieren una mayor aclaracién. Se dice que una sefial f{z) es periddica,
con un periodo 7, si f{t) = f{(t + T) para todos los valores de ¢. En la figu-
ra 152 se ilustran varias formas de onda de sefiales que satisfacen este
requisito. En (2) se presenta un tren de pulsos, en (b) un tren de
medias ondas senoidales (que se llaman rectificadas de media onda) y

509



510 Series de Fourier y espectros de seflales

v
vy 2
o—] —
7 U Red o2 7
- 3 S

Figura 15.1 1lustracién del tipo de problema que se estudia en
este capitulo: una entrada de onda cuadrada a una red de dos
puertos produce una respuesta periddica v{f)-

fi

Figura 15-2. Tres formas de
onda periédica, cada una con el
perfodo T identificado.

en (c) una sefial periédica continua (pero irreconocible). Para el caso
presente son muy interesantes las senoides

Fi(6) = cos 2.?% — c0s nwet (15-1)
y
£ = senz—;j—.[t = sen nw,! (15-2)

en donde n es cualquier entero (o cero). Se dice que la frecuencia de
las sencides, nwy = 2nn/T, es la nésima armdnica de la frecuencia
fundamental, ¢1o. Por tanto, una onda peritdica se puede describir de
acuerdo con su frecuencia fundamental, su segunda arménica, su ter-
cera arménica, etc., y cada una de estas frecuencias se relaciona sen-
cillamente con el periodo T.




Series de Fourier 511

Figura 15-3. Ejemplo de la combinacion de dos senoides de
frecuencias arménicamente relacionadas para dar una funcién pe-
riddica no senoidal, que se representa por la linea punteada.

Si f(t) es peribdica y satisface las condiciones de Dirichlet que se
verdn en la seccién 15-4, entonces la serie de Fourier es

4 bysenagt + ...+ bysennagt + ... (15-3)

En la figura 15-3 se ilustra la suma de dos términos de este tipo,
para dar una funcién periddica como la que se presenta en ella para
a; =1, by =—1, y todos los otros coeficientes iguales a cero. El and-
lisis de Fourier consiste en dos operaciones: (1) la determinacién de
los valores de los coeficientes ao,@y,.-., bi bayooy ¥ {2) una
decision en lo que respecta a los términos que se deben incluir en una
serie truncada de tal modo que la suma parcial represente la funcién
con un error permisible. Si la convergencia de la serie es répida, solo
se requeririn unos cuantos términos.

La seric de la ecuacion (15-3) se puede escribir en un nimero de
formas aparentemente distintas aunque equivalentes, una de las cuales
se obtiene al determinar que para todos los valores de n

a, cos nw! -+ b, sen et = ¢, COS (nwot + 6.,) (15-4)

en donde

e=SJTETE y 0,=—tan’ Z’" (15-%)

un resultado que se usé ya en el capitulo 6, en las ecuaciones (6-127)
y (6-128).
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(e}

Figura 15-4. (2) Los términos de la serie de Fourier se ilustran
en funcién del tiempo. Las formas de onda de (@) se pueden
describir por el espectro de amplitud de (b) junto con el espec-
tro de fase de (q).

Combinando pares de témminos de la ecnacién (15-3) se obtiene la
formula equivalente para la serie de Fourier

) =co+ ¢ cos (@t + 8,) + ...

+ ¢, cos (nwet +6,) +. .. (15-6)
con ¢ =ao y todos los otros valores de ¢, y 0, definidos por las
ecuaciones (15-5). El coeficiente ¢ e la amplitud y 8, lg fase de la
nésima arménica. N

Obsérvese que si se sabe que una serie de Fourier estd construida
en la forma de la ecuacion 15-6, entonces el conjunto de mimeros c,
y 8, contiene toda la informacion que se requiere, En la figura 15-4
se presentan las’ grificas mediante las cuales se puede ilustrar esta
informacibn. La grifica de ¢n en funcién de # 0 nwo (ya que las dos
se relacionan mediante una simple escala lineal) se conoce como el
espectro de amplitud;'la grifica de 6, en funcién de # o nwy es el
espectro de fase. Méas adelante, en este capitulo, se especificard esta
distincién, para diferenciar los espectros de lineas (o discretos) que se
acaban de ver de los espectros continuos definidos para todas las fre-
cuencies. En este capitulo se hace hincapié en el estudio de los espec-

tros como medio para representar sefiales y resolver problemas de cir-
cuitos.
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15-2. EVALUACION DE LOS COEFICIENTES DE FOURIER!

La evaluacién de los coeficientes ¢ y b de la ecuacién (15-3) se
logra al utilizar ecuaciones integrales simples que se pueden derivar
aplicando la propiedad de ortogonalidad del conjunto’ de funciones
comprendidas, es decir cos nwe? y sen mwot, para valores enteros de n
y m. Estas funciones son ortogonales en el intervalo de o a fp + T
para cualquier 7o. Con frecuencia se empleara el valor 7o =0 6 75 =
— 772, pero se sobreentiende que se puede utilizar cualquier periodo,
por lo que se substituird fo a fo + 7 con 0 a T en las ecuaciones que
siguen.

En primer lugar, obsérvese que

J'T sen mw,t dt = 0, cualquier m (15-7)
o

JT cos nw,t dt =0, cualquier n#0 (15-8)
0

va que es cero el valor medio de una senoide en m o n ciclos com-
pletos de periodo T. Los tres términos de productos cruzados siguien-
tes son también cero para las relaciones establecidas de m y n:

J sen m,t cos nwot dt =0,  cualquier m, n (15-9)
]
jrsen ma,t sen nwyt dt = 0, m#=n (15-10)
0
Yy
r €08 Myl €08 nw,f dt =0, m=n (15-11)
0

Los valores distintos de cero para las integrales se producen cuando
m y n son iguales; asi

T
f sen? mmot dt = —g—, cualquier m (15-12)

0

T
f cos? nw,t dt = 22:, cualquier n (15-13)
] .

Este procedimiento de evaluacién sigue un método descrito por los
tres pasos siguientes: (1) Se multiplica la ecuacién (15-3) en ambos

1 Para un resumen de Jos métodos numéricos para evaluar los coeficientes de
Fourier, véase Reference Data for Radio Engineers, 5.2 edicién (Howard W.
Sams & Co., Inc., Indiandpolis, Ind., 1970).
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miembros por un factor apropiado, (2) se integra la expresién resultan-
te término por término para el intervalo de tiempo 0.a Ty (3) se
utilizan las ecuaciones (15-7) a (15-13) para evaluar las integrales, la
mayoria de las cuales serdn cero. Al aplicar este procedimiento a go €l
factor multiplicador es 1 y la ecuacién integral es

T T T
j FO)dt = a, j dt + _[ Fdyde (15-14)
Q ] )
en donde f;(f) se escribe en forma compacta para la siguiente suma:
F) = 5 (a, cos nat -+ b, sen nagt) (15-15)
=L

Esta divisién particular se hace debido a que el primer témmino del
segundo miembro de la ecuacidn (15-14) tiene el valor 247, en tanto
que cada término de la suma infinita de f,(f), cuando se integra de O
a T, tiene un valor cero segin las ecuaciones {15-7) y (15-8). Igualando

el primer miembro de ta ecuacién (15-14) a o7 se tiene
1 T
a, = —f f(Hdr (15-16)
T 0

lo cual indica que a0 es simplemente el valor medio de f(z) en un
periodo lo que a veces se comoce también como el valor cd de la
sefial.

El factor multiplicador para evaluar g, es cosnwe! y el producto
de este factor y la ecuacion (15-3) integrada de O a T es

T T T
j f(#) cos newyt dt = f Qg €OS nw,t dt +- j f1(1) cos nw,t dt
o o 0
(15-17)
En este caso, todos los términos del segundo miembro de esta
ecuacién son nulos, excepto el que tiene la forma de la ecua-

¢ién (15-13), que tiene el valor 7/2. Asi, se tiene que, para el coefi-
ciente? a,,

T
a,= —ij S(t) cos nw,t dt (15-18)
0

Siguiendo el modelo que se establecid, la ecuacion (15-13) se multi-
plica por sennwyt y se integra para obtener

T T T
J‘of(t) sen neyt dt = jﬂ a, sen nw,t dt + J f1(2) sen nw,t dt
0
(15-19)

2 Algunos autores escriben el primer término de la ecuacidn (15-3) como
a0/2, de tal manera que la ecuacion (15-18) se reduce a la (15-16) para n =0.
Segiin esta convencidn, ag es dos veces el valor medio de f{r)} durant¢ un
periodo.




Evaluacion de los coeficientes de Fourier S15

y la Unica integral distinta de cero es la del segundo término del lado
derecho de esta ecuacion, de la forma de la expresion (15-12), ef cual
tiene el valor 7/2. En consecuencia, el valor b, estdi dado por la
ecuacion

T
b=2 f Ft) sen nasgt dt (15-20)
o

y s¢ han evaluado todos los coeficientes de Fourier. El uso de las
ecuaciones (15-16), (15-18) y (15-20) se ilustra en los siguientes ejem-
plos.

EJEMPLO 1

En ia figura, 15-5 se muestra una sefial de voltaje de onda cua-
drada, que se desea representar por medio de una serie de Fourier.
Esta forma de onda se escribe como sigue:

v, 0<t<T/4
o) =<V, T/4 <t < 3T)4 (15-21)
Y, 3T/4<t<T

Volts|
+V

N
e

-V

Figura 15-5. Onda cuadrada o rectangular de amplitud 27 con
un periodo T = 27/yp.

Con sélo ver la onda cuadrada, se apreciard que el valor medio de
un perfodo es cero, de manera que se obtiene o =0 sin utilizar la
ecuacién (15-16). Con la ecuacién (15-18) se puede obtener el valor
de a,, para n =1, de donde

2 T/4 T/4 T
a, = —(VJ. COS (ot dt — Vf coS wot dt + Vf cos wntdt)
T Q T/4 T4
(15-22)
_ 2 w7 ( 3.7 aﬁ') ( _ 3co\,T)'l
= wDT[senT — sen—4 sen 4 -+ {sen w7 — sen 3 J

(15-23)
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Puesto que wet = 27, se obtiene para a,

_V _ 4V g
a‘_n(1+2+1)‘7z (15-24)
Aplicando el mismo procedimiento para todos los valores de 7 se
encuentra que

Y =5,
nr
GEIZA o3, (1525
nn
0, n = enteros pares
b= 0, todos »

Por tanto, la serie de Fourier es

o(r) = %{Z(cos @t — % cos 3wef + 4 cos Swef — 4 cos Twot +...)
(15-26)

Esta suma de los voltajes arménicamente relacionados es igual a la
onda cuadrada, como se ilustra en la figura 15-6, y para la red de
generadores multiples de (b) la respuesta total se puede determinar por
superposicion. Los espectros de amplitud y fase de la onda cuadrada
se ilustran en la figura 15-7.

it —m

Figura 15-6. Por medio de Ia
serie de Fourier, una funcién
periddica como fuente de vol-
taje se puede substituir por #
fuentes de voltajes senoidales en
serie, las cuales tienen amplitudes
dadas por Jos coeficientes de
Fourier y de frecuencias arméoni-
camente relacionadas, nwy, don-
1) de n es un entero.
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€|
0 L1
0 1 2 3 4 5 6 7
@ n (o nwy)
-8
s
Figura 15-7. Los espectros de
magnitud y fase para la forma
de onda de la figura 15-5. Las
gréficas se presentan en funcién
0
e~ S N R
mo se in-
. ’ 0
dica en la figura. b) n {0 ntao)

De acuerdo con las ecuaciones (15-25) y (15-26), se observa que la
mayoria de los coeficientes de Fourier son cero. A continuacion se
muestra que ésta es una consecuencia de ciertas simetrias de la sefial,
y gue esa informacién se puede determinar directamente, a partir de
la forma de onda, con lo que se evita la necesidad de evaluar las
integrales que deben tener un valor cero.

15-3. SIMETRIAS DE FORMAS DE ONDA EN RELACION
CON LOS COEFICIENTES DE FOURIER

En esta seccién se estudiardn algunas propiedades interesantes de las
esfales periddicas y, asimismo, se derivarin reglas que simplifican la
evaluacion de los coeficientes de Fourier. Se dice que una funcién f{t)
que satisface la condicion

SO = f(=9 (15-27)

es una funcion par. Las funciones pares de especial interés para este
estudio son las funciones cosnwe? y la constante 2o, aunque existen
muchas otras, tales como isen #], #* para n par y la onda cuadrada de
la figura 15-8(a). Del mismo modo, si f{#) satisface la ecuacion

SO =—f(=1 (15-28)

se dice que es una funcion impar. En este caso el interés reside en las
funciones impares sennwot. Otras funciones impares son * para n
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coseno 7 Onda cuadrada £

“ ta}
semo Al _ _ _ _ Ondatriangular £
\ /\
. Y \'
“ (&)

Figura 15-8. Ejemplo de (¢) funciones pares y (b) funciones
impares.

impar, § =tan~'w del capitulo 13 y la onda trangular de la figu-
ra 15-8(b).

Las funciones elementales que se utilizan como ejemplos en la ex-
posicidn son pares e impares. Si se suma cierto nimero de funciones
pares, el resultado es par y la suma de funciones impares es también
impar:

Suma de funciones pares = funcién par (15-29)

Suma de funciones impares = funcién impar (15-30)

Sin embargo, si una funcién impar se agrega a una suma par, el
resultado no ‘es par ni impar, sino que se dice que tiene una parte par
y otra impar:

FO =10+ 150 (15-31)
en donde
fo=Par f(t) (15-32)
y
Jo =lmpar f(£) (15-33)
Ahora,
f=)=f{=OD+f(=1) (15-34)

y, de acuerdo con los resultados de las ecuaciones (15-27) y (15-28),

F(= =7 — 1) (15-35)
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Al sumar y testar las ecuaciones (15-31) y (15-35) se obtiene

JL8y=Hr@) + (=0 (15-36)

F =@ — f(-1) (15-37)

A continuacién se aplican estos resultados a las ecuaciones para los
coeficientes de Fourier. Puesto que el interés se cemtra em comparar
f(t) con f(~t), se escoge el intervalo para la integracion de —7/2 a
T/2, comespondiendo a fp =—T/2 de la seccién 15-2. Entonces, Ia
ecuacién (15-18) se puede escribir como sigue:

2 T/2 T/
a,= _[ 1, cos neot dt + [, cos nw,t dt] (15-38)
T -1/2 -T2
y, de acuerdo con la ecuacién (15-20),
2 T/2 T/2
b, = —T{ f.sen nwgt dt + f, sen nwot dz] (15-39)
-T/% . ~T/2

Como en estas integrales se incluyen productos de funciones, se
reconoce que

Funcién impar x funciéon impar = funcién par  (15-40)

Funcién par X funcién par = funcién par  (15-41)

Funcién par X funcién impar = funcién impar  (15-42)

y que para cualquier funciéon paf fe

[ rwyar=2f rwa (15-43)
.
en tanto que para cualquier funcién impar f,
[" rwa=o (15-44)
—to

para cualquier #o, aunque se usard fo = 7/2. De acuerdo con estos
resultados, se considerard a continuacién cierto nimero de simetirias
importantes que pueden existir en las funciones periddicas.

1. f(r) es una funciéon par. De acuerdo con la ecuacién (15-29) se
sabe que f, =0, implica que b, = 0. Esto se observa también en la
ecuacion (15-39) con f, =0, puesto que f, sennwyt es impar para
todos los valores de n y la integral es cero, por la ecuacidn (15-44).
Aplicando las mismas condiciones a la ecuacién (15-38) para a, se
obtiene de la ecuacion (15-43):

4 T/2
4= J J(2) cos nagt dt (15-45)
o
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Yy
a=2 f ™ oyt (15-46)

Por tanto, el desarrollo de la serie de Fourier de una funcion perio-
dica par contiene sélo términos en coseno Y una constante.

2. f(r) es una funcién impar. Mediante un anilisis similar, la ecua-
cion (15-30) indica que f, =0, de manera que 4, =0 y ao = 0. Esto
se observa también en la ecuacién (15-38), en donde fe=0y
fo cosnwqt es impar para todos los valores de n, de tal manera que,
de acuerdo con la ecuacién (15-44), g, = 0. Al aplicar estas condiciones
a la ecuacién (15-39) para b,,, se obtiene, utilizando la ecuacién (15-43):

4 T/2
b, = T f f(#) sen nw,t dt (15-47)
o

En resumen, el desarrotio de la serie de Fourier de una Suncion
periddica impar contiene solo términos en seno.

3. Simetria de media onds. Esta simetria se describe mediante la
condicidén

soy=—f(r 1) (15-48)
y se ilustra en la figura 15-9, indicando que la forma de onda cuando

t aumenta de —7/2 a cero, es la negativa de la forma de onda cuando ¢
aumenta de cero a T/2. Es evidente que esta forma de onda no es par

fi

rofrg "
DN

12

'
)
o
e
=)
~pg

Figura 15-9. Iustraciones de la simetria de media onda.

s
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ni impar, de modo que debe ser ambas cosas. Para obtener expresiones
para los coeficientes de Fourier, véanse las ecuaciones:

2 T/
a, =< S(t) cos nevt di (15-49)
T =T/
Yy
2 T/2
b=+ J(f)sen nwot dt (15-50)
-T2

Ahora los cuatro integrandos de estas ecuaciones no son par ni
impar para todos los valores de n. A continuacion se delinea un método
mediante el cual se puede mostrar que los integrandos son siempre
impares para valores pares de 1 y siempre pares para valores impares
de n.

En la figora 15-10 se ilustra una forma de onda f{r) con simetria
de media onda, como también senncwoef para n=1 en (2) y para
n=2 en (c); las dos formas de onda se deben multiplicar entre si y
luego integrar, como se especifica en la ecuacion (15-50). En lo que
respecta al valor de la integral, las funciones que se indican de ~7/2 a
0 se pueden cambiar de un extremo a otro sin transformar la integral.
Las formas de onda se modifican de esta manera en (b) y (d). Para la
de (b), se tiene que una funcién impar por otra funcién impar, da
una funcién par, de manera que, de acuerdo con la ecuacién (15-43),
el valor b, es el doble de la ecuacién (15-50), con los limites cambia-
dos de 0 a 7T/2. Ahora, para el valor par n =2, (d) muestra que se
tiene una funcibn par por uma funcién impar, dando una funcién
impar, de modo que, de acuerdo con la ecuacion (15-44), el valor es
cero. Se puede aplicar el mismo método a las ecuaciones (1549) y
(15-50) para todos los valores de #n, dando el resultado

a, =0, a,=b,=0, n par (1551)

4 (™
a =7 f () cos newt dt n impar (15-52)
o

T/2
b, = % , f(1) sen nw,t di, n impar (15-53)

En resumen, el desarrollo de la serie de Fourier de una funcion
periédica con simetria de media onda contiene solo armonicas impares.
El estudiante no tendrd ninguna dificultad para distinguir entre las
funciones impares y las arménicas impares. Por ejemplo, bs sen dwot
es una arménica par pero una funcion impar. ;Y qué se puede decir
respecto a ay cos 4wet?

Figura 15-10. Formas de onda
que se utilizan para jlustrar la
conclusion de que las funciones
periédicas con simetria de me-
dia onda contienen sblo armd-
nicas impares.
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EJEMPLO 2

En la figura 15-11 se muestra una forma de onda triangular o en
dientes de sierra. Se trata de una funcién impar, de manera que las
condiciones de simetria requieren que @, = 0 para todos los valores de
n, incluyendo n = 0. Para determinar los coeficientes b,,, se hacen las
substituciones

%t, 0<t<—£—
wt) = w T T (15-54)
_7—;+2V, T<t<7

Figura 15-11. Forma de onda triangular que se analiza en el
ejemplo 2.

en la ecuacion (15-47), de lo cual se obtiene
134 1 1
o(t) = F(sen @ot — gz sen 3wt + srsen Swet — .- - ) (15-55)

Se observard que la amplitud de los coeficientes disminuye con
mayor fapidez con n para este tipo de forma de onda, en compara-
cién con la figura 15-5 descrita por la ecuacién (15-26).

EJEMPLO 3

La forma de onda.de sefial que se muestra en la figura 15-12(a)
no tiene ninguna de las simetrias que se han visto en, esta seccion, de
manera que debe tener una parte impar y otra par, como en la ecua-
cién (15-31). Utilizando las ecuaciones (15-36) y (15-37), las partes de
la sefial se determinan como se indica en ®) v {c) de esta figura.
Estas son las formas de onda de los ejemplos 1y 2, de manera que la
serie de Fourier es sencillamente la suma de las ecuaciones (15-26) y
(15-55). Esto ilustra una técnica muy Gtil en el andlisis de las sefiales.

Volviendo a la forma de onda triangular de la figura 15-11, véase
que la eleccion del tiempo de referencia ¢ = 0 determina si v(t) es una
funcién par o impar. Como se muestra, s¢ trata de una funcion impar;
si se traslada a la derecha en f= T/4 unidades, se convierte en par.
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Figura 15-12. Una funcién que no es par ni impar se puede
resolver en una parte par, f,, y en una parte impar, fo, de
modo qus f=f, +fo.

Ahora, la eleccion de un tiempo de referencia parece algo arbitrario y
por lo menos al principio sorprende encontrar que en un caso se
obtiene una serie coseno y en el otro una serie seno. (Qué sucede
cuando se traslada el tiempo de referencia £ =0 y qué lineamientos se
pueden utilizar para seleccionar este tiempo?

En primer lugar, el traslado de una forma de onda hacia arriba o
hacia abajo con respecto a F=0, o sea el eje horizontal, se fogra
cambiando 4o. Si f; =Kg¢ + 1, en la serie de Fourier para [y, Kq, se
combina sdlo con ao. Por tanto, la suma de K, 2 una sefial fi tras-
lada la forma de onda resultante f, en sentido ascendente z Ko uni-
dades para valores positivos, en forma descendente a Ko unidades para
valores negativos. Inversamente, la seleccion del eje f=0 o eje hori-
zontal afecta sélo a a,.
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Un cambio en el eje =0 o del tiempo de referencia, o bien un
desplazamiento en el tiempo de la forma de onda, tiene un efecto
diferente. Para un término tipico de la ecuacién (15-6),

S = ¢, cos (naset + 8,) (15-56)

un traslado en el eje del tiempo tal que #' = 0 cuando ¢ = 7, hace que ¢
de la ecuacién (15-56) se substituya por #' + r, de modo que el término
trastadado es

Sty = cqcos [nog(t’ + 1) + 6.

= ¢, cos (nwet’ + ¢,) U357

en donde

¢. =6, + not (15-58)

Obsérvese que c,, un término del espectro de magnitud, es igual
para f,(t") que para f,(1); pero que el término del espectro de fase
cambia de 8, a ¢,. Ahora se ve que para la onda triangular con que
se inicid esta exposicion una serie seno o una serie coseno podria
representar tal funcién, ya que las funciones seno y coseno’se ‘rela-
cionan entre si por un cambio de fase de 90°. Al analizar la forma de
onda para la que se debe seleccionar un tiempo de referencia se puede
escoger dicho tiempo en tal forma que se facilite la determinacion de
los coeficientes de Fourier, preferiblemente haciendo que la funcién
sea par o impar. No obstante, lz seleccion de t=0 o el Hempo de
referencia no afecta al espectro de magnitud, pero determina al espec-
tro de fase.

15-4. CONVERGENCIA EN SERIES TRUNCADAS

Las condiciones en las que se puede escribir la serie de Fourier
para una funcién periédica, como en la ecuacién (15-3), se conocen
como condiciones de Dirichlet, en honor del matemdtico del mismo
nombre, que fue el primero en descubrirlas. Estas condiciones requie-
ren que, en cada periodo, la funcién (1) tenga un ntimero finito de
discontinuidades, (2) posea un nimero finito de méximos y minimos
y (3) sea absolutamente convergente

f: f(0)] de < eo (15-59)

En este estudio se supone que las condiciones som continuas y se
excluyen funciones de impulso y las derivadas de estas funciones.?

3 Para un ejemplo de los tipas de operaciones posibles cuando se permiten
impulsos y dobletes, véase F.F. Kuo, Network Analysis and Synthesis, 2.2 edi-
cién (John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1966), paginas 58-63.
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Tampoco aparecen funciones tales como sen (1/7) o 2 sen (1/r) que
se excluyen por los requisitos (1) y (2).

En primer lugar se estudiarin las consecuencias de truncar la serie
infinita de Fourier, lo cual significa que se estudiard la serie finita, en
la que se rechazan todos los términos posteriores al nésimo. Se supon-
dri que esta suma parcial es s,(t). El error de truncamiento es la
diferencia entre f{£) y s,(¢):

€, = f{O) — s.0) (15-60)

Una medida atil o cifra de mérito que se utiliza en estudios avan-
zados es el error medio cuadritico, que es

L:%ﬂMMWt (15-61)

La llamada propiedad de los minimos cuadrados de la serie de
Fourier indica que la serie de Fourier truncada s, minimiza el valor
de E,, determinado por la ecuacién (15-61) en el sentido de que no se
puede encontrar un valor mds pequefio de E, para otra serie con el
mismo numero - de términos.* Para ilustrar esto se verd la serie de
Fourer para una onda cuadrada, dada por la ecuacién (15-26), con la
simplificacién de que ¥ =m/4. Para esta serie, las primeras tres de las
series truncadas son:

5 = COS ot (15-62)

§; = COS Wyl — % COS 3wt (15-63)
y

53 = COS @of — % €08 3wt -+ } cos Swgt (15-64)

Si se compara la tercera de éstas con otras series,

Ps = d 08 @t + d; €08 3wet + ds cos Swgt (15-65)

entonces s¢ sabra que no hay valores de d,, d3 y ds que minimicen
el error en el sentido de los minimos cuadrados mejor que los valores
que se utilizan en la ecuacién (15-64). El mismo postulado se aplica a
p3 con ds =0, comparada con s; y p3 con d3 =ds =0, comparada
con §;.

De acuerdo con este analisis, se sabe que el error se minimizard,
pero no se tiene un método general para asegurar que sera menor que
alglin valor prescrito que no se obtenga sino a base de tanteos, usando
mds términos, hasta que se satisfagan las especificaciones.

4 Para un estudio detallado, véase E.A. Guillemin, Mathematics of Circuit
Analysis (john Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1949), paginas 4¥2-496.
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Las condiciones de Dirichlet permiten un namero finito de discon-
tinuidades en cada periodo de f{t) de la forma de los saltos que se
ilustran en la figura 15-13. Esto es importante en este estudio, porque
con mucha frecuencia se utilizan las representaciones en serie de
Fourier de tales funciones, siendo la onda cuadrada un ejemplo de
ello. ;Qué valor asumird la serie de Fourier f{7) o la truncada s,() en
la discontinuidad? Supéngase que la funcidn f(r) es discontinua en
ty, con distintos limites a la derecha y a la izquierda de ¢;. Estos
valores se distinguirdn como sigue: f{f;~) y fit;+). El valor en ¢ = ¢,
serd

Sl = LR F ) (15:66)
de modo que

f@) = fi=) = f(t+) = f(t) (15-67)

lo que significa que la seric adopta un valor medio entre los dos
valores de la funcién. Estos valores se indican con puntos en la figu-
ra 15-13.

f
Figura 15-13. Discontinuidades
de f(r) en donde los circulos L
indican el valor dado por la se- ! |
rie truncada en la discontinui- ) 7 T
dad. U

Por supuesto, es. demasiado esperar que s,, siendo sdlo una suma
parcial de la serie de Fourier, pase a través de los tres puntos, f(f, -),
fry) y A, +): esto requeriria una pendiente infinita. Se espera que
haya un error considerable cerca de la discontinuidad, lo que, en efec-
to, viene a ser el caso. Este efecto se conoce con el nombre de
fenomenos de Gibbs,® en honor del primer hombre que los investigod,
Sir Willard Gibbs.

En la figura 15-14 se ilustra el rebase caracteristico y el decre-
mento oscilatorio amortiguado de los fendmenos de Gibbs. La magni-
tud del rebase es el 9% del salto total, cuando n - co. La naturaleza
de las oscilaciones camnbia con n, la frecuencia angular aumenta y el
intervalo de tiempo en el decremento disminuye.

5 E. A. Guilleminn, op. cit., paginas 85-496.
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Jo A M ¢

Figura 15-14. El rebase y el decremento oscilatorio que carac-
teriza a los fenémenos de Gibbs,

Al comparar la serie de Fourier para la onda cuadrada y la onda
triangular del ejemplo 3 se observa que la serie para la onda triangular
disminuye con mayor rapidez al aumentar n que en el caso de la onda
cuadrada. Este es un ejemplo del caso mds general que se verd a
continuacion.

Sean las formas de onda que se ilustran en la figura 15-15. Estas
formas de onda son miembros de una familia que se vio ya en el
capitulo 8, en que. f, es la derivada de f,, f, de f,, ¥ fg de f,. Se
desea estudiar la relacion del contenido de frecuencias de las formas
de onda en (@), () y (¢), excluyendo sélo a (d) que contiene fun-
ciones de impulso. Intuitivamente se espera que se requieran més tér-
minos en una serie truncada de Fourier para representar a b que a g,
y ac¢ que a b, debido a la “continuidad” decreciente de las formas de
onda fz, fp ¥ fe- Y, por supuesto, este hecho esperado coincide con
lo que s¢ vio en el ejemplo 3.

.
/
/-\ l

fa

Ty

fa T Figura 15-15. Cuatro formas de
T onda que se relacionan por deri-
7 vacién de arriba hacia abajo y
por integracion de abajo hacia

—e —e arriba.
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La ley que establece la forma en que los coeficientes de Fourier
disminuyen al aumentar n se expresa convenientemente en funcion del
ntimero de veces que se debe diferenciar una funciébn para producir
una discontinuidad o salto.® Sea esa derivada la késima. En ese caso,
las siguientes desigualdades se aplican a los coeficientes de Fourier:

M

g
2

o, < M (15-68)

la,| < 8

en donde M es una constante que depende de f{r) pero no de 7 Es
evidente que en estas ecuaciones el signo de igualdad representa el
limite superior del decremento del coeficiente en funcién de n. lLa
aplicacién de las ecuaciones (15-68) a las formas de onda de la figu-
ra 15-15 (v otras formas de onda de diversos tipos) se resume en la
tabla 15-2. Se observa que, para la rapidez mds pequefia del decre-
mento de los coeficientes, es 1/, que es una consecuencia de haber
excluido de este andlisis a las funciones de impulso.

La rapidez del decremento de los coeficientes de Fourier con # se
puede expresar también en funcion de las pendientes de 6 db/octava,
ya conocidas en el capitulo 13, expresando la,| o byl en dby grafi-
cando a (o nw,) en una escala logaritmica. En la figura 15-16 se
muestra una grafica de 20 log la,,| db para log w. Los limites superio-
res de las pendientes correspondientes a los tres primeros casos de la
tabla 15-2 son —6, —12 y —18 db/octava.

TABLA 15-2.

Condicién Ley* que describe el limite
superior de reduccion de lay|

Salto en: | Impulso en: Ejemplo y ibpl con n

0 £10 Onda cuadrada %

£ £7(¢) | Onda triangular %

v 11 Forma de onda 1

e o parabdlica n?

R L0 - 5

n*

*Esta es también la relacién lep/ayl v Jb,/byl, si todas las cantidades son
distintas de cero.

6 . S. Sokolnikoff y R.M. Redheffer, Mathematics of Physics and Modern
Engineering (McGraw-Hill Book Co., Nueva York, 1958), pagina 211.
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[eal ¢, {normalizada)
db Limite superior del
/ espectro, con saltos
en fit)

—6 db/octava

—12 db/octava

log w

—18 db/octava

Salftos en £ {¢)

Figura 15-16. El limite superior para la magnitud de las lineas
en el espectro en db, graficado en funcién de logew. En la
figura se ilustra la conclusién de que ese limite superior dismi-
nuye con una rapidez de 6(n 1) dbjoctava, donde n es el
ntimero de veces que la funcidn se debe derivar para producir
una discontinuidad de salto.

En términos de las nociones que se introducen en este estudio se
puede anticipar el espectro de magnitud para una forma determinada
en el dominio del tiempo y viceversa, se puede anticipar la forma de
onda en el dominio del tiempo, con base en el espectro de magnitud.
Esta es una gran ventaja para cualquier ingeniero. Si en una forma de
onda hay saltos, se sabe que su espectro de magnitud contendréd lineas
que disminuyen sélo como l/n. Una forma de onda en que la pen-
diente cambia bruscamente en algin punto durante el perfodo, pero
donde no hay saltos, requeriré cuando mucho una ley 1/n2. Una for-
ma de onda con ondulaciones parabélicas intrincadas requerird, cuando
mucho, una ley 1/n3. Conforme las ondulaciones se hacen cada vez
mis pequefias, se llega finalmente a la forma de onda mis suave de
todas, la senoidal propiamente dicha.” En la figura 15-17 se muestran
ejemplos para ilustrar esas observaciones.

7 Mason y Zimmerman describen las formas de onda y sus espectros en fun-
cién de dici que L ido, variacion y ondulacién. Véase
S.]. Mason y H.J. Zimmerman, Electronic Circuits, Signals and Systems (John

Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1960), paginas 235-242.
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Call
@1 [~~~ _ -6 db/octava
t Ll
L. 1 2 ! | 3 ,8[ n
@ o
€2l
db{ [~
fa S~ ~ =12 db/octava
. AN
N
1 2 4 | .8 n
‘ IS
® ' )
a3
db
f3
t

{c)
Figura 15-17. Tres ejemplos que ilustran la conclusién general
que se muestra en la figura 15-16. Cada parte de la figura pre-

senta una forma de onda y su espectro de magnitud con una
magnitud normalizada para n = 1.

15-5. FORMA EXPONENCIAL DE LA SERIE DE FOURIER

La serie de Fourier se puede expresar en una forma equivalente, en
funcién de las exponenciales e* /< o?. Supdngase que los términos en
la serie se agrupan en la forma

() = ao + 3 (a, o5 naset + bysennwer)  (15-69)
n=1

Como se hizo en el capitulo 6, el coseno y el seno se pueden
expresar en funcién de las exponenciales como sigue:

€S Nt = Y(em - gmime) (15-70)

sen nagt = 4 (e — g~ inont) (15-71)
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Substituyendo estas ecuaciones en la expresion (15-69), se obtiene
el resultado

10 = a+ 5 (0.5 HE 4,

gt _ g= nont
2%j

Para simplificar esta ecuacion, se agrupan los términos con exponen-

ciales similares. Observando que 1/j = —j, la ecuacién se convierte en

O =a+3 [( Sy )e,m: + (“" ‘Hb) -Jw-'] (15-73)

Para simplificar esta expresion se introduce a continuacién un nue-
vo coeficiente para reemplazar los coeficientes @ y b. Por definicion,

) (1572)

=Gzt o @ty g=a, (57

La nueva forma de la ecuacidn (15-73) es
1) = &+ 3 e+ e_eme) (1575)
ne=]
Ahora ya se pueden entender mejor las operaciones que se acaban
de efectuar. Hacer que n varie desde ! hasta infinito en esta ecuacion

equivale a hacer que n varfe de —oo a + oo (incluyendo el cero) en
upa ecuacidn compacta,

70 = 3 gere (15-76)

Y ésta es la forma exponencial de la serie de Fourier. Los coefi-
cientes ¢,, se pueden evaluar ficilmente en funcion de a, y b,, que
va se conocen. Por tanto,

T ; T
&, = L S() cos nwot dt — L | £(6) sen neot dt
T 0 T [
1 7
= Tj J()(cos nwyt — j sen nw,t) dt (15-77)
o
1 T
== | [ Imtdt
r,

Esta ecuacidbn de ¢, se aplica tanto si n es positiva, como se su-
puso, como si es negativa o cero, lo cual se puede demostrar exacta-
mente mediante e] mismo procedimiento. El iflde se usa para distin-
guir entre el valor real de ¢, de la seccién 15-1y el complejo ¢, de
esta exposicion. Si se hace que

¢, =|&,e*, o, =&F =g, le (15-78)
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entonces

|6, = }/aZ + B} = 4. (15-79)

6. = tant — 2= (15-80)

para todas las n, excepto n =0, cuando o =do, que €s real y es el
valor medio o cd de (7). Esta diferencia entre &, ¥ ¢n establece una
diferencia en el espectro de la forma ordinaria y la exponencial de la
serie de Fourier; pero la diferencia es sencillamente un factor escalar
de 1/2 para todas las lineas, excepto para la de n=0. Se establece
una distincién entre los dos casos utilizando 1a tilde, y también gra-
ficando los valores positivos y los negativos de n para los espectros
obtenidos a partir de la forma exponencial de la serie.

EJEMPLO 4

La forma de onda del voltaje de barrido que se ilustra en la figu-
ra 15-18 se representa en un ciclo por la ecuacién de una recta,
v = (V/T)t, que se puede substituir en 1a ecuacién (15-77) para obtener
los coeficientes é, de Fourier:

. _ 1 j’ V.-

&, = | mteTrdl (15-81)
T), T

¢ = (15-82)
-12/-, n=20

Figura 15-18. Forma de onda
de voltzje de barrido del ejem-
plo 4.

-7 lo T t

Este resultado, que muestra que ¢, disminuye con 1/n, se podia
haber previsto debido a la discontinuidad de saltos en la onda. Substi-
tuyendo estos valores de &, en la ecuacién (15-76), se obtiene la
siguiente forma para la serie exponencial de Fourier:

R 4 st Y st _ IV g ent 4
) =... 6”e’ 4,,51 27[2 +2

L R G
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Si se desea reducir este resultado a la otra forma de la serie de
Fourier, los coeficientes ¢ y b se pueden determinar a partir de las
ecuaciones que se infieren de las definiciones de la ecuacién (15-74).

@G=Cit il by=jG—C),  ai=¢ (1584)
De acuerdo con esas ecuaciones, a, =0, ao = V/2 vy b, = — V/nr y
la serie de Fourier se convierte en

_ 1 1 1 1
(1) = V[-z— — 7(sem wt + 5 sen 20t + sen 3ot 4. .. )]

(15-85)

Los espectros de linea derivados de la ecuacién (15-83) se muestran
en la figura 15-19.

Se puede interpretar cada término de la ecuacién (15-83) o la ecua-
cién mds general, la (15-76), como un fasor giratorio, excepto para &,
que es estacionario. Los términos de la forma e/”“o? giran en sentido
contrario de las manecillas del reloj y e~/ o? gira en el sentido de las

IEn R
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 &
:

éa| 712

=6 -5 -4 -3 -2 -1 ] i

1 3 4 5 &
n

~%/2

Figura 15-19. Espectros lineales para la forma de onda que se
ilustra en la figura 15-18.

manecillas del reloj; é, y é_, determinan la posicion de los fasores
para ¢=0; véase la figura 15-20. Este nimero infinito de fasores gira-
torios, que tienen sdlo rotaciones a velocidades multiples de la fre-
cuencia fundamental w,, se suman para dar f(¢). Si la serie estd trun-
cada, los fasores se suman para dar s,, que se aproxima a f Para
ilustrar este punto véase la serie del ejemplo 4 en la ecuacién (15-83).
Para esta serie, ¢, = —p_,, lo cual significa que se anulan las compo-
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Real

-

o

=

Figura 15-20. Dos fasores gira-
torios que tienen las posiciones b "?
C_p ¥ cp para t=0.

3

2 El punto Oes % + /0

_,
i
ol

r
B

T 3T T 5
4 8 2

=

%)
Figura 15-21. (a) Nueve posiciones diferentes de los tres faso-
res giratorios. La parfe real de la suma de estos fasores es la
amplitud de g3(+). El pequefio circulo indica la posicién
(@/2) 40 y el niimero de cada fasor es n en e/nwot,
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nentes imaginarias de los términos de igual frecuencia, pero que las
partes reales se suman. Siendo éste el caso, se puede dividir la serie en
dos, incluyendo el término constante V/2=(V/4)+ (V/4) y sumar
solo las n positivas. Una vez hecho esto, la parte real de la suma de
los fasores tendrd la mitad de la amplitud de la funcién. En la figu-
ra 15-21 se ilustra una grifica de este tipo para el ejemplo 4, simpli-
ficado al hacer que ¥ = 27. Se truncd la serie en n = 3; el valor de ¢,
es 7/2, las magnitudes restantes son 1, 1/2 y 1/3 y los fasores son
todos de 90°. En la figura 15-21(a) de la pigina anterior se muestran nue-
ve posiciones distintas de los fasores giratorios, y los valores deter-
minados en esta forma a partir de la suma de las partes reales se
presentan como s3(f) junto con f(¥) en (b) de esta figura. Si se suman
cada vez mis fasores giratorios de menor longitud pero mayor velo-
cidad de rotacién, la suma fasorial formard una espiral en tal forma
que la parte real aumente linealmente con el tiempo.

15-6. RESPUESTA DE ESTADO PERMANENTE
A SENALES PERIODICAS

Ahora ya es posible estudiar el problema que se da al principio de
este capitulo. De acuerdo con la figura 15-1, ;cudl serd la respuesta
de estado permanente para una entrada periddica que se puede expre-
sar en la forma de serie de Fourier? Se recordard que este tema se
tratd en el capitulo 8 y que aqui se busca un método alternativo de
resolucidn. Se estudiarin dos planteamientos de este tema.

1. Método fasorial directo. Este método se basa en el planteamien-
to del capitulo 12 en que se utiliza superposicion. Se sabe que el
fasor que representa a la respuesta es igual al! producto de la funcion
de red y el fasor que representa a la excitacién. Véase el caso del
punto impulsor con

I=7YV (15-86)

Si V se puede resolver en cierto nimero de otros fasores de modo
que

V=V V,+...4+V, . (15-87)
entonces
I=YV, 4 YV, 4 ...+ YV, (15-88)
Un término de esta suma se puede escribir como

I, = Y(kwo) V, (15-89)
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en donde Y se determina a la frecuencia del fasor Vi que es kwo.
A continuacién se pasa del dominio de frecuencia al dominio del tiempo
para dar la i correspondiente a Iy,

(1) = |1 | cos (kwot + 65) (15-90)

y la respuesta serd la suma de los términos iguales a la ecuacion (15-90)
para todos los valores de k. Por supuesto, esto se aplica solo a res-
puestas de estado permanente. De hecho, en este método se substi-
tuye una excitacién por un nGmero infinito de fuentes, como se in-
dica en la figura 156, y luego se aplica el principio de superposicion
para obtener la respuesta de estado permanente.

EJEMPLO 5

Véase el problema de determinar la respuesta de estado permanente
cuando una fuente de onda cuadrada excita a un circuito RL. La serie
de Fourier para una onda cuadrada estd dada por la ecuacién (15-26);
para simplificar sea wo = 1 radidn/seg y ¥V =n/4, de tal manera que la
serie es

v(t) = cost — ycos 3t + doos St ... (15-91)

Utilizando el método de la seccién 12-5, los fasores correspon-
dientes a los tres primeros términos son

vV, =1e/, Vy = dem 17, Vs =1e/” (15-92)

Si R =1ohm y L = [ H, entonces, para este problema,

. I
= 15-93
Y(jn) T ( )
y de acuerdo con esta ecuacion, se determinan los valores
O Sy
Y = ﬁe 4
Y3 = r}ﬁe (15:94)
y
1 o-i78.8°

Y(j5) = 7%

De acuerdo con la ecuacion (15-89), los fgsores de corriente son

1, = 0.707 e~ 45
I, = 0.]05 g"251:5° (15-95)
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I, = 0.039 e™/7ev’

Entonces, la corriente total tiene los siguientes tres primeros tér-
minos:

i(r) = 0.707 cos (t — 45°) + 0.105 cos (3¢ — 251.6%)
-+ 0.039 cos (5t — 78.8°) -+ ... (15-96)

Conforme aumenta mucho el nimero de términos de la serie, la
respuesta i(z) se convierte en lo que se ilustra en la figura 15-22.

I T B
| \/ ! Figura 15-22. La excitacién v y
‘LA“ﬁJ [ la respuesta i calculadas en el

ejemplo 5.

2. Método del producto de espectros. El segundo método utiliza
los espectros de amplitud y fase de la excitacién, junto con el de la
funcién de red. Por analogia con la ecuacién (15-86), se observa que

<espectro de amp[itud> _ < magnitud de la )
de respuesta ~ \ funcién de red
<espectro de amplitud) (15-97)

de la excitacion

de tal manera que

<espectro de fase)
de la respuesta

_ (fase dela funcién) . (espectro de fase
a de red 7\ de la excitacién

En algunos casos el espectro de respuesta que se obtiene en esta
forma basta para solucionar un problema, sobre todo si se usan los
métodos de estimacién de la ltima seccidn. Si se requiere la respuesta
de tiempo en la forma de la ecuacidn (15-96), se pueden aplicar los
métodos fasoriales del capitulo 12. Si se permite que ¢, =V, en la
ecuacion (15-76), la excitacién se puede expresar como sigue:

)(1 5-98)

o) = f)m V,eiros (15-99)
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Multiplicando cada V, por la admitancia apropiada, como en la
ecuacion (15-89), se obtiene la siguiente expresion para la respuesta de
estado permanente:

(D)= 3 Y(jnwo)V.el (15-100)

Este resultado se puede simplificar a la forma de la ecuacién
(15-96) si se combinan pares de exponenciales de la misma frecuencia
nwe. Se pueden escribir formas equivalentes de la ecuacién (15-100)
en términos de las partes Re o Im, con # que va de 0 a , utilizando
los métodos de la seccién 12-4.

EJEMPLO 6

Véase la onda cuadrada de la figura 15-5, con el origen trasladado
a la izquierda en 7/4 para quedar en la discontinuidad de salto. Sea
wo=1y V=mn/8 de tal modo que la serie de Fourier en la forma
exponencial de la ecuacion (15-99) estd dada por

lV.I:ﬁ, n= L1, 3, 45, ...
¢, =—90° n=135... - (15-101)

@, = +90°, n=-—1,-3,-5,...

Los espectros de linea de la amplitud y la fase aparecen ilustrados
en la figura 15-23(¢). En (b) de esta misma figura se muestran la

[Vnawoi Y(jw)l
]
[
I
I
|
|
I
|
|| ' | |
5 -3 -1 1 3 5 5.3 <1 13 5
w w
Fase ! Fase de Y(juw)
190° t0°
|
! 5 1 3 5
-5 -3 -1 UL -5 -3 -1 @
|
g0 —arr]

I
(a) ®)
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1(nwo),

-5 -3-1"'1 3 5

Fase! gpe
!
, i1 3
-5 -3 -1 | w
H ,
—1gor——t L

(c)

Figura 15-23, (@) Los espectros lineales del voltaje, (B) los es-
pectros continuos de la funcidn admitancia y (c) los espectros
lineales de la corriente, que se determinan al multiplicar los dos
espectros de magnitud y sumar Jos dos espectros de fase.

magnitud y la fase de Y(w). Al aplicar las ecuaciones (15-97) y
(15-98) se obtienen los espectros de amplitud y fase de la respuesta,
que se¢ muestran en la figura 15-23(c). Los valores de Y de la ecua-
cién (15-94) se pueden utilizar junto con los valores de Vy de la
ecuacion (15-101) para determinar i(f) en la forma de la ecuacion
(15-100). El resultado se puede reducir algebraicamente a la forma de
la ecuacion (15-96).

15-7. EL ESPECTRO DE POTENCIA DE
SENALES PERIODICAS

Para determinar el valor eficaz o rmc de una funcién no senoidal
pero peridica se principia con la representacion de la funcién en serie
de Fourier, escrita en la forma exponencial de la ecuacion (15-76):

= i Celedt = ¢, -+ E: 2|¢,[cos (nwot + ¢,)  (15-102)

Substituyendo esta forma de f(t) en la ecvacién de definicion del
valor eficaz, dada como la expresion (14-24),

T
Fiy= %f fras (15-103)
0

en donde se ha seleccionado al tiempo de referencia £ =0, se tiene
que

T oo
P4 [ oot 5206 cos o+ 40P @t (15108
o a=1
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La evaluacién de esta suma infinita de integrales no es tan dificil
como parece. Debido a las propiedades de ortogonalidad de estas inte-
grales, que se vieron antes en este capitulo, sobre todo si se utilizan
las ecuaciones (15-11) y (15-13), el resultado final es

Pe=ci+ 3200k (15-105)
n=1 |

El gltimo término de esta ecuacidn se puede escribir en otras dos
formas, utilizando las relaciones de las ecuaciones (15-78)

[6,[2 = ¢.6% = &C-n (15-106)

En la ecuacion (15-102), 2i¢,! es el valor méximo de la funcién
coseno. Si se cambia ahora la notacién para hacer que f{r) sea una
corriente (o un voltaje), entonces el valor eficaz de cada componente
es Lopn =Tmix niv/Z=+/2 lcy} y la ecuacion (15-105) se convierte en

Dy=B + s +ga + - (15-107)

en donde un término tipico I%; ;. es el cuadrado del valor eficaz de la
arménica k. En otras palabras, el valor eficaz (o rmc) de la funcitn
periédica es la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de los
valores eficaces de las componentes armonicas de la funcion y de I3.

A continuacidén se pasa a una determinacion de la potencia de una
red, cuando la excitacién es peribdica pero no senoidal. Si se utiliza la
notacién de las ecuaciones (14-37) y (14-39) para ¢l voltaje y corren-
te, la serie_de Fourier para el voltaje es

v(t) = Vo + V, cos (ant + £
+ V, cos Quot + f2) + ... (15-108)

y la serie de Fourier para la corriente es

(1) = I, + I, cos {wel + &)
4+ I, cos Qeot + &) + ... (15-109)

en donde Vo, Vi, Iy, I1, etc., son valores maximos de las componen-
tes armoénicas del voltaje y la corriente. La potencia instantinea es
p(#) = »(1)i(?). Sin embargo, el interés se centra en la potencia media,
que esti dada por la. ecuacién (14-23), y considerando nuevamente
to=0:

Proctia = = v(t)t(t) dr (15-110)

Substituyendo las ecuaciones (15-108) y (15-109) en esta ecuacién,
para determinar Ppyegia, ¢ pueden utilizar una vez mds las relaciones
de ortogonalidad de la seccion 15-2 para obtener una mayor simplifi-
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cacién. Predia Se puede escribir como una suma, un término tipico
de la cual seria

€08 8 = Varrler i cos 0y (15-111)

Vi,
Prnedin k = —5%
en donde, como en la ecuacion (14-39), 8, =Bz — . La suma de
términos de la forma de la ecuacién (15-111) se puede escribir

Proedia = Prmedia 1 + Prmedia 2 + Pmedia 3 +* (15-112)

en donde ¢l término tipico Pheqia x 5 la potencia media de la armé-
nica k. Por tanto, la potencia total para voltajes y corrientes perio-
dicas pero no senoidales es la suma de las potencias medias de las
componentes armonicas. En la potencia media no influye ¢l hecho de
que la corriente esté a una frecuencia voltaje a otra. Por supuesto,
ésta es la base para construir un espectro de potencia muy semejante
al que ya se construy0 para el espectro de seffales.

Como en el caso de los espectros de sefiales, hay dos convenciones
para graficar los espectros de potencia. La primera se ilustra en-la figu-
ra 15-24(a) y se construye a partir de la ecuacién (15-112), utilizando
una linea de longitud Ppegia @ la frecuencia discreta kewo. Por su-
puesto, todas las Pyeqia SO positivas, de tal manera que sélo existe
un espectro de magnitud. Los espectros de dos lados se relacionan con
espectros de un solo lado, asignando la mitad de Preqiar 2 la fre-
cuencia positiva kwo y la otra mitad a la frecuencia negativa — kwo,
como se ilustra en la figura 15-24(b). Por lo comin, estos espectros se
utilizan en estudios avanzados tales como los espectros de densidad de
potencia de sefiales aleatorias.

Las grificas del espectro de potencia para una carga determinada
son Gtiles para visualizar la distribucion de la potencia media en fun-
cion de la frecuencia. En la figura 15-25 se iustra un método que
permite medir tales espectros. En () de esta figura se muestra un

Predia Predia
Predia 1
P, Po
Prredia 112
Prnedia 2 Praedia 2/2
{FPmedia 3 — !__I;medla 3/2

0 wo 2w o © Taug —2wp —wg 0 wo 2wy duo

(a) (6)

Figura 15-24. Ejemplos de las dos convenciones que se usan
para graficar el espectro de potencia: (a) espectros de un solo
ltado y {b) espectros de¢ dos lados.
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Fiitro
ideal
ajustable
(a) 2}

Lectura del
watimetro

(e)

Figura 15-25. (2) Método mediante el cual se puede medir el
espectro de potencia, empleando un filtro ideal ajustable con las
caracteristicas de magnitud que se indican en (b) donde ¢, es
ajustable. {¢) La potencia en R conforme aumenta .

filtro ideal que termina en una carga resistiva R, y se excita por una
fuente de voltaje. El filtro ideal permite transmitir componentes de
frecuencia menor que . pero se rechazan las componentes mayores
que w, como lo ilustra la caracteristica de magnitud (b) de la misma
figura. Si la frecuencia de corte del filtro varia de un valor pequefio a
otro grande, la potencia de la carga, medida con un watimetro, variard
como se indica en la figura 15-25(c) con incrementos escalonados a
frecuencias arménicamente relacionadas.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

El anilisis de Fourier se puede desarrollar con gran rapidez y precision en
programas de computadora que pueden i acil Las i
que tratan de los métodos de computadora del andlisis de Fourier se citan en el
apéndice E-2.3. Las referencias especificas que pueden ser dtiles son Huelsman,
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£

7 del apéndice E-10, principiando en la pigina 25, capitulo 5 de

Ley, referencia 11 en el apéndice E-10, y el capitulo 3 de Seely, Tarnoff y
Holstein, referencia 14 del apéndice E-10.

15-2.

15-3.

15-4,

15-5,

15-6.

15-7.

15-8.

PROBLEMAS

Se da Ja siguiente serie de Fourier:

v = [% — %-(senwnt + %senzwoz + -;—senS(o‘,t + )]
En otros problemas de este capitulo se le pedird que determine esa serie,
pero en este caso se le da el resultado. Dibuje el espectro de amplitud y
fase para este v(t) similar 2 la grifica que se muestra en la figura 15-4(b)
y ().

Repita ¢l problema 15-1 para la serie de Fourier

1 2
v(t)=7(1 +ZZZ‘COSwgt+%COSZ@DI—BCOS4WDI+...)

Repita el ‘problema 15-1 para la serie de Fourier que se da en el texto
como la ecuacidn (15-26). Observe que no se lé pide que derive esa
ecuacion, sino simplemente que la utilice para graficar los espectros de
magnitud y fase.

Repita el problema 15-1 para la serie de Fourier que se da en la ecua-
cibn (15-55).

Repita las grificas de amplitud y fase del problema 15-1 para la siguiente
sexie de Fourier:

o) = 4TV(sen 2me %sen 6 + %sen 10m: + ... )
Repita el problema 15-1 para la serie
o(f) = %/ — %(senZﬂt + —%—sen ant - %sen ont + .. )

Repita el problema 15-1 para la serie de Fourier
o{t) = V[1 + 2(cos 2mt + cos 47t + cos 6mt + ... )|

Determine los coeficientes de Fourier parza el tren de pulsos que se mues-
tra en la figura para e =7/2 y o = T/4.

27 Tiempo, seg Fig. P15-8.
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15-9. La forma de onda de la figura que se muestra a continuacion se conoce
con el nombre de diente de sierra. Para esta forma de onda, determine
fos coeficientes de Fourier y grafique los espectros de amplitud y fase.

T 2T 3T 4T ¢
Fig. P15-9.

15-10. La forma de onda que se muestra a continuacién se compone de un tren
de tridngulos isdsceles. Determine Jos coeficientes de Fourier y grafique
los espectros correspondientes de amplitud y fase de dicha forma de
onda,

Fig. P15-10.

15-11. La forma de onda de la figura es de forma trapezoidal y tiene un
periodo T =4q. Para esta funcidén peribdica, determine los coeficientes de
Fourjer y grafique los espectros correspondientes de amplitud y fase.

15-F2. La forma de onda de la figura siguientes es semejante a la que se mues-
tra en el problema 15-7, excepto en que los tridngulos del tren ya no
son isbsceles, a menos que ko, = 1/2. Para esta funcidn periodica, determi-
ne los coeficientes de Fourier y grafique los espectros correspondientes
de amplitud y fase.

. ko T 2T 3T ¢
Fig. P15-12.

15-13. En la siguiente figura se muestra una forma de onda de rectificador de
onda completa que es la magnitud de la funcién cosenoaDet'ermine los
coeficientes de Fourier y grafique los espectros correspondientes de am-
plitud y fase de esa forma de onda.

Fig. P15-13.

15-14. La forma de onda de este problema es semejante a la del proble-
ma 15-13; la grifica corresponde 2 una funcién coseno cuando el coseno
es positivo y cero cuando es negativo. Para esta forma de onda periddica

Fig. P15-11,
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15-15.

determine los coeficientes de Fourier y grafique los espectros de amplitud
y fase correspondientes.

Fig. P15-14.

La siguiente figura muestra un tren de pulsos de coseno al cuadrado
derivados de la forma de onda del problema 15-14 al elevar esa funcién
al cuadrado. Para esa forma de onda periddica determine los coeficientes
de Fourier y grafique los espectros correspondientes de amplitud y fase.

15-16.

15-17.

15-18.

15-18.

15-20.

15-2L

Fig. P15-13,

Se da Ia forma de onda periddica
o(f) = 12, 0<t<T

Determine los' coeficientes de Fourier y grafique los espectros de ampli-
tud y fase para el caso especial en que T=1.
Se da la forma de onda periddica

w(t) = ek, 0<r<?

Estudje el caso especial con k=1 y 7 =1. Determine los ceeficientes de
Fourier y grafique los espectros de amplitud y fase.

Repita el problema 15-17 con k=~1y T=1.

Se da la forma de onda periddica

w(t) = cosh 27z, O<t<t

Determine la serie de Fourier y trace los espectros de amplitud y fase.
La entrada a un generador de arménicas es la forma de onda periddica

(1) = Ce™*, 0<r<l, T=1

siendo > 0. La salida se debe temer a través de un filtro que dé paso
sblo a unma frecuencia. Si @ se puede ajustar, ;qué valor de & dard ia
maxima salida a través del filtro para la segunda arménica? ;Para la terce-
ra armdnica? ;Para la quinta arménica?

Para las siguientes formas de onda de sefial utilice las ecuaciones (15-36)
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y (15-37) para determinar las partes par e impar de las funciones que se

dan:
@) () =1/1+1 (d) o) = e/
(b) »(t) = tsen ¢ (e) »(t) = te™*

(©) v(t) = by + byt + byt () o) = 1f(1 + %)

15-22. En la siguiente figura se muestran formas de onda que son periddicas,
pero se prescntan para un solo periodo. Para cada una de estas formas
de onda utilice Jas ecuaciones (15-36) ¥ (15-37), con el fin de determinar
las partes par e impar de la funcién que se da y grafique esas dos partes
como se hizo en la figura 15-12.

o, o, -
1
T T e T o T T 0 T ¢
2 2 2 2 2 2
(@ & e}
f f f
li 1 1[\ ‘1‘
I 07I T I \o \jz t _I 0 T
2 4 2 2 2 2 2
-1 -1 3 -1
@ (e) )
Fig. P15-22.

15-23. Fn la figura se ilustra una funcidén f(t) de r =0 a ¢ =7T/2, en donde T es
el periodo de la forma de onda. Grafique cuatro f(f) en el intervalo
comprendido entre ¢t =7/2 y t =T, de modo que la funcién del periodo
satisfaga las siguienites especificaciones:

@) ag=0. (c) a, =0 para todos los valores de 7.
(b) b, =para todos los (d) g, y by estén presentes sdlo para
vaiores de n. valores impares de n.

En los siguientes problemas determine los coeficientes de la forma
exponencial de la serie de Fourier y grafique los espectros de magnitud y
fase de las formas de onda

A
f

-~

qf 772 T t

Fig. P15-23.



Fig. P15-35.

2
1F
19 v2
Fig. P15-36.
12 *
19 v
iF

Fig. P15-37,
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Problema Use la forma de onda del problema
15-24. Ejemplo 1, figura 15-5
15-25. Ejemplo 2, figura 15-11
15-26, 15-8

15-27. 15-9

15-28. 15-10

15-29. 15-11

15-30. 15-12

15-31. 15-13

15-32. 15-14

15-33. 15-15

15-34. La entrada a un dispositivo ¢s una onda senoidal

15-35.

15-36.

15-37.

Ven(t) = Vyy, sen ot

como se indica en (¢) de la figura. Se obtiene una salida del dispositivo
solo cuando ve, sobrepasa a un valor constante Vg ¥, en este caso, la
salida es igual a la entrada, como se indica en () de la figura. Por
supuesto, las dos funciones ven ¥ Vsaj SOR peritdicas. Para vy determine
la serie de Fourier en forma exponencial y grafique los espectros de
magnitud y fase.

L
Segmento de\/

onda senoidal
(&)

Onda >\/T 1
senoidal

Fig, P15-34.

En la red que se ilustra en la figura, ¥(f) es una forma de onda
periédica para la que p =1radidnfseg. Para las siguientes formas de
onda, determine el espectro de magnitud y el de fase de la funcidn
periddica i(z): {a) la onda cuadrada de la figura 15-5, (b) la onda trian-
gular de la figura 5-11 y (¢} la forma de onda del voltaje de barrido de
la figura 15-18.

En la red de la figura que se muestra a continuacion, v1() es el voltaje
de entrada a la red de dos puertos que es periddico con (o = 1 radidn/
seg. Para las siguientes tres formas de onda de v,(7), determine el espec-
tro de magnitud y fase de la funcion periodica vo(f): (a) la onda cuadra-
da de la figura 15-5, (b) la onda triangular de la figura 5-11 y (©) la
onda triangular de la figura 15-18.

En la red de dos puertos de la figura v;(?) es un voltaje periddico y el
sistema opera en el estado permanente. Para las siguientes formas de
onda de vy(f). conwn =1 radidn/seg, determine el espectro de magnitud
y fase de la onda periddica v(f): (a) la onda cuadrada de la figu-
ra 15-5, (b) la onda triangular de la figura 15-11 y (c) 1a onda triangular
de la figura 15-18.



15-38.

15-39.

15-40.

15-41.

15-42.
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En la red de la figura vy (*) es el voltaje de entrada y v,{(f) y vp{f) son
voltajes de salida. Se estd estudiando el caso de vi(r) como funcién
peribdica y se desea determinar los espectros de magnitud y fase de las
salidas periddicas. Utilice la siguiente expresion para la entrada:

() =, O0<t<l, T=1

Los valores de los elementos
Fig. P15-38. enHoF

Repita el problema 15-38 si
() =er, 0<r<l, T=1
Repita el problema 15-38 si
() = _E 8t — n)

que es un tren de impulsos de extension infinita.

Para la red de un puerto de la figura 14-2 se establece que

i =10 cos t 4 5 cos(2t — 45°)
v = 2cos(r + 45°) + cos(2t + 45°) + cos(3t — 60°)

(a) ;Cudl es la potencia media de la red? (b) Grafique el espectro de
potencia.

En la red de la figura se indica que

v, = 120 sen @yt + 50 cos 3wt
vy = 80 sen{to! + 30°) -+ 10 sen 3w,
I, = 15sen(wor — 30°)
iy = 0.5sen(3wot — 45°)
(a) Determine la ecuacidn de v3(f). (b) Determine la ecuacion de i3(1).

(¢c) Calcule la potencia media a la red pasiva. (d) Grafique el espectro
de potencia de este sistema.

-9
Red con k2 v v3 Red
fuentes ¥ pasiva
i3 vy
- +
Fig. P15-42,






CAPITULO 1 6

16 Integral de Fourier y
espectros continuos

En este capitulo se amplian los métodos de Fourier del capi-
tulo 15 para incluir el caso de la sefial que se produce una vez en un
determinado intervalo de tiempo finito y nunca se repite, y para intro-
ducir la integral de Fourier. Esto se logra haciendo que el perfodo T
se haga infinito en la serie de Fourier. El espectro de lineas se com-
vierte entonces en un espectro continuo.

16-1. ENVOLVENTE DE ESPECTRO PARA
UN PULSO RECURRENTE

En la figura 16-1 se muestra la forma de onda de un pulso perid-
dico cuya magnitud es Vo y con una duracién a. Las coordenadas se
seleccionan de tal manera que

Vo —g2<r<af2

16-1
0, _TR <t < —af2, a2 <t< T2 aen

§AG) ={

En aplicaciones del radar es atil definir la relacién ¢/T como el

factor de mabajo. Es de interés el espectro de ft), conforme el factor

del trabajo se hace cada vez mds pequefio, tendiendo a 0 en el limite.

Los coeficientes de Fourier se pueden determinar para esta f(t) a
partir de la ecuacién (15-77) para todos los valeres de n; por tanto,

R 1 J’ N

tm i [ viermmear (162)
T -a/2 °

Ly (et — R WY sen(new,al2) 6

=L (T )= Ve (o ) (63

551
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Figura 16-1. Un pulso periédico con amplitud Vo, duracién z y
periodo T

Ahora, puesto que 7T = 2m/wq, la ecuacion se puede escribir final-
mente como

. a sen(nwyaf2) .
6= vy £ 0 a0ee) (16-4)

Si se hace que x =nwoya/2, entonces la ecuacidn (16-4) tiene la
forma (senx)/x que es muy conocida en las obras de matematicas y
aparece graficada en la figura 16-2. Se observari en la grafica que la
funcién tiene el valor 1, cuando x =0, correspondiendo al caso 7 =0
de la ecuacién (164). Obsérvese también que &, tiene valores tanto
positivos como negativos, correspondiendo a una fase ¢, de 8°, o bien
de 180°.

Ahora la ecuacion (1644) tiene valores solo para las frecuencias
discretas new,, éstos son los valores de frecuencia a los que se tendrin
lineas en el espectro &,. La envolvente de ¢, es una funcién continua
qQue se encuentra substituyendo nwp con w, de manera que es

_a sen(wa/2) (16-5)

Envolvente de &, = V, F (Taﬁ)—

Esta envolvente tiene un papel importante en el estudio del presen-
te capitulo.

sen x

06 1y

0.2 \
] f\\ /[I
-0z i 1

I
I
0 " 2r 37 4r 57
P

Figura 16-2. El (sen x)/x de la ecuacién 16-5, con x =waf2.
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afin N #Hoon

+¢
w L-2 oy L -5
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Figura 16-3. Se muestran dos pulsos periédicos para (g) T/a =2
y (b) T/a=S5. Debajo de las formas de onda se ilustran los espec-
tros lineales correspondientes a la amplitud.

A continuacién se determina é&,, conforme cambia la relacién a/T.
Esto se¢ hace primero para el factor de trabajo 1/2 y luego para 1/5,
generalizando finalmente para 1/N. Para a/T = 1/2, la envolvente de &,
es

Vysen(wa/2) (16-6)

Envolvente de &, = Y a2

que se representa por la curva punteada de la figura 16-3(z). La envol-
vente tiene valor cero cuando

=m0, 437, ... (16-7)
0 2 las frecuencias
o= T2, 2in Fbn (16-8)
a a a

Ahora la frecuencia fundamental en fit) es wo = 2n/T, de manera
que para T'= 24, ¢, tiene valores

naoy =12 (169)

Comparando las ecuaciones (16-8) y (16-9) se observa que las armé-
nicas pares tienen valor- cero, excepto para &. Esto se ilustra en la
figura 16-3(a), en donde se demuestra que el espectro de amplitud
tiene lineas en * nwo sblo para n impar.

Repitiendo, a continuacién, el caso a/T=1/5, la envolvente del
espectro de amplitud es

__ Vesen{wa/2) ~
Envoivente de &, = R (16-10)
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Se tendrdn lineas en los espectros de amplitud y fase cuando

g = 25”7" (16-11)
Comparando con la ecuacién (16-8), se observa que las Ifneas para
+5wo, £ 10w, etc, tendrin amplitud cero. El espectro de amplitud
correspondiente 2 este caso se ilustra en la figura 16-3(2).
En el caso general, el espaciamiento entre las lineas sera, para un
factor de trabajo de /T = 1/N,

Ao = (n + Dw, — nw, = a, (16-12)

y la amplitud de las lineas serd

¢ 1 = Yo [seninaaf2) 613
led=% neveal2 ¢ )
en donde
2.
We = N_7:1 (1619

Conforme N se hace grande, por ejemplo 1000 ¢ 10,000, se hace
grande el nimero de lineas en un determinado intervalo de frecuencia
y la separacion de ellas se hace muy pequefia; pero también se hard
muy pequefia la amplitud de cada linea dada por la ecuacién (16-13).
En este caso se requerirdn mds componentes de frecuencia, para for-
mar un pulso mds breve; pero también serd menor la amplitud de las
componentes de frecuencia requeridas. Ahora ya se puede estudiar la
situacién para el limite V - co.

16-2. LA INTEGRAL Y LA TRANSFORMADA DE FOURIER

De acuerdo con el pulso que se usd como ejemplo en la seccion
anterior, el limite para N -0 es el mismo que el limite para el
periodo T—>oo, ya que a/T=1/N. Por tanto, en la figura 16-1 el
ancho del pulso a-se mantiene constante conforme T - oo, y esto se
puede interpretar como el caso de un solo pulso o un pulso no recu-
rrente.

Este estudio principia considerando el producto de T y ¢, de la
ecuacién (15-77):

T/2 .
aT=[ " fwer (16-15)
~T/2
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Puesto que se sabe que ¢, es compleja, al producto se le asignard
la notacién

F(jnwe) = ¢,T =2

é, ~
i (16-16)

que se obtiene utilizando la ecuacion (16-12). De donde,
&= F(jnw,) Ao 16-17)
2n
Volviendo una vez mds al ejemplo de la seccidn anterior, se observa
que, conforme la amplitud de las lineas del espectro de amplitud se
hace pequefia, también se reduce el espaciamiento entre lineas. En

realidad, si se divide la ecuacién (16-5) para é, entre la ecuacién
(16-12) para Aw, se obtiene

Envolvente de

&, _  Vesen(wa/2) g
Ao %2 waf2 618

que es independiente de Ny, por tanto, de 7, y en consecuencia no
cambiard conforme T —eco. Esta propiedad, que se ha ilustrado por
medio de un pulso, se aplica para todas las f(#) que no sean recurren-
tes. Puesto que, de acuerdo con la ecuacion (16-17), &,/Aw =
F(jwno)/2n, las conclusiones a que se llega en lo que respecta a la
ecuacion (16-18) se aplican también a F(jwny). Entonces, substituyen-
do &, de la ecuacion (16-17), en la f(t) dada por la ecuacion (15-76),
se obtiene

7o) = tim 5y DN s Ay (16-19)
P nS0e 2T
Ahora, conforme T oo, se sabe, debido al cdlculo integral, que
Aw —dw. El producto nwq = nAwW—>w, que es la frecuencia variable.

Entorices, si se interpreta el limite de la suma de la ecuacién (16-19)
como la integral, se tiene para f(t) de la ecuacion (16-19),

_L - ; Jat -
fl= 2nf_ml"(]co)e do (16-20)
F(jw) se encuentra directamente a partir de la ecuacion (16-15)

haciendo las mismas substituciones que se efectuaron en la ecuacion
(16-19),

Flo)= [~ fear (16-21)
sujeta a la condicién suficiente pero no necesaria

r [ /@] dt < o0 (16-22)
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que se vio en la seccién 16-4. Las ecuaciones (16-20) y (16-21) cons-
tituyen el par de transformadas de Fourier, en el mismo sentido que
F(s) y f(t) eran el par de transformadas de Laplace en el capitulo 7.
En consecuencia,

Fljw) = 51() (16-23)

F@) = 51 F(jw) (16-24)

En términos de la ecuacién (16-21), Fjw) es la integral de Fourier
de f(r) y de acuerdo con la ecuacién (16-23) es también la transfor-
mada de Fourier de f{t). En otras palabras, la integral de Fourier se
denomina también transformada de Fourier.

Existe otra terminologia para F(jw) que se deriva al comparar la
ecuacion (16-21) y ¢, de la ecuacién (15-77). Supéngase que f(z) es
un pulso de forma arbitraria y con una duracion 2 < 7. Entonces, los
limites de integracion para las dos ecuaciones son idénticos y

Fljo) = j"l e dt (16-25)

=" e ar (16-26)
~a/2

Al comparar estas dos ecuaciones se observa que la Gnica diferencia
entre F(jw) y ¢,(jnwo) es que una es una funcién continua y la otra
no lo es, quedando definida solo para valores discretos de frecuencia.
Por tanto, es razonable que en

Fjw) = | F(jw)| e/ (16-27)

|F(jw)l se conozca como el espectro continuo de amplitud y ¢(w) sea
el espectro continuo de fase para una f(f) no recurrente. Entonces, los
dos tipos de espectros que se han estudiado se conocen por los nom-
bres de linea, o discreto y continuo. En lo que respecta a los espec-
tros continuos, se pueden establecer las siguientes observaciones con-
cretas:

(1) La forma de los espectros continuos de amplitud y fase para
una f(t) no recurrente es idéntica a las envolventes de los es-
pectros lineales de amplitud y fase para el mismo pulso recu-
mmente.

(2) Todas las frecuencias estin presentes en el espectro continuo de
amplitud, en el sentido que F{jw) queda definida para todos
los valores w(— oo < w < o0); la amplitud de cualquier componen-
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te de frecuencia es excesivamente pequefia, F(jw)dew/2n de
acuerdo con la ecuacién (16-17).

Para la sfntesis de un pulso por adicién de las componentes de
frecuencia, el espectro continuo requiere fodas las componentes de fre-
cuencia. De acuerdo con el andlisis, se sabe que un solo pulso con-
tiene todas las componentes de frecuencia. Esto se confirma por
la experiencia comtin de que el pulso de un rayo da como resultado
una explosién de estatica en todos los receptores, desde las ondas de
radio de baja frecuencia hasta los aparatos de televisidn. De hecho, en
un automévil el pulso recurrente en una bujfa sucia puede transmitir
todas las componentes de frecuencia.

En las dos siguientes secciones se dan ejemplos de espectros con-
tinuos.

16-3. APLICACION EN EL ANALISIS DE REDES

La transformada de Fourier para una forma de onda de pulso ha
servido para introducir la idea de la nueva transformada. Con base en
las ecuaciones (16-20) y (16-21), pares adicionales de transformadas se
pueden calcular para formas de onda itiles, en forma similar a la que
se utilizé en el capftulo 7 para la transformada de Laplace. Como
siguiente ejemplo, véase la forma de onda exponencial descrita por la
ecuacién

i(f) = Le ™, t>0 (16-28)

que tiene valor cero para ¢ negativa y satisface la ecuacion (16-22), a
condicion de que k>0. Esta forma de onda se ilustra en la figu-
ra 16-4. De acuerdo con la ecuacién (16-21), la transformada de Fou-
rier correspondiente es

Lijes) =1, J'“ e Mu(rye™ I dt (16-29)
= et 1 16-30
SEE e Tk (16:30)

Figura 16-4. Forma de onda ex-
ponencial descrita por la ecua-
cidn (16-28).
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Por tanto,
SN s _ I g
1 (jo) = §i,(1)) “ otk (16-31)
y-la magnitud y la fase son
. 1,
== 16-32
el = 7o (1632)
y
C N tan-1 (@ g
6(jw) = —tan '(k) (16-33)

Estas dos ecuaciones aparecen graficadas en la figura 16-5. Se trata
de espectros continuos para la funcidn exponencial descrita por la
ecuacion (16-28). Debido a la propiedad de, unicidad de la transfor-
mada de Fourier, la transformada inversa es

Ey_lja){ok o= dae™ u(t) (16-34)

Una de las aplicaciones cldsicas de las transformadas de Fourier. es
similar a la que se estudié en relacién con la transformada de Laplace,
es decir, la solucién de un sisterna descrito por una ecuacién diferen-
cial. Para ilustrar este uso, primeramente se determina la transformada

L PR
—~4k -3k =2k -k O k 2k 3k 4k w
tal
Fase de 7,
______________ x
2
s L . .
—4k —2k Q 2k 4k w
R O Y
T -
(b)

Figura 16-5. Espectros de magnitud y fase para la forma de on-
da exponencial de la ecuacién (16-28).
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de Fourier de la primera derivada de una funcion del tiempo. De
acuerdo con la ecuacién (16-20), se observa que

% - 51; f l JoP(jw)e™ do (16-35)

Este resultado se infiere porque la unica funcién dentro de la inte-
gral es /!, y se ha utilizado el procedimiento acostumbrado para
intercambiar el orden de diferenciacidn e integracidn. Al comparar esta
ecuacion con la (16-20) se observa que jwF(jw) substituye a F(jw), de
tal manera que

5[%’)} = joFljo) (16-36)

Para continuar, se aplicard este resultado a la red que se ilustra en
la figura 16-6(z). Sea la fuente de corriente
i,(2) = 2e~*u(r) (16-37)

Para los valores de elementos que se den en la figura 16-6, la red
se describe mediante

1. . 2 g
siaVi(jo) + Viljw) = L(jo) =i (16-38)
+
i 19 ESl v,
{a}
Y,
. .
\\\\\\(@
el v,
[+ //% ///,,1" 13 ¢
// //4\ 4
e
e
Pz
(5}

Figura 166. (a) Una red RC en la que i1() estd c}escxita por
la ecuacién (16-37) y v2{t) se debe encontrar. (b) Graficas de las
dos partes de Ia ecuacién (16-41) y de la respuesta v2(0)-

o
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Por operaciones algebraicas

4

(e + Dl +2)
Siguiendo el patrén que se utilizd en el capitulo 7, se desarrolla

esta funcion por fracciones parciales y se obtiene

44
o+ 1 jo+2

Va{jw) = (16-39)

V.(jw) = (16-40)

Ahora se estd en condiciones de utilizar la transformada inversa de
Fourier, y el par de transformadas necesario esti dado por la ecuacién
(16-34). Por consiguiente,

2,(f) = de™" — 4%, t>=0 (16-41)

y valor cero para t <O0. Este resultado se ilustra en la figura 16-6(b).

Para flustrar un segundo método que se puede usar mediante la
transformada de Fourier, se reacomoda la ecuacion (16-38) en la si-
guiente forma:

Y(jw)V2(jew) = 1,(jw) (16-42)

o bien, puesto que Z(juw) = 1/Y(jw),

Vy(jw) = Z(jo),(jo) (16-43)
en donde
Z(joo) = —2— (16-44)
Jo+2
y
L(w) = 2 (16-45)
! Jo + 1

En la ecracion (16-43) se observa que la transformada de respuesta
V3(jw), se puede considerar como el producto de otras dos transfor-
madas, Z(jw) y I,(jw). Ahora, dido que cada una de éstas tiene una
forma relativamente simple como se indica en la figura 16-5, las dos
representativas espectrales se pueden multiplicar entre si para determi-
nar la respuesta total. Como se indica en la figura 16-7, la magnitud y
la fase de la respuesta ¥,(w) se puede encontrar multiplicando las
magnitudes y sumando las fases; en consecuencia, combinando los fac-
tores de la ecuacidn (16-43) en la forma acostumbrada para ndmeros
complejos,

V()| = 1 Z(w) | (o) (16-46)
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11 RA]
1
2 2,
124
1
/! . X ,/\\ =
s , ) 4 N
-2 2w 270 2 w 2 0 >
ta)
Fase de V3
Fase de I, Fase de Z e
m
— PR _ x
; s - 1 A ) I
-2 o\_ 2 —2 O[~2 —2 o\ 2
- T
_______ - T
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Figura 16-7. (4) El espectro de magnitud y (b) el espectro de
fase de V3(jw), segin los determinan las ecuaciones (16-46) ¥
(16-47).

Fase de V,(jw) = Fase de Z{(jw) + Fase de I, (jo) (16-47)

El resultado es el mismo que se calculé a partir de la ecuacion
(16-39), que es

) 4
[Va(jw)| = W@Wﬁ (16-48)

y
Fase de V,(jo) = —tan™' 5 i“’.wz (16-49)

Sin embargo, la visualizacion del espectro de respuesta como resul-
tado de la multiplicacién del espectro que caracteriza a un sistema por
el espectro de excitacion tiene ventajas conceptuales en aplicaciones de
ingenierfa.

16-4. ALGUNAS TRANSFORMADAS DE FOURIER UTILES

Ya se menciond antes que una condicién suficiente pero no necesa-
ria para que exista una transformada de Fourier es que satisfaga las



0- w—r
{b)

Figura 16-9. La funcion impul-
so de (@), descrita por la ecua-
cién (16-54), tiene un espectro
de magnitud como el gque se
muestra en (b) y se expresd me-
diante Ja ecuacién (16-55).
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condiciones de Dirichlet establecidas en la seccién 15-4, la mds impor-
tante de las cuales es el requisito de que

[ 1fold <o

Este requisito no se satisface para las formas de onda mds cono-
cidas que se usaron en capitulos anteriores, tales como la funcion de
escalon, la de rampa y las funciones periddicas, como la onda senoi-
dal, En esta seccion s¢ mostrard que si se permite que haya una
funcién de impulso en la transformada de Fourier entonces se puede
eliminar esta limitacién o sea la ecuacién (16-50).

Una de las mds sencillas transformadas de Fourier es la corresport-
diente a la funcidén de impulso unitario. De acuerdo con la ecuacién
de definicion,

(16-50)

S[o(0] = FU) = | d0yer dt (16-51)

La evaluacién de esta integral se encuentra facilmente en términos
de la funcién de exploracion o barrido que se estudio en el capi-
tulo 8 en la forma de la ecuacion (8-115), que es

[" roste— wd =11 (16-52)

Por consiguiente, la integral de la ecuacion (16-51) tiene el valor

sei=1 vy F01=40
teniendo el segundo resultado, dada la propiedad de unicidad de las
transformadas de Fourier. Por tanto, la transformada de Fourier de un
impulso es una constante simple, como se muestra en la figura 16-8.
Como siguiente ejemplo, véase una funcién exponencial definida
tanto para ! positivas como negativas, como se indica en la figu-
ra 16-9(a),

(16-53)

() = e*!|, para cualquier ! (16-54)
f
116}
) t
(a)
lF(ju.')I\
L
Figura 16-8. Una sespuesta dei
impulso 8(¢) ilustrada en (@) tie-
0 w ne un espectro de magnitud cons-

(&) tante, como se ilustra en (b).




Algunas transformadas de Fourier utiles 563

La transformada de Fourier correspondiente se determina a partir
de la ecuacién de definicién y es

a =3
Fljo) = ,[_,, e dr + JU e~"e it dt
1 1 2a

= - R .
a—Jjo atjo o'+a

(16-55)

Esta es una funcién real con una contribucién de fase igual a cero
para todas las w y se representa como um espectro continuo en la
figura 16-9(b).

Se utilizard este Gltimo ejemplo para calcular la transformada de
Fourier correspondiente a una funcién de tiempo mas dificil: f{) = 1.
Esto se logra principiando con la f{t) que se da en la ecuacién (16-54)
y tomando el caso limite en que 4 tiende a cero. Esto se expresa en
forma de ecuacién como sigue:

F[1j=lm [ evoMemst dr (16-56)
a—=0 -
= l,‘.“;m (16-57)

Ahora, este limite tiene el valor O para todas las @, excepto para
w=0. Para w=0 se puede utilizar fa regla de I'Hospital y derivar
tanto el numerador como el denominador, antes de permitir que «
tienda a cero. Asi,

m%:m (16-58)

indicando una funcidn de impulso para w =0. La magnitud de la
funcién de impulso se encuentra integrando F(jw) para todas las w a
fin de obtener el 4rea contenida por la funcién; por tanto,

-2
j_wwz +a o =2 (16-59)

Entonces, s ha determinado que la transformada de Fourier de la
constante uno es un impulso cuya intensidad es 27, o sea

F[1] = 278(w) (16-60)

como se ilustra en la figura 16-10.

Este resultado se puede generalizar para encontrar la transformada
de Fourier de e/«of, en donde wo es una constante. Puesto que se
acaba de mostrar que

j 1 le=# dt = 2n8(e) (16-61)

IFI

Figura 16-10. El espectto de
magnitud de la constante 1 es un
impulso para w =0, dado por fa
ecuacion (16-60).
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entonces se infiere que

Fleso] = j Lebon=tor dt = 2md(e> — o) (16-62)
Dado que las funciones coseno y seno se pueden expresar en tér-
minos de los factores exponenciales ¥/« 0 como

plwet | g teot
2

gl g Junt

5 (16-63)

€O8 (ot = senwy? =
se puede usar la ecuacion (16-62) para determinar las transformadas de

Fourier de las funciones coseno y seno

IFI
& b [eos wot]= n[d(w — o) + 5 + @o)] (16-64)
[sen wot}= —ja[d(w — wo) — S + @o)] (16-65)
s 0 g En co ia, las dos funciones se expresan en términos de dos

Figura 16-11. Espectro de mag-
nitud de las funciones seno y co-
seno del tiempo.

funciones de impulso, como se ilustra para la magnitud de F(jw) en la
figura 16-11. Por supuesto, los dngulos de fase asociados con las dos
funciones difieren, tal como se indica en las ecuaciones (16-64) y
(1665).

Una funcién que se utiliza con frecuencia para describir formas de
onda de sefial es la funcién signum, cuya abreviatura es sgn (7). Esta
se ilustra en la figura 16-12 y se define como

sgn () = +1, t>0
= 0, t=0 (16-66)
= -1 1<0
sgn
1 -
t
Figura 16-12. La funcidn sig-
- 1 num sgn (), definida por la ecua-
cién (16-66).
1Fi
"
- L ==

Figura 16-13. E) espectro de magnitud de la funcidn signum.
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La evaluacién directa de la transformada de Fourier para esta fun-
cion presenta dificultades, debido a que la integral de la ecuacién
(16-50) es divergente. Como ya se vio antes, esta funcién se expresa
como el caso limite de otras funciones y la transformada de Fourier
es calculada en esta forma. También, al igual que antes, se utiliza la
ecuacion (16-54) y se hace que a tienda a cero. En este caso

Flsgn(0] = Lim e~ sgn (e~ dt
1] oo

:an — ey 4 | e““"””dt:‘ (16-67)
— 0

a0

= lfm —'I, +__l,,j|=i
-0l @ — joo  a-+ jo Jo

El espectro de magnitud para la funcion signum se ilustra en la
figura 16-13. Se trata de una grifica de [F(jw)i=2/w y, por tanto,
tiene un valor infinito para w = 0. La funcion de fase asociada es una
constante ¢jw) = — 7/2 para w >0y + n/2 para w <0.

La funcién signum hace posible la evaluacion de la transformada de
Fourier de la funcién escalén unitario, otra funcién que no satisface la
ecuacién (16-50). Se observa que

u(t) = 4[1 + sgn ()] (16-68)

Puesto que se conoce la transformada de Fourier de cada una de
las dos partes de esta ecuacion, se puede escribir

()] = nd(e) + jim (16-69)

La magnitud de F{jo) para el escalén unitario se ilustra en la
figura 16-14 y es una combinacién de la hipérbola equilitera y la
funcion impulso de intensidad 7 para w = 0. Este es, en efecto, un
espectro poco usual para una funcién sencilla del tiempo, pero la natu-
raleza poco usual es el precio que se paga por determinar las transfor-
madas de funciones que no satisfacen las condiciones de Dirichlet.

[ w

Figura 16-14. Fl espectro de magnitud de una funcién escaién
unitario (¢}, determinado a partir de la ecuacién (16-69).
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Antes de dar otros ejemplos se verd una funcién periddica generali-
zada para la que se desea calcular la transformada de Fourer. Por
supuesto, cualquier funcion periddica no logrard satisfacer Ia condicion
de la ecuacién (16-50), de manera que se puede anticipar que el
resultado contendri funciones de impulso. Se principia con la expre-
sion de la serie de Fourier para f(r), expresada por la ecuacién
(15-76), que se repite a continuacion:

S = 3, cem (16-70)

La transformada de Fourier de esta f{t) es

S/ = Rjo) = 5| 35 cem]

= 2 5[e] (16-71)

Ahora, de acuerdo con la ecuacion (16-62), se conoce la transfor-

mada de Fourier de la funcién exponencial de esta Gltima ecuacion,
de manera que para cualquier funcion periddica se puede escribir

Fjw) = n i Ew —nwq) (16-72)

Este es un resultado importante que con frecuencia se utiliza en
aplicaciones de la teorfa de la transformada de Fourier. A continua-
cién se aplicard la ecuacién (16-72) a un problema especifico. En el
capitulo 8 se estudid el tren de impulsos que era periédico pero prin-
cipiaba en ¢ = 0. Para este ejemplo se hard que el tren de impulsos se
extienda de —eo a oo y tenga un perfodo 7 con una intensidad unidad
para cada impulso, como se indica en la figura 16-15. En este caso la
ecuacion (8-72) se convierte en

Wy (1) = i &t — aT) (16-73)

El coeficiente ¢, se puede determinar considerando la funcién pe-
riédica en un periodo y es
1 T/2 1

Cy= - S)eirod gy = — x
T) on 6] 7 (16-74)

~4T =37 -2T -T O T 2T 3T 4T t

Figura 16-15. Un tren de impulsos definido para cualquier ¢, da-
do por la ecuacién (16-73).
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. _&x _4x _2x o 2x 4% fx ... @
T T T T T T

Figura 16-16. El especiro de un tren de impulsos en el dominio
del tiempo es el tren de impulsos en el dominio de Ia frecuencia
que se ilustra en esta figura, dado por la ecuacion (16-75).

dado que la integral tiene un valor de 1, como se encontrd en rela-
cion con la deduccién de la ecuacidn (16-51). Substituyendo este re-
sultado en la ecuacién (16-72) se observa que

S = Z 5 50— no) = Ele(@) (1679

en donde wq = 2m/T. En la figura 16-16 se ilustra este tren de impul-
sos. Esto ilustra una relacién interesante entre los dominios del tiempo
y de la frecuencia; en este caso, un tren de impuisos en el dominio
del tiempo tiene, como transformada de Fourier, a un tren de im-
pulsos en el dominio de la frecuencia.

16-5. RELACION ENTRE LA TRANSFORMADA
DE FOURIER Y LA DE LAPLACE

Ahora se observa claramente que existe una relacién entre las trans-
formadas de Fourier y las de Laplace. En la tabla 16-1 se presenta un
resumen de las ecuaciones de definicion para los dos pares de transfor-
radas —de las ecuaciones (7-1) y (7-10), y las ecuaciones (16-20) y
(16-21). Las diferencias importantes son muy pocas:

(1) El valor jo de la transformada de Fourier tiene la misma posi-
cion que s en la transformada de Laplace.

TABLA 16-1. COMPARACION DI LOS PARES DE TRANSFORMADAS DE
LAPLACE Y FOURIER

Laplace Fourier

Transformada directa F(s) = [ f()es dt Fjoy= [ _fwe-tos de

i -
Transformada inversa /() = % _[ U Bsyerds fU) = % j Fjw)eist da
=i -
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(2) Los limites de integracion en la transformada directa son dife-
rentes, siendo uno de un lado y el otro de dos lados.

(3) Los contornos de integracién en las ecuaciones de la transfor-
mada inversa son distintos; uno estd a lo largo del eje imagi-
nario y el otro desplazado o,.

(4) La transformada de Laplace de f{r) es idéntica a la transforma-

TABLA 16-2. ALGUNAS PROPIEDADES DF LAS TRANSFORMADAS DE

FOURIER.
Nombre: If§f(t) = F(jw), entonces:
Definicién Fwy = [7_fwe-setar
10 =35 [ Foemdo
Superposicién Flafi(t) + bf2(1)) = aF1(jo) + bF2(j@)
Simplificacién si:
(@) flt) es par F(jw)=2 f:f(f) cos wt dt
®) f(1) es impar Fliw) = ZiJ:f(‘)se" wt dt
t negativo Ff(—1) = F*(jo)
Escala
N _ 1 jo
(@) tiempo Fflat) = Tal F (T)
(») magnitud Faf(r) = aF(jo)
e dr . .
Derivacién § 7}'(!)] = (jorFjo)
Tntegracién s[ [ _roar]= L 0w + sr08@

Traslado en el tiempo Ff@ — a) = F(jw)e~Jjos

Modulacién Ff(f)elor = Flj(w ~ wo)l
F f(2) cos wot = 3 {Flj(w — wo)] + Flile + wo))}
§ (1) senarot = §j{Fli(e —wo)] — Fli(e + ao)]}

Convolucién en el tiempol §-1{F(jo)F.(jw)l = J':-fl(r)fz(t —-1)dt

Convolucion de frecuencial F[f1(1)f2(2)] = 21—1 j‘m Fi(jF[jw — D) di
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da de Fourier de f(r) multiplicada por el factor de convergencia
e~ %% si f{t)=0 para t <0; es decir,

LfQ@) = Ff(e ) (16-76)

Una ventaja de esta unificacién de los dos conceptos es que la
tabulacion de las propiedades para la transformada de Laplace, como
la que se ilustra en Ia tabla 8-1, se aplica a las transformadas de
Fourier con s=jw. En la tabla 16-2 se presenta un resumen por
separado. )

16-6. ANCHO DE BANDA Y DURACION DE PULSO

Se dice que un sistema de transmision es ideal 0 que no tiene
distorsion si la forma de onda de salida es de la misma forma que la
onda de entrada, excepto que la magnitud queda a escala por una
constante Fy y la forma de onda tiene un atraso de a segs.

uy(7) = Fo,(t — a) (16-7T)

Si Fo>> 1, se dice que el sistema tiene ganancia; si Fo <1 se dice
que ¢l sistema tiene pérdida. De acuerdo con la ecuacién (8-11), es
evidente que

V() = F,V,(s)e * (16-78)
de manera que, para el estado permanente senoidal,
:—% = Gu(jw) = Fe" (16-79)

Por tanto, el sistema ideal tiene |G |=Fy, que es constante, y
una fase que disminuye linealmente con c. En la figura 16-17 se
ilustran estas caracteristicas ideales.

[Gr20iew)| F

(a) 0

Fase de Gy

Figura 16-17. Las caracteristicas - Pendiente = »
de (g) magnitud y (b) fase de un
sistema ideal de transmision. &)




570 Integral de Fourier y espectros continuos

Gy
w
(a)
.. -
Figura 16-18. Las caracteristicas
« de (a) magnited y (b) fase de
una red tipica disefiada para
—————————————————— aproximarse a las caracteristicas
) de fa figura 16-17.

Ahora bien, sistemas fisicos tales como las redes de dos puertos o
las lineas telefonicas no son ideales en el sentido de que se pueden
describir mediante la ecuacion (16-79). Por el contrario, la magnitud
de G,2(jw) disminuye en funcién en la frecuencia y la fase no es una
funcion lineal de w. Las variaciones reales de la magnitud y la tase se
asemejan mds a las que se ilustran en la figura 16-18. Para estos
sistemas existe otra caracteristica ideal que se puede describir. Se trata
de la caracteristica de banda limitada o filtro ideal de paso bajo, que
tienen las caracteristicas que se indican en la figura 16-19. El filtro
ideal de paso bajo no existe en la realidad, como tampoco existe el
que aparece en la figura 16-17; pero se puede aproximar mediante
sistemas telefonicos de transmision que se componen, por ejemplo, de
400 amplificadores en cascada. Los pulsos que pasan por los sistemas
de banda limitada se distorsionan, como se ilustra en la figura 16-20.
La distorsién de la sefial depende tanto del ancho de banda del sis-
tema de transmision (o filtro, si se prefiere} como del ancho del pulso
de la sefial, como se verid mis adelante.

G

I |

| i

| |

) L

—wy @y w

(a)
LIt

P RNA

Figura 16-19. Las caracteristicas

de (¢) magnitud y (b) fase para
(b) un sistema de banda limitada.
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Yentrada Vsatida
|
. . —=
+ Sistema *
Yentrada selector Ysafida
- de frecuencia - ¢
—

Figura 16-20. Hustraci6n de la distorsién que se produce cuando
un pulso es el voltaje de entrada en un sistema de frecuencia selec-
tiva y se registra el voltaje de satida.

Las formas de onda de sefial que se estudian a continuacién tienen
limite de tiempo en el sentido de que satisfacen la ecuacion (16-22).
Por tanto, se excluye Ia funcién de rampa o la de escaldon pero se
admiten formas de onda descritas por el término genérico de pulso.
A continuacién se estudian varios tipos diferentes de pulsos y se deter-
minan sus espectros de amplitud.

EJEMPLO 1

Sea f(t) un pulso de magnitud V, y de ancho 4, como se ilustra en
la figura 16-21(a). De acuerdo con el estudio de la seccién 16-1, que
comprende esta forma de onda, se pueden utilizar las ecuaciones
(16-5) y (16-16) con nwn -» w para escribir

SN sen{ma/2) g
Ij"(]co) = V"a—ﬁa)a/Z (16-80)
f [F (el
Vo Voa
-2 & 2r 2% @
B 2 il

3

(a} (5)

Figura 16-21. (¢) La forma de onda de la sefial y (b) el espectro
continuo de amplitud del ejerplo 1.

El primer cero de esta ecuacitn se produce cuando waf2=moala
frecuencia w = 27/a, como se indica en la figura 16-21(b). La parte
més importante del espectro continuo de amplitud, en el sentido de
que incluye componentes de frecuencia con valores relativamente
grandes, es la parte entre w =0 y el primer cero de F(jw). Por su-
puesto, éste es un postulado cualitativo, pero es muy til en la préctica
de la ingenieria. Entonces se puede decir que un filtro ideal con




|F(jw)|

|
'
( I
i

Q=

ib)

Figura 16-22. (¢) Forma de on-
da de la sefial y (&) Espectro
continuo de amplitud del ejem-
plo 2.
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frecuencia de corte en w,, definido por la figura 16-19(z) permitird el
paso de la mayor parte de la energia del pulso si w; = 2n/a. En este
caso se observa que

wa=2n (16-81)
o que el producto del ancho de banda por el ancho del pulso es una

constante.

EJEMPLO 2

Para el segundo ejemplo, sea el pulso exponencial
f{t) = Vyet, t>0 (16-82)

que tiene un valor cero para f<0. De acuerdo con la ecuacion
(16-21), se tiene que

Voa
1 4 jwa

Fljo) = Vuf g ot gy = (16-83)
0

En este caso no desaparecen ni f(t) ni F(jw), de manera que se
requiere una nueva medida del “ancho”. La constante de tiempo a es
una medida del ancho de f{t); una linea tangente a f{t) para 1 =0
corta la linea f=0 en f=a En el capitulo 13 se presentd una me-
dida del ancho de F(jw). Las frecuencias “de media potencia” o las
frecuencias a las que |F(jw)| = 0.707F(0), se determinan igualando las
partes real e imaginaria del denominador de la ecuacién (16-83), es
decir w=1/a. Si se iguala esta frecuencia a la frecuencia de corte del
filtro ideal se obtiene

w,a=1 (16-84)

que tiene la misma forma que la ecuacidn (16-81). Véase la figu-
ra 16-22.

EJEMPLO 3

El pulso triangular que se ilustra en la figura 16-23(¢) tiene un
espectro determinado a partir de

Fljw) =V fm (1 —iir!)e"‘“’dr (16-85)
‘ -a/2 a
Evaluando esta integral se obtiene
‘ iy — Foasen*(wa/d) g
Fjw) = 2 (wald® (16-86)
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que se ilustra en la figura 16-23(b). El primer cero de F(jw) ocurre
cuando w = 4m/a. Igualando esto a w, para el filtro de paso bajo, se
obtiene

wa=4n (16-87)

que también es similar a la ecuacién (16-81).

De acuerdo con estos tres ejemplos, asi como otros que se-encon-
trarin en los problemas que aparecen al final de este capitulo se
observa que existe una base para el postulado conceptualmente atil:!

(ancho de banda requerido) X (duracién del pulso) = constante (16-88)

En otras palabras, el ancho de banda requerido para la transmision
es inversamente proporcional a la duracion del pulso que se transmite.

Es interesante comprobar la ecuacidén (16-88) con el impulso, ya
que tiene un ancho cero y, por tanto, representa un caso limife. De
acuerdo con la ecuacién (16-53),

Fljo) = j: S(e— i de =1 (16-89)

que se ilustra en la figura 16-24. Por tanto, F(jw) es una constante
para la funciébn impulso, indicando que contiene todas las frecuencias
con las mismas amplitudes y un ancho de banda infinito. La ecuacion
(16-88) se satisface en el sentido de que se indica que se requiere un
ancho de banda infinito para transmitir un pulso de ancho igual a
Ccero.

[F(jw)t

Figura 16-24. Espectro continuo
de amplitud de un impulso unita-
Tio.

16-7. ANCHO DE BANDA Y TIEMPO DE ELEVACION

En esta seccion el interés se centra en la respuests de la red
cuando se aplica una entrada escalén a una red de banda limitada (o
filtro ideal). En vez de estudiar este problema de forma directa se
utiliza la técnica de la seccion 82 y se estudia primeramente la res-

1 Para un estudio avanzado de este tema, en funcidn de la duracién rme, véase,
de Athanasios Papoulis, The Fourier Integral and Its Applications (McGraw-Hill
Inc., Nueva York, 1962), piginas 62-64.

Figura 16-23. (a) Forma de on-
da de la sefial y (b) Espectro
continuo de amplitud del ejem-
plo 3.
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2
N<1

igura 16-25. Una red de dos
uertos & que se supone que tie-
e las caracteristicas de respuesta
e fa figura 16-19.
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puesta al impulso de la red a partir de la cual se puede determinar la
respuesta al escalon por medio. de integracién. Segin este método, se
puede formular el problema en la siguiente forma: cuando 8(¢) se
aplica a un sistema de transmision ideal que tiene las caracterfsticas
de la figura 16-17, la respuesta es 8(f — @), en donde a es el atraso de
tiempo del sistema. Ahora, cuando &(f) se aplica a un sistema de
banda limitada, la respuesta no serd un impulso (sin ancho de banda
infinito). ;Cudl es la respuesta al impulso, v,(2)?

De acuerdo con la figura 16-25, en donde la red V tiene las carac-
teristicas de frecuencia de la figura 16-19, de tal modo que w; es el
ancho de banda (para w positivo), se tiene que

Vi(jw) = Gz(jo)Viljw) (16-90)

y si v,(t)=58(r), entonces, ¥;(j) =1 como se encuentra en la ecua-
cién (16-89). Entonces la respuesta estd dada en funcién de la ecua-
cion de la transformada inversa de Fourier:

va(t) = 217} Gpa(jw)e™ do (16-91)
En este caso, Gia(jw) se describe mediante la figura 16-19 y es
) Fe, —go<w<o
Gralj) = < | toue9
0. lo]> o,

Puesto que la magnitud de G,(jw) es cero para lw|>w,, se
substituyen los limites infinitos de la ecuacién (16-91) por ), y se
obtiene

F .ml
0 (1) = Lo Jeti—a) 6-9
(1) T fWK e dw (16-93)
Si se hace que ¢ — a =x, entonces se obtiene el resultado

Foosen w,x
T WX

(1) = (16-94)

que tiene su valor miximo cuando x =0 & ¢ =a. Este valor es

va(a) = F;‘[“‘ (16-95)

y la respuesta al impulso se presenta en la figura 16-26. No es necesa-
rio preocuparse porque se tiene una respuesta incluso antes de aplicar
el impulso a la red. La caracteristica de amplitud de paso bajo que se
ha supuesto, la de la figura 16-19, no se puede realizar con compo-
uentes fisicos, de manera que no es sorprendente que se cbtenga un
resultado que predice el efecto antes que la causa. En los sistemas
reales, la causalidad asegura que el efecto sigue a la causa y la viabili-
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Figura 16-26. Respuesta al im-
pulse de la red de la figu-
ra 16-25, que tiene las caracte-
risticas de frecuencia de la figu-
ra 16-19.

dad se puede determinar a partir de la elegante formulacion del crite-
rio de Paley-Wiener.”
Para determinar la respuesta al escaldn se integra la respuesta de
impulso de la ecuacion (16-94) para obtener
. .
o) = 5J L@ oy = Fosio,x (16-96)
e @1X 7

En este caso Si es la funcién integral de seno® en los textos de
matematica. Una de las propiedades interesantes de esta funcién es que

f Si‘ﬁdx=2f ENXgx =1 (1697
e X R

que se puede usar para determinar el valor final de la respuesta al
escalon:

v(00) = F, (16-98)

La relacion entre (sen x)/x y Six se ilustra en la figura 16-27, para
x positivas, Esto es util para determinar la respuesta de la funcién
escalén seghn la ecuacion (16-96) que se ilustra en la figura 16-28. Se
observard que la pendiente mdxima de la grafica de Six y también de
v4(t) se produce cuando (sen x)/x tiene su valor mdximo; por supues-
to, la derivada de fa funcién Si x es (sen x)/x.

La definicion del tiempo de elevacion utiliza el valor maximo de la
pendiente de vg(t). Esto ocurre cuando t=a y, por tanto, es el valor
numérico de la respuesta al impulso en =g, v, (a). Esto se ha deter-
minade y estd dado por la ecuacién (16-95). Ahora la recta de pen-
diente v,{g) que pasa por ve(@) cruza las lineas v; =0y v =Fy en
los limites del rango de t que define el tiempo de elevacion. Esta es
una simple construccion geométrica que define al tiempo de elevacién,

2 Existe un estudio elemental excelente, dado por F.F. Kuo, Network Analysis
and Synthesis, 2.2 edicion (Joim Wiley & Sons, Inc, Nueva York, 1966), pagi-
nas 291-294.

3 E. A. Guillemin, The Mathematics of Circuit Analysis (John Wiley & Sons,
Inc., Nueva York, 1949), pdginas 491-496.
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sen x
x
1

) T 27 37| 47 5r x

{a)

@ o T 27 3r 4 5w x

Figura 16-27. (¢) La funcidn (sen x)/x en relacién con () la fun-
cién integral seno o Si x.

Figura 16-28. Respuesta de la
funcién escalon correspondiente
. a la respuesta al impulso de la fi-

0 Y t  gum 16-24. En esta figura .z, es
\] 4_’ L el tiempo- de elevacion de la

ecuacion (16-99).

fy, como se jlustra en la figura 16-28. Utilizando esta definicion vy la
ecuacién (16-95), el tiempo de elevacion es

f=to _ %
" Fon o,

(16-99)

de tal manera que

oy, =7 (16-100)
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Se puede formular un postulado similar al de la ecuacién (16-88):

(Ancho de banda) x (tiempo de elevacién) = constante (16-101)

En otras palabras, el tiempo de elevacién de la respuesta de una
red de banda limitada, a una entrada escalén, es inversamente propor-
cional al ancho de banda. Se debe observar que existen otras defini-
ciones del tiempo de elevacion, pero la ecuamon (16- 101) se aplica a
cada una de ellas.
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EJERCICIOS PARA COMPUTADORA DIGITAL

Un cjercicio apropiado para los temas de este capitulo serd el uso de un
programa de computadora para la transformada rdpida de Fourier (FFT). Las
referencias de este tema se encuentran en el apéndice E-5.2. Existen referencias
adicionales en revistas de las que disponen normalmente los ingenieros electsi-
cistas, incluyendo las siguientes:

GAE Sub ittee on M Concepts, “What is the Fast Fourier

Transform? “Proceedings of the IEEE, 55, 1664-1674 (octubre de 1967).

G. Bergland, “A Guided Tour of the Fast Fourier Transform™, IEEE Spec-

trum, 6, 51-52 (julio de 1969).

PROBLEMAS

16-1. (a) La forma de onda que se muestra en la figura es un ptlso rectan-
gular de 1 useg de duracién y una amplitud de 10 V. Dibuje el espectro
continno de amplitud de esta forma de onda indicando las frecuencias a
las que la envolvente del espectro tiene un valor cero. (b) Repita la parte
(a), st la duracidn del pulso es 0.01 useg.

Fig. P16-1.
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16-2. La forma de onda de la figura lustia dos pulsos con una duracidn de
1 jiseg cada uno, separados por un 1 pseg. Dibuje el espectro continuo de
amplitud de esta forma de onda. Utilice los resultados del proble-
ma 16-1.

4 useg
Fig. P16:2.

16-3. En la figura se muestra un pulso en coseno, y=Vp, cost que es cero

Fig. P16-3. para cualquier tiempo, excepto — 72 <t <7/2. (2) Determine la transfor-
mada de Fourier de esta »(f). (b) Trace el espectro continuo de amplitud
y el espectro continuo de fase para esta ¥(1).

16-4. Fl pulso que se muesira en la siguiente figura es una funcién coseno al
cuadrado derivada de la funcidn del problema 16-3. Repita el proble-
ma 16-3 para esta de v(£).

I
N
I

x t
H Fig. P16-4.

16-5. Repita ¢l problema 16-3 para ¢l pulso que se muestra en la figura.

Fig. P16-5.

16-6. En la figura aparece un pulso escalonado que es simétrico con respecto a
t=0y con una duracién T. Determine el espectro continuo de amplitud
y el espectro continuo de fase para esta forma de onda. Dibuje los dos
espectros.



16-7.

16-10.

16-11.

16-12.

16-13.

16-14.

16-15.

16-16.

16-17.
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Fig. P16-6.

La forma de onda que se muestra en Ia figura se compone de segmentos
rectos y es simétrica con respecio 2 t =0. Determine los espectros
continuos de amplitud y fase de esta forma de onda y dibuje cada
espectro.

Fig. P16-7.

Determine la transformada de Fourier para las funciones de tiempo (a)
=ty ® cosh fu(t), si es que existen.
Determine la transformada de Fourier para uma forma de onda de sefial
que describe la ecuacién .

() = {1 ++ mcos @,£1cos Wot, para todos los valores de ¢

y dibuje los espectros de amplitud y fase.

Una red simple se compone de un inductor de 1/2 H conectado en serie
con un resistor de 1 ohm y la combinacién estd excitada por una fuente
de voltaje vy (). La corriente en cada uno de los elementos es iz(?). Si
vy es la forma de onda que se ilustra en la figura del problema 16-6,
determine el espectro de amplitud y el de fase para i2(0).

Repita el problema 16-10 para la forma de onda que se da ¢én el proble-
ma 16-7.

Repita el problema 16-10 para la forma de onda correspondiente a v1(f)
que se da en el problema 16-3.

Verifique el resultado indicado para 1a transformada de Fourer para ¢
negativa que se da en la tabla 16-2.

Verifique el resultado que da para 1a escala de tiempo el factor « en la
tabla 16-2.

Verifique el resultado que da para la transformada de Fourier ta integral
definida que se da en la tabla 16-2.

Verifique ¢l resultado que se da en la tabla 16-2 para el traslado en el
tiempo (adelanto o atraso) de f(t) a f{t — @) con respecto a la transformada
de Fourier.

Para la forma de onda dada por la ecuacion

v = Voe * sen Wol, t>0

T T T




580

16-18.

16-19.

16-20.

16-21.

16-22.

16-23.

16-24.

16-25.

16-26.

16-27.
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y v=0 para r<0, determine el espectro continuo de amplitud y et
espectro continuo de fase com di a esta oscilacién amortiguada.
Repita el problema 16-17, considerando que el pulso exponencial c.ntxca-
mente amortiguado estd dado por la ecuacidn

vf) =V, tLo e (i) t=>0

para la que v(t) = 0 para + <0.
Repna el problema 16-17 para un pulso gaussiano definido por la ecua-
Can

v = Voe~ W, para todos los valeres de 7
En la red de la figura iy tiene la forma de onda que se ilustra en el

problema 16-6. Para los valores de elementos que se dan determine los
espectros de amplitud y fase de las corrientes iy e ip.

Fig. P16-20.

Repita el problema 16-20 si 7; es la forma de onda de la sefial que se
describe en el problema 16-7.

En la red de la figura v, tiene la forma de onda que se muestra en el
problema 16-6. Para los valores de elemento que s¢ dan determine los
espectros de magnitudes y fase para los voltajes v, ¥ vp-

b [ 3 FigPl6-22.

Repita el problema 16-21 si ») tiene la forma de onda que se sefiala en
el problema 16-7.

Un sistema estd descrito por la funcién de transferencia de relacién de
voltajes G(s)=V,(s)/V1(s). Si G(s) =3/(s +2) ¥ vy(t) = 5e=3%y(t), utili-
ce las transformadas de Fourier para encontrar V,(w) y dibuje los es-
pectros de magnitud y fase.

Repita el problema 16-24. para la misma G(s) pero para v (f) =
3 sen (2t +45°).

Repita ef problema 16-24 utilizando el mismo valor de vy(f), pero
como funcién de transferencia se usard G(s) = kye—25.

Repita el problema 16-24 utilizando el valor de »;(f) que sc da en el
problema 16-25, con la transferencia que se indica en el problema 16-26
para k; =10.




16-28.

16-29.

16-30.

16-31.

16-32,

16-33.
16-34.

16-35.

16-36.

16-37.
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Se tiene un sistema que se describe mediante la funcién de transferencia
de relacion de voltajes G(s) = V3(s)/V;(s). Para este sistema se establece
que

O

Si v1() es la forma de onda que se muestra en el problema 16-6, deter-
mine los espectros de amplited y fase de »o (7).

Repita el problema 16-28 si v (r} es la forma de onda que se ilustra en
el problema 16-7.

El objetivo de este problema es demostrar que la conclusion de la ecua-
cidbn (16-30) —es decir, que el producto del ancho de banda por la
duracién del pulso es una constante— se aplica a varias formas de onda
de pulso especificas. En cada caso es necesario tomar alguna medida de
la duracién del pulso y también seleccionar alguna forma de medir el
ancho de banda, por ejemplo el rango de frecuencia al primer cero de
la envolvente del espectro continuo de amplitud. Para este problema
véase el pulso en coseno que se da en el problema 16-3. Muestre que el
producto del ancho de banda y de la duracion del pulso es una cons-
tante y determine dicha constante.

Repita el problema 16-30 para el pulso en coseno cuadrado que se descri-
be en el problema 164.

Repita el problema 16-30 para el pulso gaussiano que se describe en el
problema 16-19. En este caso se sugierc la eleccidn del tiempo r=tg
para medir la duracién del pulso.

Repita el problema 16-30 para cl pulso triangular del problema 16-5.
Repita €l problema 16-30 para el pulso cxponencial que se describe en el
problema 16-6.

En el estudio de la relacién que hay entre el ancho de banda y el tiempo
de elevacion de la seccidn 16-6 se utilizan las caracteristicas idealizadas
Gyo de la figura 16-19. En este problema estudie tal relacién para la
funcién de transferencia

_ 1
Glz_l_’_TS

para la que el ancho de banda se toma casi siempre como el que define la fre-
cuencia de media potencia, w = 1/T. Para esta funcion de transferencia, de-
muestre que el producto del ancho de banda por el tiempo de elevacion
cs una constante y determine dicha constante.

Este problema es semejante al 16-35, excepto porque en este caso se
considera la funcién de transferencia

w2

[ S E—
127 T lwes + wh

(<1

Se supondrd que el ancho de banda se define mediante la frecuencia
w=wp ¥ luego normalice la frecuencia, o sea que Wy = 1. (a) Muestre
que el producto del tiempo de elevacién y del ancho de banda es una
constante y determine esta constante, (b) Para {=1/2, determinc el
rebase que resulta cuando la entrada es una funcién escaldn.

Sea la red del problema 15-36. Para las siguientes formas de onda de
puiso de v,(r) determine el espectro continuo de amplitnd y el espectro
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16-38.

Integral de Fourier y espectros continuos

continuo de fase de vo(f): {a) Sea »1(r) como se ilustra en la figu-
ra 16-22(a). (b) Sea v; la forma de onda que se ilustrz en la figura
16-23(a). (c) Suponga que vy es la forma de onda que se muestra en el
problema 16-3.

Repita el problema 16-37 para las tres formas de ondas de pulso que se
indican pero utilizando la red que se muestra en el problema 15-37.




Apéndice A:
Algebra de niimeros complejos

(fasores)

A-1. DEFINICIONES

El ntmero complejo A =a +jb se representa en el plano complejo
como se muestra en la figura A-1(z). Si la parte real se indica con el
simbolo Re y la parte imaginaria con Im, entonces

Re A =a, ImA=5» (A-1)

Obsérvese que si B=c+jdy B=A, entoncesz=cy b=d Enla
forma polar o exponencial, ¢l mismo nimero complejo se escribe
como sigue:

A = Ae (A-2)

y se representa como se indica en la figura A-1(6). La magnitud y la
fase de A se escriben como sigue:

JAl=4, argA=0 (A3

Existen ecuaciones (tiles para convertir una forma en la otra, que
se derivan principiando con la identidad de Euler

et/8 = cos § + jsen@ (A-4)
Entonces la ecuacién (A-2) se convierte en

A= Acosf + jdsend (A-5)
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_Ee Eie
imaginario imaginario|

_1_ ______ By J ]

1
1
I
J ;
! [}

f__ o — Eie real
{a

)

Fig. A-L.

{b)

Eje real

Comparando esta ecuacién con la expresion (A-1) s¢ tiene que

a= Acosé, b= Asen8

(A-6)

Elevando al cuadrado las dos ecuaciones y sumando se obtiene

A? = g% + b2

Dividiendo después b entre 4, se tiene que

§ = tan! (—2—)

A-2 SUMA Y RESTA
Si A=a+jby B=c+jd, entonces

A+B=B4+A=C

C=@+o+jb+4d

Fig. A-2.

(A7)

(A-8)

(A-9)

(A-10)
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Es decir, la suma de dos nimeros complejos es otro nimero com-
plejo que se encuentra al sumar las partes reales y las imaginarias. En
la figura A-2 se ilustran las operaciones de suma y resta en el plano
complejo.

EJEMPLO 1
Si A=1+4j2y B=1—jl, entonces
A+B=C=2+jl1 (A-11)

A—B=D=0+4;3 (A-12)
A-3. MULTIPLICACION

Utilizando los nimeros complejos A y B de la seccién anterior, su
producto es

AB = BA = (a + jb)(c + jd) = (ac — bd) + j(ad + be) (A-13)

lo que indica que el producto de dos niimeros complejos es otro
nimero complejo. En la forma polar o exponencial, se tiene que

A = Ae’», B = Be/* (A-14)
y
C = AB = ABe/0:+o (A-15)
de tal manera que )
|Cl=A4B y argC=6,+86, (A-16)

En la figura A-3 se muestra el producto de dos nimeros complejos
en el plano complejo. Obsérvese que la multiplicaciéon de nimeros
complejos se logra mas fécilmente en la forma polar o exponencial
que en la forma compleja.

Fig. A-3.
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Re

£

A* Fig. A-4.

Con frecuencia se requiere la multiplicacién de un nimero complejo
A por su conjugado A*. Por definicién, si A =a +jb, entonces

A¥* =g — jb. Notese que
AA* = (a + jb)a — jb) = a* + b*

(A-17)

lo cual demuestra que el producto es un nimero real. En la forma

. exponencial,
A = Ae® entonces A* = Ae™?
como se¢ indica en la figura A-4. En este caso
AA* = A? = g* - b*

lo cual concuerda con la ecuacién (A-7).

A-4. DIVISION

Si CB = A, entonces, para nimeros complejos,

c—A _AB* AB
B~ BB [B}

(A-18)

(A-19)

(A-20)

en donde la multiplicacién por B*/B* se conoce como racionalizacion.

Entonces

Au(a+jb)(c—jd)_ac+bd+-bcﬁad
B~ a+d7 Co+d lord

En la forma polar o exponencial

N
A _de A g

B T B
de tal modo que

A A A _
|iF§ y agg=6-6

(A-21)

(A-22)

(A-23)
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Estas relaciones se ilustran en el plano complejo, en la figura A-S.

EJEMPLO 2
Supéngase que se debe dividir 1+]’\/§_ entre 1 y expresar el resul-

tado en la forma a + jb. En este caso

liﬁ/—_;—:%=ﬁ—jl=a+jb

(A-24)

En forma exponencial,
25 . _jsor 3 s\ o R
20 g =2 (5 V=T —jt @29

Para obtener este resultado se utilizé la ecuacién (A-5).

A-5. LOGARITMO DE UN NUMERO COMPLEJO
El logaritmo de un nimero complejo se encuentra expresando ese
niimero en forma exponencial y observando también que 6 =6 + k2m
ntero de k con §.en radianes. Entonces

para cualquier valor e
In A = In Ae® = ln Ae®*** =1n 4 + j(0 + k2m) (A-26)
El valor para k =0 se conoce como valor principal.
EJEMPLO 3
Encuentre In (3 +/4) en 1a forma a +jb. Entonces
k=01,... (A-27)

In (3 +j4) = In 5 +j(tan™'$ + k2r),
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A-6. RAICES Y POTENCIAS DE NUMEROS COMPLEJOS

Las raices y las potencias de ntimeros complejos se encuentran utili-
zando la ley de los exponentes. Por tanto,

A" = (de®) = Ame)® (A-28)

Si se substituye 1/m en lugar de n y también se suma k27 a 8, se
obtiene

AVm = +»\’7—A— eliE+k2myim (A-29)
en donde % es un entero y para k=0 se tiene el valor principal. Este

resultado se conoce como teorema de De Moivre.

EJEMPLO 4

Se pide determinar las tres rafces de + I +70. Utilizando la ecua-
cién (A-29) se obtiene:

1o, leitawr, y  penser (A-30)

que se ilustra en la figura A-6.

Im
~ ‘~\\\
/// AN
N\
/ \
// Y
| \
\ K Re
\ i
\\ J;
N /
N /
~ 7
Fig. A-6.
PROBLEMAS

A-1. Exprese los siguientes nimeros complejos en forma exponencial:
2-j2 3—j4  14i/3, —1-j1
A-2. Exprese lo siguiente en forma de ntmeros complejos 2 +jb:

245", Se-i30°, 10e-7120°, Deilose




A-5,

I3

A-9.
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. Se dan los siguientes nimeros complejos: A=1-+jl, B=3+j2, C=

—2+4j1, D=~1 —j2. Determine las siguientes cantidades, indicando cada
nimero complejo y el paralelogramo que sefiala la suma o la Testa en el
plano complejo:

@A+B+C © A—B+C-D
() 2A—B (d) 2B 4 C — 3D

. Utilizando los nitmeros complejos que se especifican en el problema A-3,

determine las siguientes cantidades, expresando cada una de ellas en forma
de nimero complejo y también en forma exponencial. Presente cada canti-
dad en el plano complejo.

(a) AB (d) AB*
(b) ABC (e) (AB)*
© A+ OB+ D) ) (A — A¥)/BB*

Utilizando los nimeros complejos del problema A-3, determine las siguien-
tes cantidades, expresindolas en forma de nimero complejo y en forma
exponencial. Presente cada cantidad en el plano complejo.

(@) A/B (d) AB*/CD*
(b) C/D (&) (A +BY(C + D)
) A/D (f) A/C(B + D)

. St

S S
cos @ +jsen9*a+"

determine @ y b.

. Determine las siguientes cantidades en la forma de un niimero complejo

a+b.
@) In(j1 © InQl + jw)
(b) In(—1 —j1) (d) In(t — w? + j2{w)

. Encuentre todas las raices que se indican en las siguientes expresiones y

grafiquelas en el plano complejo.

(@) (—1)1¢ @ (—jn»
Eb)) El'l-)i—l/];O)”‘ (e (j32)1/s
QR

Evalfie las siguientes cxpresiones, ya sea en forma compleja o exponencial:

G+, @—jn
72)







Apéndice B:
Algebra matricial

B-1. DEFINICIONES

El arreglo rectangular de niimeros de funciones

ay Gz ee- Qu
dzy @22 .- Gn

A= (B-1)
Amy Gmz ++¢ dm

se conoce como matriz de orden (m, n) o matriz m X n. También se
utilizan dobles barras | || y paréntesis ( ) en vez de los corchetes.
Los mimeros o funciones a;; son los elementos de la matriz, en donde
el primer subindice indica la posicion del renglon y el sengundo la
posicién de la  columna. También se emplea la notacién (a;]m x n
para identificar una matriz de orden m X n cuyos elementos son a;;.
Existen varias matrices que tienen nombres especiales. Una matriz
de una columna pero con cualquier niimero de renglones se conoce
como matriz columna o vector. Una matriz de orden (1, n) es una
matriz cuadrada de orden n. La diagonal principal de una matriz cua-
drada se compone de los elementos ayy, a2, ... ,dp,. Una matriz
cuadrada en la que todos los elementos son cero excepto los que
estdn en la diagonal principal se denomina matriz diagonal. Es mds, si
todos los elementos de una matriz diagonal tienen el valor 1, la matriz
se denomina matriz unitaria o de identidad, U. Si todos los elementos
de la matriz son cero, ;; =0, la matriz se conoce con ¢l nombre de

591
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matriz cero 0. Si a; =ay; en una matriz, ésta se conoce como mairiz
simétrica.

Las tres matrices

12
1 -1 2
A—[_l 03}, B=|—1 1|, c=| 2| @2
0 2 -1

ilustran las matrices de Ordenes 2 X 3 para 4, 3x 2 para By 3x 1
para C. La matriz C es una matriz columna o vector. La matriz

100
U=(0 10 (B-3)
001

es cuadrada, diagonal, unitaria y también simétrica.

En la siguiente seccidn se dara atencién a la igusldad de matrices.
Si dos matrices son iguales, tienen el mismo orden y elementos corres-
pondientes iguales.

B-2. SUMA Y RESTA DE MATRICES

La suma de dos matrices del mismo orden se encuentra sumando
los elementos correspondientes. Por tanto, si los elementos de 4 son
a;; y los de B son by, y st C=A+ B, entonces

cy=ay+ by (B-4)

Es evidente que'4 + B =B + A4 para matrices.
Si una matriz 4 se multiplica por una constante a, entonces cada
elemento de A se multiplica por a:

ad = [aa,) (B-5)
En particular, si @ = ~1, entonces
—A={—a)] (B-6)

De acuerdo con esto, se observa que para restar B de A se multi-
plican todos'los elementos de B por —1 y se suman. Por ejemplo,

1217 21 17 [-1 10
A”B=[—1 0 1}“[2 3 ~J:[—3 -3 2} &7
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B-3. MULTIPLICACION DE MATRICES

La multiplicacién de las matrices 4 y B se define s6lo si el nimero
de columnas de A es igual al nimero de renglones de B. Asf, si 4 es
del orden m X n y B es del orden n X p, entonces el producto 48 es
una matriz C de orden m X p; por tanto,

AnsnBasy = Crxy (B-8)
Los elementos de C se determinan a partir de los elementos de 4 y

B, multiplicando el #simo renglon de 4 y la jésima columna de B
y sumando estos productos para obtener ¢;;. En forma de ecuacién,

€y = @byt anby +.. Foayb,, = kﬁ:} [ (B-9)
La multiplicacién de matrices no es conmutativa en general esto es,

AB # BA, usualmente (B-10)

incluso cuando BA quede definida [significando que se satisfacen
Ios drdenes especificados por la ecuacién (B-8)].

EJEMPLO 1

Las ecuaciones del capitulo 11

zuly + 2zl =V,

(B-11)
2y + 2l =V,

se escriben en la siguiente forma matricial:
|:Z” zu}[’l]:[:lll:l (8-12)
2 ]l V.
como se puede verificar si se aplica la ecuacidén (B-9).

EJEMPLO 2

Varias multiplicaciones matriciales ilustrarin el uso de la ecuacién

(B9):
—2] 0 0
sz[o o] ®13)

R
2 -1 =[5 . 3} (B-14)
2 0
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Finalmente se observa que
UAd=A4AU=4 (B-15)

si Uy A son ambas cuadradas y de orden n.

B-4. OTRAS DEFINICIONES

Hay varias definiciones adicionales que se utilizarin al estudiar la
solucién de una ecuacién matricial.
La franspuesta de una matriz A es A7 y se forma intercambiando
los renglones y las columnas de A. Por ejemplo, si
4 1 2 —1 . ! 0
—[0 1 J,entoncesA =| 2 —1 (B-16)
—1 1

El determinante de una matriz cuadrada tiene como elementos los
mismos de la matriz. En otras palabras,

det A = det [a,]] = |a;| (B-17)

Por ejemplo

1 —1 1 -t
= =3 -
det [3 2} ’ 3 2] (B-18)

Fl cofactor A; del elemento de una matriz a; se define para una
matriz cuadrada A. Tiene el valor (—1)* veces el determinante que se
forma al eliminar el iésimo renglén y la jésima columna del det A.

La matriz adjunts de una matriz cuadrada A se forma substitu-
yendo cada elemento a;; por Ay y transponiendo. Por tanto,

adjunta de 4 = [4,,] (B-19)

Por ultimo, se define la matriz inversa de A, A~! como la matriz
adjunta dividida entre el determinante de A:

_ adjunta de 4

At =i, detd 0 (B-20)

EJEMPLO 3

Supdngase que se requiere determinar 4~ ! siendo

12
A=[_I J (B-21)
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Obsérvese que

swa=s wi=[) ) wr-) 7 e

Por tanto,

R S

8-5. SOLUCION MATRICIAL DE ECUACIONES LINEALES
SIMULTANEAS

En aplicaciones del andlisis de redes, se tienen ecuaciones formula-
das, con base en una de las leyes de Kirchhoff. Esas ecuaciones tienen
fa forma

ZI=V (B-24) -

en donde 7 es una matriz cuadrada de orden n, / es una matriz
columna, con elementos I,,7;,...,1,,y V es una matriz columna
cuyos elementos son ¥y, Va,..., V. En el capitulo 6 se demostrd
que I; se puede encontrar utilizando la regla de Cramer, como sigue:

1 =
I, = Tz Z; ViZ; (B-25)

en donde Z; es el cofactor de z;; en el det Z.

Para obtener este mismo resultado utilizando matrices se multiplica
la ecuacion (B-24) por Z—! y se emplea la relacion Z~'Z = U. Por
tanto,

ZZI=Ul=1 (B-26)
y la solucién de la ecuacion (B-24) es
1=z (B-27
Esto se puede escribir también en la forma

_ adjuntade Z ~
1= —daz vV (B-28)

que, como se puede ver, estd en la misma forma que la ecuacién
(B-25) pero generalizada para todos los valores de L
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EJEMPLO 4

Una red de resistores y baterfas se describe mediante las ecuaciones
de voltajes de Kirchhoff expresadas en forma matricial como sigue:

Lj_ﬂﬂ{ﬂ (8-29)

Como en el ejemplo 3, se encuentra que

31
-1 =%[] 2} (B-30)

de tal manera que, de acuerdo con la ecuacién (B-27),

Bj - %E ﬂ m - @ (B-31)

En el anilisis de redes, sobre todo mediante computadora, se utili-
zan otros métodos, en vez de evaluar Z='. En la seccidn 3-7 se estu-
dié el método de eliminacién de Gauss y se mostrd coémo se resuelve
una ecuacidn matricial mediante pasos sucesivos de triangularizacion y
substitucién inversa. El resultado es que la ecuacién matricial

ZI =y (B-32)
se reduce a la forma
C11 O 1, kVy
[ I, kyV,
‘ €33 {3 - kx.Vx (B-33)
L O Cond L1 kv,

en donde la matriz cuadrada tiene términos distintos de cero sélo en
la diagonal principal. Directamente se obtiene la solucion

L=y, (B-34)

11
o bien, en general,

1,=£V1, i=1,...,n (B-35)

Cii
Una operacién bésica en la solucién por computadora de las ecua-
ciones matriciales como la (B-32) es la factorizacion LU, en donde L
es una matriz cuadrada con elementos distintos de cero en la diagonal
principal y debajo de ella y U es una matriz cuadrada con elementos
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distintos de cero en la diagonal principal y arriba de ella, siendo cada
matriz n X 1y

LU=2 (B-36)
Substituyendo esta ecuacion en la expresion (B-32), se tiene

LUui=v (B-37)
Si se identifica UI =y, se puede resolver

Ly=vV (B-38)

por medio de la eliminacién directa de Gauss para y. Una vez que se
conoce y, se resuelve

Ul=y (B-39)

para I, aplicando el mismo procedimiento directo de eliminacion de
Gauss. La ventaja de este método es que si V cambia en la ecua-
cion (B-32), entonces Z no se tiene que refactorizar.

Por ultimo, la computacion de L y U es directa. Si se hace que
los elementos de Z sean z;;, entonces

Iy Ziz Zy3 Iy 00 1 uy, >u13
Zyn 2y Zps|={lLy Ly 00 1 uy (B-40)
0

231 z3z Zasl' Uy Dy Ly 0 1
Iy ‘: Hattys } 1y
=\l i Lyttse + Dy 1 Lytys + Dt (B-41)
I3, .1 Lyuy + I, E Isgttys + lygttys + Iy

La solucién de estas ecuaciones para las / y u es una simple rutina.

Si se desea hacer consultas posteriores acerca del tema, incluyendo
un estudio de las técnicas especiales que se pueden emplear cuando Z
es no dense, véanse: Donald A. Calahan, Computer-Aided Network
Design, McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1972, o bien
George Forsythe y Cleve B. Moler, Computer Solution of Linear
Algebraic Systems, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1967.

PROBLEMAS

B-1. Se dan lag tres matrices

| s o 2 -1 ¢ rm o
A:[z S S-S S B § <R S
-1 0 —1 0 -1

Determine (a) AB, (b) BC, y (c) ABC.
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B-2. Para B del problema B-1 encuentre det B, BT y B—1.
B-3. Para la matriz

B-4.

B-5.
B-6.

=~

3 -1 —1
D=|-1 3 —1
-1 -1 3
encuentre det D, DT y D1,
Para la matriz
6 —3 —2
E=|-3 7 =2
-2 -2 5

encuentre det £, ET y E-1.

Demuestre que (2) (AT =4 y (b) (AB)T = BTAT.
Utilizando matrices, resuelva las sigui i
y compruebe sus soluciones

I P
ol 5 Sl

3 -1 =1L 5
©@|-1 3 —1|ni=| 4
-1 -1 3 -2

Efectle las operaciones que se indican en las ecuaciones {B40) vy (B41)
para mostrar que

4 -2 -1 0o o0 o1 -} -
—2 4 —z{=|-2 & oo 1 -}
-1 -2 i1y [-1 -3 42jo o 1

por factorizacién LU.




Apéndice C:
Cambio de Escalas

C-1. UN EJEMPLO DE CAMBIO DE ESCALA

El tema de las escalas se introduce estudiando las dos redes que se
dan en (2) y (b) de la figura C-1. Para la red RLC en paralelo, la
magnitud de la impedancia es

1
121 = R e = e ©n

La variacion de la magnitud de impedancia en funcién de w, como
se determinG en esta ecuacidn, se ilustra en (c) para el caso de la red
de (@) y en (d) para la red de (b). Se observa que estas dos grificas
difieren en solo dos aspectos: la escala de frecuencia de (d) estd am-
plificada por un factor de 10% y a frecuencias correspondientes (rela-
cionadas por 10%), la variacién de magnitud de |Z,] es 600 veces la
de (c) para |Z,|. Tomando en cuenta, estos dos factores las grificas
tienen la misma forma.

De acuerdo con este ejemplo, se observa que este tipo de escala es
importante en el andlisis. Las redes que tienen valores de elementos
como los que se dan en la figura C-1(b) se pueden cambiar de escala
para tener valores como los de (a) antes de efectuar el andlisis. Por el
contrario, una red disefiada con valores de elementos tales como los
de (a) se puede cambiar de escala con valores como los de (b) para
satisfacer cualquier especificacion en lo que respecta al rango de fre-
cuencias ¥ al nivel general de impedancia.
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(d)

Los valores de fos elementos en H o F

Fig. C-1.

C-2. ESCALAS DE FRECUENCIA Y MAGNITUD

Considérese el problema de cambiar Ta escala de frecuencia v, al
mismo tiempo, de cambiar los valores de elementos en una red, de ta]
manera que se mantenga constante la magnitud de la impedancia. Sea
la frecuencia w que se cambia de escala a un nuevo valor W/wy, en
donde wo es una constante, de tal modo que Z(jw) tenga la misma
magnitud que Z(jw/ws). De acuerdo con las ecuaciones

12| = oL = a%w.,L (C-2)
y
_1 1
1Ze|l = om = et (C3)

se observa qlie, si w se convierte en wfewo, es necesario que tanto [,
como C so multipliquen por wo, a fin de que se mantenga constante
ld magnitud de la impedancia. Sélo es necesario tomar en cuenta , y
C, ya que Zp =R 1o varia con la frecuencia.

Como problema independiente, véanse los cambios que s deben
efectuar en los valores de los elementos con e] fin de que la magnituq
de la impedancia cambie en la misma proporcién para cualquier valor
de . Para las expresiones de impedancia, Zz =R, Zp =jwl, y Zo=
1jwC, se observa que si Z se debe multiplicar por una constante K, e
necesario que R y L se multipliquen por K y que C se divida entre K.

Utilizando los dos grupos de reglas que se acaban de

VeI, se pueden
cambiar de escala tanto la magnited como la frecuenci:

a. Para ilustrar
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4 i hacia
arryy, O de las reglas, primeramente se verd el cambzo de escgid]a o
@) ? de |, magnitud 'y la frecuencia, como se hizo a.l pasar. i
b, o en la figura C-1, y luego se verd el cambio de esca g
Du?g Mo g Iy magnitud como de la frecuencia. P(IJI Supl:ljiud’ -
i i ma,
°tro_e Cambiar ge escala la frecuencia en un sentido y la mag

0 ¥ i 1 ma-
nersupongase que se desea cambiar de escala la lrecuencl'a d: tti:mpo,
qlxea ue ;1 se ponga como W) /we para we > 1y, al mxsz 2. (ror
eje!'n1 Magnitud se cambie de escala de un valor nommK> o
Sste o, 2 impedancia a cierta frecuencia) a Z‘Z/K f 1;:;:;{1 o

‘ m
hacy :So’_ 105 valores de los elementos para la red ca

o se pueden calcular a partir de las ecuaciones ‘
_R (C4)

Rd' - K
L, =% (C-5)

‘ds = Kl

y
: “(C-6)
Co, = 0,K,C (%

- 1 e se
va adonde R L ¥ C son los valores de los elementos de la red qu
Cappyps
- oo s 1a frecuencia de
tal o OMase Que ahora se' desea cambiar la escala de la fr uoncia o0
ﬁe“‘m 12 que G2 se Ponga como wocy, siendo we > 1 y,omina] o
PO, desea incrementar lg magnitud _de un valo;n e e
elen, rEcuéncja) Zy a KyZo, K, > 1. Entoncfes los valore aléular
‘on g‘llos de la. req cambiada a escala hacia arriba se puéden o
e N lag €cuaciones

R, = K,R ()]
u T 2
. (C-8)
v B>
1 (€9
Ca= g % C

comy i i se

peml‘;:dent‘e e bastari uno de los dos conjuntos de ecuaciones si
¢ . N . 1

E| Ue Y o tengan valores inferiores a.1. . . s
dexcribpmcedimiento de cambio de escala de las magnitudes fqumda
@ ; % aplica 4 impedancias de ‘punto impulsor o de trans Lf]:or .
trangg, ~12) e inversomente a las admitancias de punto ~1m§ sor ¥
& la i ¥ o Y12). Es importante saber que el cg'mbxod eG o
Rt Gmagnitud de la impedancia no afecta a la magmtud' en dlé 2

2 Cantidades derivadas de ‘la -alerif: A wedtnis
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relacién de corrientes tales como la pérdida de insercién! A conti-
nuacién se ilustrard esta proposicién con un ejemplo.

EJEMPLO 1

Para el primer ejemplo se deducirdn los valores de los elementos de
la red (b) de la figura C-1, cambiando de escala hacia arriba la red
(). Utilizando las ecuaciones (C-7) a (C-9), con we =10% y Ky =
600, se tiene que

R,, = 600 x 1 = 600Q L(C-10)
(600N :
Lo= (__1000) 1=06H (C-11)
y
— 1 .
Co = fgooscToy = 67 HF (C12)
EJEMPLO 2

La red y la caracteristica de pérdida de inserciébn que aparecen en
la figura C-2 se tomaron de un manual para disefiar filtros.> Se desea
disefiar un filtro en el que los resistores terminales tengan un valor de
600 ohms y que la banda de frecuencias para la que la pérdida de

o 0.827H 0.488H
19
v, Lya3Eos  04T4F 14877 _L 12 v,
: 1.978F 1.276F
{a)
«
pérdida de N
insercion, db ] 35db
|
I
|
I
i
L
() 0 S10 L145 w radianes/seq

Los valares de los elementos en H o F

Fig. C-2.

LM.E. Van Valkenburg, introduction to Modern Network Synthesis John
Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1560), p. 53.

2 Deverl S. Humpherys, The Analysis, Design and Synthesis of Electrical Fil-
ters (Prentice-Hall, Inc., Englewood-Cliffs, N. J., 1970).
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6.59 mH 3.89mH
600 Q
v, Jo4marsz  1045mef o 328mef L
43.7 mupF 282 muF

a
pérdida de
insercidn, db

L h
0 12,000 13,740 f.cps
Los valores de los elementos en H o F

Fig. C-3.

insercion sea 1 db o menos, se extienda de 0 a 12.0 kilociclos/seg. Se
sabe que si se satisface esta especificacion es suficiente la pérdida
minima de 35 db a frecuencias elevadas. Este disefio se puede comple-
tar con el empleo de las ecuaciones (C-7) a (C9) con K; =600 y
wo = 2w x 12,000. La red puesta a escala y su pérdida de insercién se
ilustran en la figura C-3. Obsérvese que la magnitud de la pérdida de
insercién no cambia por las operaciones de cambio de escala.

PROBLEMAS

C-1. Cambie la escala de la red de (q) de la figura C-1 de tal manera que la
magnitud de Z, en (@) sea de 5000 ohms en su méximo y que este
méximo ocurra a 106 radianes/seg.

Repita ¢l problema C-1 de tal modo que la magnitud mixima de Z» sea

0.001 ohms a ¢ ==0.1 radiin/seg.

Tomando como base la red de la figura C-2, disefie una red de tal modo

que los resistores terminales tengan valores de 5000 ohms y que la banda

de frecuencias para la que la pérdida de insercién sea menor de 1db se
extienda de 0 a 25,000 cps.

Cambie la escala de magnitud de la red de la figura C-2 de modo que

todos los valores de los el pasivos estén didos, si es posible

entre 1 y 10.

. Se necesita disefiar un filtro para proporcionar 35 db de pérdida de inser-
cion para todas las frecuencias superiores a 16.4 kilociclos/seg y 1 db de
pérdida de insercién para casi todo el rango de frecuencias de 0 a 16.4
kilociclos/seg. Los resistores terminales deben tener un valor de 72 ohms.
Disefie la red, indicando todos los valores de los elementos.

C-

13

C-

bl

C-4.

S

o
&







: Apéndice D:
Tabla de transformadas inversas
de Laplace

John A. Aseltine elabord la siguiente tabla. En ella se expresan las
transformadas inversas de Laplace segin la geometria del plano s para
una funcién F(s) racional con uno, dos y tres polos. Al usar la tabla,
se trazan flechas de polo o cero a polo o cero, como se indica.
Cuando la flecha asi trazada se dirige a la derecha, se toma como
positiva y cuando se dirige a la izquierda, como negativa. Cuando una
linez tiene flechas en ambos sentidos, se toma siempre como positiva.
(Tomado de John A. Aseltine, Transform Method in Linear System
Analysis, copyright 1958, McGraw-Hill, Inc. Usado con permiso.)

Un polo .
F(s) Plano s S
1 ———— eat
i s+a -a
i
i Dos polos
4
1 ‘____”___’_f_ ! S L (gmon — =axr)
(s + a1)(s + az) —8; =6y A
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Dos polos (continiia)

F(s) Plano s §16)
o
G+8) B ! Be- -
R o) B PO NN 1 (Bremav — Bye-ew)
(s +a(s +a2) b e -ay A R
1 ey p—
(s +a)? —a
B
(s +b) I— 1(2) -
s+a? ~& e I (e Lem
x +i8
1 1.
Gra?+p —_— T 78 at sen fit
x 14
)\,x e
s+b X A B - !
GTaTTR -———oi—_b L £ eesenife +0)
% 1=if
Tres polos
—Aau—
1 il R P SRSV S
G+ al)(s + a2)(s + a3) ~a; ~a; -0, Andn Aridsz Adn’
Az
,—A_H-H_’-l
s+b T I B ei_Br_ e By .
G+ an)G + a2)(s + as) By AzxAne o Axidse “Tme o
e
23
oy
52 AxrtAas a2 a? 3
U LE— o — A% pay a -
G F el + a)s + a3) -8y -6z -a; ods Y T AnAn !+An}hze o
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Tres polos (contintia)

F(s) Plano § Fi0]}
A
1 iﬁ ’1(2) R — — 1)e-a
CTETTe m e
8, J
By 1 -5 - —ay
o+ a‘:)_:(sb-%— az} —:ﬁz :1:(,2) i F[Bze # o+ (Bt — BaJem]
4l l
— ;zl(y s __,;_é?li zl‘i [akemast + (a1dt — a1d — ayaz)e~]
5 1 2. —@z &
Faot

i Yl — L opraw g L - -
T Tar TR g e g =9
x ~-J8
X, 4
st b e By poae . B o-atsen(pt — 6)
GraoFar+ | T F e A4 4
beel  x  {-is

2

5
G Fadls + a2 + B

a2, B . A
ﬁe \:+ﬁ_Ae ¢sen(ft — 81 — 282)







Apéndice E:

Ejercicios para computadora
digital

(Métodos numéricos elementales)

En este apéndice se indican las descripciones de ejercicios en computadora
que son apropiados para un estudio adicional de 1os temas de varios capitulos de
esta obra. Al final de cads capitulo del libro, se hacen referencias especificas a
ejercicios apropiados.

Puesto que los ejercicios que se sugieren se efectuaran en el centro de compu-
tacién al que el lector tenga acceso, s¢ recomienda especialmente que se esta-
blezca contacto con dicho centro para determinar uma lista o catdlogo de fas
subrutinas que pueda usar. La forma en que se use la computadora depende de
si tales subrutinas son similares o mo a las que se describen en las referencias
citadas.

En las listas que siguen se utiliza una abreviatura para las referencias del Libro
de texto, como se dan en las paginas 611-612,y un namero de pagina que
sefiala la ubicacién del material apropiado.

E-1. METODOS NUMERICOS PARA ENCONTRAR RAICES A

E-1.1 Rajces de cuadraticas: MCC, 126; SEE, 59.
E-1.2 Método Newton-Raphson: GUP, 300; HU2, 867; KIN, 520; LEY, 139,

179; MCC, 44; SEE, 61; WNG, 216. .
E-2. INTEGRACION NUMERICA

E-2.1 Métodos de integracién numérica: GUP, 19; HUL, 15; HU2, 173; KIN,
236; MCC, 142; LEY, 233; SEE, 73; WNG, 184.

£-2.2 Evaluacién de una integral indefinida: GUP, 22; HU2, 185
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E-2.3 Andlisis de Fourier: GUP, 409; HU2, 794; MCC, 182; LEY, 252; SEE, 80.
E-2.4 les de C lucién y Superposicion: GUP, 267; HU2, 285; KIN,

224,

E-3. FORMULACION Y OPERACIONES MATRICIALES

E-3.1 Multiplicacion de matrices: GUP, 114; MCC, 103; LEY, 458.
E-3.2 Formulacién de ecuaciones por matrices: HU2, 71; LEY, 473,

E-4. COMO RESOLVER FCUACIONES ALGEBRAICAS
LINEALES SIMULTANEAS

E-4.1 Método de eliminacién de Gauss: GUP, 132; HU2, 94; KIN, 272; LEY,
288; MCC, 154; STE, 282.

E-4.2 Conjuntos de ecuaciones simultaneas: HUL, 100; HU2, 81; MCC, 116;
SEE, 65.

E-4.3 Solucioén de ecuaciones de estado: HU2, 81; KIN, Ch. 3; LEY, 768.

E-4.4 Ecuaciones simultineas que den impedancias ¥ . GUP,
425; HU2, 431, 444; WNG, 403, 419.

E-4.5 Integracién implicita: WNG, 467.

E-5. OPERACIONES ALGEBRAICAS

E-5.1 Transformadas inversas de Laplace (Determinacion de residuos): HU1, 118;
HU2, 592; KIN, Ch. 9; LEY, 776; MCC, 196; STE, 120.

E-5.2 Transformada ripida de Fourier: KIN, 460; STE, 149.

E-6. SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES ORDINARIAS

E-6.1 Solucién numérica de ecuaciones de primer orden: GUP, 243; HUL, 63;
HU?2, 271; KIN, 115.
E-6.2 Solucién de un circuito RLC en serie: MCC, 28, 53; SEE, 153.

E-6.3 Solucién numérica de ecuaciones diferenciales de orden superior. (Método
Runge-Kutta, etc.): GUP, 238, HU1, 79, 86; HU2, 364; KIN, 176; LEY,
749; SEE, 75.

E-7. SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES NO LINEALES

E-7.1 Solucién de ecuaciénes diferenciales no lineales: HUL, 43, 70; WNG, 219.
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E-7.2 Solucién para redes con elementos que varian con el tiempo: HUL, 61.

E-7.3 Solucidén para redes distribuidas: HU1, 167; WNG, 381.

E-8. ANALISIS DE REDES

E-8.1 Soluciones para 1a red escalera: GUP, 141; LEY, 79; WNG, 132.

E-8.2 Soluciones para redes de resistores: HU1, 164; KIN, 269; STE, 286; WNG,
275, 286.

£-8.3 Soluciones para redes en estado permanente senoidal: HU1, 131; HU2,
110; KiN, 351; SEE, 37; STE, 294.

E-8.4 Programas de analisis de redes generales: BOW, toda el libro; JEN, todo el
libro.

E-9. DETERMINACION POR COMPUTADORA
DE LA GRAFICACION DE MAGNITUD Y FASE

F-9.1 Evaluacién de magnitud y fase: GUP, 366, 371; HU1, 133; KIN, 404.

E-9.2 Grifica de la solucién: GUP, 195; HU1, 27; HU2, 863, 871; LEY, 108;
MCC, 108.

E-9.3 Grifica de la solucién, dominio de la frecuencia: HU2, 488; WNG, 369,
372, 511.

E-9.4 Grafica de la solucion, dominjo del tiempo: GUP, 195.

E-9.5 Técnicas especiales de graficacion: (graficas de Bode, grificas del lugar
geométrico de las rafces): HUL, 140, 149.

E-10. REFERENCIAS

1. BOW BOWERS, JAMES C. y STEPHEN R. SEDORE, SCEPTRE: A Com-
puter Program for Circuit and System Analysis, Prentice-Hall, Inc.,
Englewood Cliffs, N. J,, 1971, 455 p.

2. CAl CALAHAN, DONALD A, Computer-Aided Network Design, Mc-
Graw-Hill Book Company, Nueva York, 1972, 350 p.

3. CA2 CALAHAN, DONALD A., ALAN B. MACNEE y E. L. McMAHON,
Cnmpurer-Oriented Circuit Analysis, Holt, Rinehart & Winston, Inc.,
Nueva York, 1974. Estd por publicarse.

4. DER DERTOUZOS, MICHAEL L., MICHAEL ATHANS, RICHARD N.
SPANN y SAMUEL I. MASON, Systems, Networks and Computa-
tion: Basic Concepts, McGraw-Hill Book Company, Nueva York,
1972, 514 p.

5. DIR DIRECTOR, S.W., Circuit Theory—-The Computational Approach,
John Wiley & Soms, Inc., Nueva York, 1974. Esta por publicarse.

6. GUP GUPTA, SOMESHWAR C., JON W. BAYLESS y BEHROUZ PEI
KARIJ, Circuit Analysis with Computer Applications to Problem
Solving, Intext Educational Publishers, Scranton, Pa., 1972, 546 p.
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7.

14.

15.

HU1

. HU2

JEN

. KIN

. LEY

. MCC

. RAM

SEE

STE

. WNG

HUELSMAN, LAWRENCE P., Digital Computations in Basic Circuit
Theory, McGraw-Hill Book Company, Nueva York, 1968, 203 p.

HUELSMAN, LAWRENCE P., Basic Circuit Theory with Digital
Computations, Prentice-Hall, Inc., Englewood Cliffs, N.J., 1972,
896 p.

JENSEN, RANDALL W. y MARK D. LIEBERMAN IBM Electronic
Circuit Analysis Progrom: Techniques and Applications, Prentice-
Hall, [nc., Englewood Cliffs, N. J., 1968, 401 p.

KINARIWALA, B.K., FRANKLIN F. KUO y NAIKUAN TSAO,
Linear Circuits and Computation, John Wiley & Sons, Inc., Nueva
York, 1973, 598 p.

LEY, B. JAMES, Computer Aided Analysis and Design for Electri-
cal Engineers, Holt, Rinehart & Winston, Inc., Nueva York, 1970,
852 p.

McCRACKEN, DANIEL D., FORTRAN With Engineering Applica-
tions, John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1967, 237 p.

RAMEY, ROBERT L., y EDWARD J. WHITE, Mamces and Com-
puters in Electronic Circuit Analysis. McGraw-Hill Book Co., Nueva
York, 1971, 390 p.

SEELY, SAMUEL, NORMAN H. TARNOFF y DAVID HOLSTEIN,
Digital Computers in Engineering, Holt, Rinehart and Winston, Inc.,
Nuveva York, 1970, 329 p.

STEIGLITZ, KENNETH, An . Introduction to Discrete Systems,
John Wiley & Sons, Inc., Nueva York, 1974, 318 p.

WING, OMAR, Circuit Theory with Computer Methods, Holt Rine-
hart & Winston. Inc., Nueva York, 1972, 529 p.
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Apéndice G:
Respuestas a problemas selectos

Capituto 1

1-3. 2C. 1-5. i = @C,V, (cos wf — cos 21) amp. 1-7.7.2 X 1078 F, 1-9,
€ = 3neR}d F. 1-15. W = g4/AK* J. 1-16(0). W= (25,/a?) senh? (ag{2)J.
1-17. 72 X 10—6J. 1-19. (a) i tiene la forma de onda de la figura 1-11 y
amplitud méxima CVpsx. 1-21. (a) 1 weber-vuelta, (c) 0.5C. 1-24. (a) 0.37
amp/seg, (b) 0.63 weber, (d) 0.37 V, (e) 0.198 J. (g) 0233 W.
1-25. (d) 0.37 V, (g) 0.137 W. 13L yo=4(-1), 1<t <2 o=
4o6-2),2<t<3ive=-2 V., t23. 138 vy = (P cost, 0K <.

Capitulo 2

2.3. i interseccién = V/Rp, pendiente = —1/Rp. 2-4. Véase figura G-1. 2-8. (a)
Log=L1 +L, +2MH. 29. (b) 200e—* V. 2-11. Tedas son planas. 2-13. a-1,
b4, ¢-3, d-2. 2-15. (a) 3, (b) 6.

Fig. G-1. 1 2 3 3
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Capitulo 3

3-1. @) Co = C1CH/(Cy + C)F. 3-2. (b) Lyg =Ly + L2 — 2M H. 3-3.
() Leq = (LiLs — M?|(Ly + Ly + 2M)H. 3-6. 2.5 amps, 5 amps/seg.
3.7. C=0.15 F. 3-8. (a) »1(/) se compone de segmentos rectos y tieme un
valor doble como se indica en la siguiente tabla:
t 0123 4 5 —

wt—=) 0 0 5 4 14 12 —

Wi+) 01 4 6 12 12 —
3-12. (b) Véase figura G-2(a). (f) Véase figura G-2(b). 3-29. (¢} Las ecuacio-
nes de nodo son:

dv, dv dv
2052+ G, + €T =G
&
c,#+2ov,,—av,=au
v, dv,
—cT;’l-—Gu,+cﬁ"t-+(G+GL)vc=o
Bt Y
6f-- 6f--
4 4
2 2
T Tz | jai
Y D
J]| S S
{b)
Fig. G-2.

3-30. Algunos términos: Byy =4 +(~})d/&z, b3z = G)d/dr, by = -2. 332
iy =405/159, iy =210/159, i3 =270/159. 3-34. (@) 9, () 113. 3-35. () La
ecuacién es

15 =25 0 —17[% 0
~25 15 —25 —1|in 0
0 -25 15 —1{lw] o
-1 =1 -1 —d4llu I

3:40. v, = —0.533, v, = —0.2, v, = 4.03, v, = —0.267 V. 3.58, L,, =
R3C, Req=RY/R. 361, Utilice L C; =LyC; =L3C3 =1y Z,=Zp para ob-
tener €y =4, Ly =3,L3=6, C3=14.

Capitulo 4

41 (VR)e-Reehiis. 43 (e) vy = F — Qe ™. 4. vy = —(Pem>/h,
46. 0.6 — 0.1e710%. 47, vy = e — =3, 412, [V/Ry(R; + R)IR, +
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R; — Rye~®/1), 413, (b) i = (Vi/L)e"R/t. 4-16. (h)
i= [(a — 1)sen2t — 2cos e™* + 2e~a]
= @144
4-17. iy = 0.6 + 0.067e7237", 420, (a) R=10¢Q, (b)) C= 2.5 uF-
421, (®) i = 0.01(1 = e-1%) amp. 422 wolwr = (DL — €7).

Capitulo §

5.1, 0.1, —100, 100,000. 5-3. di/dr*(0+) = —9 x 10° amp/seg? . 5-5.
_8 Vjsec?, 26 Vfseg?. 5-6. 0 V/seg?. 5-8. 100, —10¢, 10°. 5-13. () O,
RyVI(Ry + Rp), ©) VICRy, 0, (d) R:VIR; LC. 5-15. d2v,]dr2(0+) = VolR.
5.18. 1.406 X 10-5 ampjseg?  5-20. (b) 66.7 ¥, (c) 3.33, 1.67 amps, @
33.3, —83,300, 521, Ryi(@+), 0, Rif(dijdr)0-+) ~ Ri(OH)/L}, O. 5-25. ()
VRy/Ry, () (1/C) — Ry. 5-27.(a) 0, #(0+)/R:C1, (6) 0,0, (c) 0, 0. 5-28. (2)
(a) vx(0+) = VRs/(Ry + Ry + R3).

Capitulo 6

6-3. (f) i = (4 cosa/1.75¢ + Bsen NTTS0e 2. (h) i = Ae™ + Bre™*.
6-5. (a) § = 2e~ — e, M) i=3er -2 (f)i= £-9-5t (cos 1,321 +
0.379 sen 1.320). (h) i = €72 - fe73. 6-9, i = Ae~418 4 g~ 112(B cos 1.06¢
+ Csen1.067). 6-11. 1y = 1/o. 6-14. i = e~14% sen 1570¢.  6-15. iL =
10008 3161, 618, (b) i = Kye + Kpe¥ — 15 L (54), (&) »= (X,
T e + (Ky — SDe¥. 623, i =5t 624, i = 10-4e~(cos 1 — sen 1)
__10-4e-10%, 6-28. i = 1073(20.3 cos 377t + 14.8 sen 14147 — 0.8 cos 14141)
amp. 629, s(500) = —250 % j968, (1000) = —500 = 7866, S(3000) =
~2,620, —380, $(5000)=-4,790. _210. 6-31. Ecuacion caracteristica:
5-K)s?+(6-2K)s+Q2 - K1) =0; el sistema es estable para Ky <2. 633
(d) wg=wR +¥L =(P2/R)[t + L/RYeRUL - D].

Capitulo 7

7.9, Fy(s) = 2/Is(s? + 4} 7-16, Fy(s) = s2/l(s2 + a?)?) 7-22.
(VIRye~®rav/L, 1-24. (VIR) cos (H/IC). 730. (@) Ko =4, K2 = 4
K, =43 7-35,i = K¢ + Kyet — 25 + (e 1370 = 3 + 2e” +2.
142, v, = 13(e7 092181 — g=0-1283%, 7-43. 16.7 seg. 7-44. 14V en 29.2 seg.
745, (a) 3.33 + 1.21¢7625 — 4.5¢-23.61,  7-46. 1020(¢™0-15% — £=0-6437),
7-49, v, = 4 + e~%73(—1.5 cos 0.25¢ + 0.5sen 0.257). 7-50. i, = -5
1.342-0'707' + 16.320'707’.

Capitulo 8

1wt — 2 —ut =N +u¢ —TN—ut—8. 89 v= Kolr2u) —
4t — Dule — 1) — (¢ — 272u(r — 2)). 8-10. Respucsta parcial: v = pelint/a e
()~ ... 814 @ i=[5x10% —125 & 1,25¢-4= 100y — [5 X
105t ~ 1076) — 1.25 + 1.25e-#x30°0=10 (s — 1076). 817. i(n =11 ~
et — 1) + (L — e @u(e —2) + 1 - e Iu(r = 3) + [1 — e ]
cu(t — 4) — 411 = eVl — 5). 819 Fy(s) = KI(/s?) + (taf9)). 826
Vi(s) = (Us)e™s 4 e~ + &7 o7 — 4em57), 831 F(s) = 1/s(t —
eyl 833 F(s) = {1/l + DU + erose)]), 834, (a) () = 1€

7 -
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275 .~ Parabolic

25

Slope=1 Slope=—1

0.5 } Narabclic
X L o L
0

3 7 t

~
w
:
@

11
£22 35
Fig. G-3.

8-36. Véase 1a figura G-3. 8-68. v = (de' — 3u(r).  8-69. hy = (12/Du(s) —
[3¢: — 1228 — 1) + [3(r — 2)2]u(t — 2) — [(+ — 3)?/2]u(t — 3). 8-70.
v =2 —1 + e u(t) — 4l —e V(e — 1) = 2[t — 3 4 e~ Dyt — 2).

Capitulo 9

9-1. (@) —2 +/1, -3, (b) —1 /3, —1, —4. 9-6, Véase la figuraG49-7.
Z = Leg8, Log = (LyLy + LaLy + LyL)Ly + Ls). 9-8. Z(s) = (s + 1)/
(2 + 35+ 1). 9-9, Z(s) = [(s2 + D2 + Ns(s® + 4)). 9-11. Y(5) =1,
9-27. Iy(s) = 4 x 103/[s(s + 10)(s + 30)]. 9-29. Amplitud = Ryf(R, +
R,), duracidén =T seg. 9-30. Vi, =4s/[(s2 + d(s + . Zry = 1. 9-31.
() Vrw =@s + D56 —K)s +3 - K} Zny =3 - K)s+ 2~ K\)
(5—-K)+3—K} 932 Zin =R + Ry + Ry — iR — (R, +
Ry) + papaRy, vm = (U + (2 — fafiadvr.

Fig. G-4.

Capitulo .10

10-1. Z,, = /IC(s + 1/RC). 10-3. Z;y = 1, Gy = (5 + D)/{(s? + 35 + 1).
10-4. (a) G, = ¢ (b) G2 = o5 10-9. K = 3. 10-10. VoV, =
(s2 + D2/(5s* + 552 + 1), 10-12. V[V, = 1[)[6s* 4 1252 + 1). 10-14.
ValVi=1/(s* + 352 + 1) 16-16. R = 1, L =}, C = ;. 10-20. (a) 0,0,3,
®) 0,0,3, (¢) 2,0,1. 10-21. (a) K> l, (b) Cuando K=31, desaparece la parte
real. 10-23. (@) 0, 0, 5, () 0, 0, 5, () 1,0, 4, (@) 2, 2, 1, () 2,:2, 2.
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10-29. K <(R; +R2)/Rz para el amplificador estable, K =(R1 +R3)/Ry pro-
duce oscilacion a la frecuencia w=1//LC.

Capitulo 11
- [%1 %] _ [—% —%}
z= Y=
2 3 _% 13
7 7 5

l:~0.4 OA} [1.5 —0.5]

z= s y=

—-32 12 4 —05

11-10. Sea D = 2(s + 6). 11 = (s2 + 8s + 8)/D, y1, = —(s* + 65 + 8)/
D, y31 = —(s2 + 65 + DD, y;2 = (s2 + 10s + 8)/D. 11-13. hyy = R,
+[(1 = @)R2R/(Ry + Rl hoa = 1(Ry + Ry), Fia = Rof(Rs + Ry),
hay = —(@R; + R)I(Ry + Ry).  11-26. @) Ry =4, Ry =3, Ry =%
1127. b)) C, =%, C, =% Co=3% 1129, 2y =252 = WNZ, + Zy), 212
= (1)(Zp - Zg). 1132, Zgerie =R0Za/(2R0 +22); Zparalelo =Ro +2Zp-
11-34. Vea la red bisectada en la figura G-5.

11-3.

11-4.

2Q :

1 |

2F !

!

I

la 49 |

1 ol {

|

15F

|

Fig. G-5. U i
Capitulo12

124, 4 =5, ¢ = —tan~1} = —53°. 12-7. (a) J;; = 1/(2/2)sen (2t —
459). 12:9. i,, = (2//RE F (J2CF) cos (2 + tan! 1/2RC). 12-16. v, =
26.5 sen (106¢ + 128°). 12-19. (2) »; = 2,/ 2 sen (2 + 15°). 12-3d. 4 = 4
¢ =-90°. 12-35. Vea la figura G-6.

ViV,

Vo= Ve,
[Vil=[Vclat w, wp>wy w3>w)
(a) (®) (3]
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ImZz Capitulo 13

13-3. G120t) = (R2/R? +GRL2) - j(WRL/R? + G2L3). 1312, (@) Vea Ia fir
gura G-7. 13-13. (b) Vea Ia figura G-8. 13-16. Polo en s=—220. 13-17. Polos
en s =50 %7208 “cero & s=0"Y13.18. (a) 4.04, (b) 0.124, (D) 0.5,
(h) LC=0.0616, R =L 1322 El ancho de banda es 2.1 veces mayor con el
cero. 13-24. 0 =5. 13-34, Gs) =[0.15/(6s/50 + 1)3]. 13-39. Mg =20 db,
§ = 0.05, las pendientes asintdticas son 0 y —12 dbjoctava.

MYy

N -

Yo 7

Fig, G-7.

Re Y

o

Fig. G-8.

Capitulo 14

14-6. Ver = K,/,/F.  14-11, Vet = Val2. 1414, Vg = (\/T|A)V,.
14-16. 12, 16, 7 or 25 V. 14-17. L = 1 H. 14-26. (b) 125 uF. 14-30, Z, =
Ry =1Q 1431 @) o = 10log 0 + @) db. (b) & = 10 Jog (1 + w*) db,
(e) Vea la figura G-9.

1 1295 1aza w

Fig. G-9.

Capitulo 15

158, Para g =172, v = K[} + (2/7) sen ot — (2/37) sen 3c0pt + .. ],
159, v = K\f} — (1/7) sen @ot — (127)sen 2wt — .. )] 15-10. ay =
K\f2, a, = —(4Ky)/nn2), nimpar. 15.12. leal = [Kya/T = cos 27 nicy)]

s [V Z Rk o1 ~ ky)], Angulode €» = tan"! (—sen 2nnk,)/(cos 2nnk, — 1.
1513, v =4V im0 + § cos wor — T3 €08 2Wot + oy cos 3wt — ., . ).
15-14, Vea la solucion del problema 15-32. 15-22, (c) Vea Ila figura G-10.
15:26. (@) ¢p=~jK/m, n impar, ¢o=K/2. 1532, Co=Vp/l, €1 =Vpl4,
€y = V3, ..., 1541, Prneaia =7.07 W. 1542, (a) I; = 15¢i(wo? — 30°)
T2 =0.5e/3w0r-459) vy p — 1080 W, P3=1.77 W, (c) 1081.77 W.

o
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Evf Od f
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Fig. G-10.
Capfitulo 16

16-1. |F(jw)] = |(2Vo/w) sen (wa/2)].  16-3. [2V,/(1 — ©?)] cos axx/2).
16-4. F(jw) = 4Vy/o — 0] sen (@n/2). 16-5. F(jw) = Vee[(l -
cos wa)(a2w?) + jl(sen wa) — (@a){@2w?)}.  16-17. @ Vo/(ar + wi —
@ + 2jow). 16-18. |F(jw)| = (Voto)i(1 + @5). Angulo= —2 tan™! wto.
16-19. F(/'w)=\/7TVoto€"‘)z’°2/4. 16-30. Use el ancho de banda al cruce del
primer cero, la duracidn es 7. 16-31. El primer cero cuando wsaz/3 =27, el
producto se hace wyz =47 16-35. Sea el tiempo de elevacién 7, =T y ha
frecuencia de media potencia es w; = 1/T asi que £,y =1. 16-36. (b) Reba
se =V, v(od) = (MAVI=T,
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Apéndice H:
Notas histéricas

En el estudio de los aspectos fundamentales del andlisis de redes
se encuentran los nombres de muchas personas que han contribuido a
la comprensién del tema por medio de sus colaboraciones. En la siguiente
tabla se hace una breve presentacién de algunos de ellos.

Afio de Contribucion citada
Nombre naci.-muer. Ocupacién en ¢l libro de texto
André Marie Ampére 1775-1836  Profesor de Leyes fundamentales de
matematicas, Parfs la electrodindmica
(unidad de corriente)
Hendrik Wade Bode ~ 1905- Bell Telephone; Sistema de coordenadas
Laboratories; de magnitud y fase
profesor, Universidad
de Harvard
Charley Augustin 1738-1806 Experimentador, Relacién de fuerza
Coulomb Francia para cuerpos cargados
(unidad de carga)
Peter Gustav Lejeune  1805-1859  Profesor de Condiciones para que
Dirichlet matematicas, exista una serie de
Breslau; posterior- Fourier
mentg, en Gotinga
Leonhard Euler 1707-1783 Matemdtico, Acade-  Relaciones de niimeros

mia de Berlin;
posteriormente en
la Academia de
San Petesburgo

627

complejos



628 Notas historicas

Afo de Contribucién citada
Nombre naci.-muer. Ocupacion en el libro de texto
Michael Faraday 1791-1867 Asistente, Royal Induccién electromag-
Institute, Londres nética (unidad de
capacitancia)
Joseph Fourier 1768-1830  Profesor de mate- Serie trigonométrica

Benjamin Franklin

Karl Friedrich Gauss

Ernst Adolph
Guillemin

Oliver Heaviside

Hermann L. F. von

Helmholtz

Joseph Henry

Heinrich Hertz

A. Hurwitz

lames P. Joule

Sustav Kirchhoff

Yierre Simon
Laplace

fames Clerk
Maxwell

mdticas, Ecole

Polytechniqu Polytechnique, Paris

1706-1790

1777-1855

1898-1970

1850-1925

1821-1894

1797-1878

1857-1894

1862-1909

1818-1889

18241887

1749-1825

1831-1879

Impresor, filésofo;
Filadelfia

e integral

Esquema conceptual
primitivo de la
electricidad, sentido

de la corriente

Profesor de mate-
miticas, Gdtinga

Profesor de
ingenierfa eléctrica,
M.LT.

Ingeniero eléctricista,
Inglaterra

Profesor de
fisica, Heidelberg

Profesor de filosofia
natural, Universidad
de Princeton

Profesor de
fisica, Bonn

Matemdtico,
Alemania

Experimentador,

Inglaterra

Profesor de
fisica, Heidelberg

Profesor de
Matemdticas, Escuela .-
Militar, Paris

Profesor de

- Leyes del magnetismo;

método para operaciones
con matrices

Fundamentos de la
teorfa moderna de
circnitos; redes RC

Matemitica operacional;
método para evaluar
residuos, concepto mo-
derno de impedancia

Teorema para la
reduccién de redes
(véase Thévenin)

Electromignetismo
(unidad de inductancia)
Ondas electromagnéticas
{unidad de frecuencia)
Ubicacién de los ceros
de polinomios (véase

Routh)

Ley del calentamiento
{(unidad de energia)

Conservacién del voltaje
y la corriente

Ecuacién de 1a
transformada

Leyes del

Londres y Cambridge

electr




Nombre

Afio de
naci.-muer.

Ocupacién
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Contribucion citeda
en el libro de texto

Edward Lawry
Norton

Harry Nyquist

Hans Chiistian
Oersted

Georg Simon Ohm

Edward John Routh

Charles Proteus
Steinmetz

Bernard D. H.
Tellegen

Leon Charles
Thévenin
Alessandro Volta

James Watt

Charles Wheatstone

1898-

1884-

1777-1851

1789-1854

1831-1907

1B65-1923

1900-

1857-1926

1745-1827

1738-1819

1802-1875

Ingeniero eléctricista,
Bell Telephone
Laboratories

Ingeniero electricista,
Bell Telephone
Laboratories

Profesor de
fisica, Universidad
de Copenhague

Maestro, Colonia

Profesor de mecé-
nica, Universidad
de Londres

Ingeniero electricista,
General Electric Co.

Philips Research
Laboratories, Holanda
y Universidad
Tecnoldgica, Delft

Ingeniero de
telégrafos, Francia

Profesor de
fisica, Pavia

Ingeniero e
inventor escocés

Profesor de
fisica, Kings
College, Londres

Teorema para la reduc-
cién de redes (véase
Thévenin)

Criterio de estabilidad

Descubrimiento del
electromagnetismo

Ley que relaciona al
voltaje con la corriente
(unidad de resistencia)

Ubicacién de 1os ceros
de los polinomios
(estabilidad)

Uso de los nlmeros
complejos para el anélisis
de redes en el estado
puramente senoidal

Teorema relacionado con
el producto de voltajes

y corrientes de

una red

Teorema para la
reduccién de redes

Celda eléctrica generadora
(unidad de voltaje)

(unidad de potencia)

Red en forma de puente;
se utiliza para mediciones







A

Abscisa de convergencia, 206
Admitancia, 292
1 de estado permanente senoidal, 411
2 de punto impulsor de entrada, 324
3 de transferencia, 325
4 transformada de la, 292
Adicién, propiedad de, 299
Aislador, 18
Algebra de matrices, 591
Algebra de niimeros complejos, 583
Ampere ley de, 25, 54
Ampere, André M., 627
Ampere (Unidad), 17
Amplificador conectado en cascode, 114
Amplitud (magnitud), 403
1 de un espectro, 556
2 de un niimero complejo, 583
3 de una senoide, 403, 511
Andlisis en base de mallas, 86
Anilisis en base de nodos, 92
Analogia del gato, 232
Ancho de banda, 437
1 relacionada con tiempo de elevacién, 577
2 relacionada con la duracién del pulso, 569
Antilogaritmo, 123, 202
Arbol, 60
Aproximacién por elementos de circuito, 38
Argumento de una funcidn, 238
Arreglo de una funcion, 238
Arreglo Routh-Hurwitz, 358
Atraso de fase, 403, 482

B
Bartlett, teorema de biseccion de, 398

Bashkow, matriz A de, 106
Bashkow, Theodore R., 104

Indice
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Bilateral, 40

Biseccidn, teorema de, 398
Bode, diagrama (gréfica) de 440
Bode, Hendrick W, 440, 627

C

Cilculo operacional, 201
Cambio de fuentes E, 78
Campo eléctrico, 21, 32
Capacitores, malla de, 145
Capacitor, 22

1 elemento, 22

2 energia, 476

3 malla, 145

4 potencia, 477
Carga, 16
Carga conservacion de la, 30
Carga del electrén, 17
Caso sobreamortiguado, 186
Casualdad, 574
Ceros, 335
Circuito acoplado, 53
Coeficiente de transmisién, 492
Coeficiente de Fourier, serie, 513

1 forma exponencial, 533
Coeficientes, no determinados, métodos de los,

171, 406

tabla de elecciones, 177
Cofactores, 97
Concatenamientos de flujo, 26

ley de conservacion, 3¢
Condicidn (estado) inicial, 123, 141

1 en un capacitor, 143

2 en un inductor, 143

3 en un resistor, 142
Condiciones observables, 300
Conductancia, 34
Conductividad, 33
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Conductor, 18
Conexidn en cascada (cadena), 381
Conexion en {delta), 507
Conexién en estrella, 506
Conexion en paralelo de elementos, 293
Conexién en paralelo de redes de dos puertos, 388
Conexi6n en serie de elementos, 293
Conversion de la cantidad de movimiento, 30
564
Conservacion, leyes de, 30
1 de energia 30, 56, 496
2 de potencia compieja, 497
Conversion de pardmetros, carta de, 387
Constante de tiempo, 126
Constnates de producto, 569
1 ancho de banda-duracién de pulso, 569
2 ancho de banda-tiempo de elevacion, 577
Contornos en el plano s, 348
Convencion de punto, 53
Corriente, 17
sentido de referencia, 49
Corriente convencional, 49
Corriente electrénica, 49
Corriente de malla, 74
Coulomb, ley de, 21
Cramer, regla de, 97, 535
Criterio de Routh-Hurwitz, 357
Cuerdas, 60
Curvatura de la curva de respuesta, 148

D

Decibel (unidad), 440
De Moivre, teorema de, 588
Densidad de corriente, 33
Desarrollo en fraccién continua, 331
Desarrollo en fracciones parciales, 214, 560
Desierto matematico, 337
Determinante m 96, 594
Determinante del sistema, 98
Devanado primario, 53
Devanado secundario, 53
Diagonal principal, 81, 95
Diagramas fasoriales, 412
Diagrama fasorial pohgonal 431
Diferencia de grado, regla de, 341

1 funciones de entrada o de punto impulsor,

;o 341

2 funciones de transferencia, 345
Dirichlet, condiciones de, 525
Dirichiet Peter, G.L. 625
Discontinuidad de salto, 529
Divisién de nimeros complejos, 586
Dual, 101

construccion de, 102

Dualidad,101

E

Ecuacién caracteristica, 166
1 raices complejas, 171
2 raices distintas, 166
3 raices repetidas, 169
4 resumen, 173
Ecuacién diferencial, 121
solucion clasica, 165
Ecuac:on d:ferenmal homogenea 122
1 no lineal , 610
Ecuacion mtegrodlferencxal BO 208
Ecuaciones matriciales, 67, 591
Ecuaciones de red, 67
Elementos no lineales, 40, 48
Electrén libre, 17 )
Efectos parasitos, 38
Eficiencia de transferencia de potencla, 490
Elastancia, 22
Elemento:
1 de circuito activo, 51
3 de determinante, 95
4 de matriz, 591
Energia, 18, 140, 474
Elementos lineales, 40
Envolvente, 192
Envolvente del espectro, 552
Error cuadratico medio, 526
Error de truncamiento, 526
Escalas, 35, 599
1 de frecuencia, 600
2 de magnitud, 601
3 de transformadas, 241
Eslabones
Espectro continuo, 556
Espectro de potencia, 540
Espectro de pulso recurrente, 551
Espectros de linea, 534
Esquema conceptual, 15
Estabilidad de las redes activas, 339, 353
Estado cero, 123
Estado inicial, 106
Estado permanente senoidal, 401
Estado permanente, valor de, 130
Euler Leonhard, 59, 627
solucion de, al problema del puesto de Konigs-
) berg, 59
Evaluacién ‘de la condicién inicial, procedimiento
de, 149 '
Excitacién, 121
Exponencial de decrecimiento, 127

v
i




F

Factor de escala, 335
Factor de integracion, 129, 138
Factor de potencia, 482
Factor de potencia, 482
Factor de potencia, correccion de, 486
Factores cero, 335
Factores de primer orden, (grifica de Bode), 444
Factores de segundo orden {grifica de Bode), 445
Factorizacién LU, 598
Faraday, Michael, 628
Farad (unidad), 22
Fase, 189, 403, 512

1 de funciones de red, 423

2 determinacion por computadora, 611
Fase de adelanto, 403, 482
Fasores cero, 439
Fasor giratorio, 285
Fasor giratorio, 404
Fenomeno de Ginbs, 527
Filtro de paso bajo, 535, 320
Flujo concatenado, constante, 29
Flujo en el transformador, 54
Forma de estado, 104
Forma de onda del rayo, 197
Férmula cuadratica, 173
Fourier, Joseph, 509,
Fourier, transformada de, 554

1 tabla, 505

2 transformada rapida de Fourier, 513
Franklin, Benjamin, 49, 628
Frecuencia, 283

1 angular, 283

2 armonicas, 510

3 compleja, 283

4 fundamental, 510

5 neper, 284

6 resonante, 434
Frecuencia angular, 510
Frecuencia arménica, 510
Frecuencia compleja, 283
Frecuencia critica, 336
Frecuencia de esquina, 442
Frecuencia de media potencia, 426
Frecuencia de ruptura, 442
Frecuencia fundamental, 510
Frecuencia natural, 183
Frecuencia neper, 284
Fuente controlada (dependiente), 52
Fuente de corriente, 52
Fuente dependiente (controlada), 52
Fuente en vacio, 51
Fuente unilateral, 53
Fuerza electromotriz (fem), 19

Indice 633

Funcién complementaria, 129
Funcibén de compuerta, 252-253
Funcién delta de Dirac (funcién de impulso), 245
Funci6n de pulso, 250
Funci6n de rastreo, 266
Funci6n de red, 323

graficas de fasores, 431
Funcion doblete, 246
Funcién de magnitud, 423
Funcién del a (impulso), 245 n
Funcidn discreta de muestras, 256
Funcién escalén unitario, 205

trasladada en el tiempo, 237
Funciones hiperbélicas, 187
Funciones unitarias:

1 escalon, 205

2 escalon trasladado, 237

3 impulso, 243

4 rampa, 242
Funcién exponencial, 122
Funcién exponencial, 404
Funcién impar, 517
Funcibén impelente, 121
Funcién impulso, 24, 146, 242
Funcién par, 357, 517
Funcibn rampa, 242
Funcidn real y positiva, 343 n

G

Ganancia, 440
Gauss, Karl F, 628
Gauss, método de eliminacién, 99, 596
Geometria del plano s, 431
Girador, 117
Grado y orden, empleo de, 174, 214, 326
Gréficas de lugares géometricos, 427
Grafica de red, 58
1 no plana, 60
2 orientada, 58
3 plana, 59
Grafica no plana, 60
Grifica plana, 59
Guillemin, Ernst A., 628

H

Heaviside, Oliver, 201, 628

Heaviside, teorema del desarrollo de, 218
Helmholtz, Hermann, 628

Henry, Joseph, 628

Hertz, Heinrich, 628

Hertz (unidad), 284

Histéresis, 40

Homogeneidad, propiedad de, 299
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ggins, W. H., 284
rwitz, A., 628

mitancia, 324

pedancia:

1 de estado permanente senoidal, 411
2 de punto impulsor, 324

3 de transferencia, 325

4 transformada de la, 287
lependencia de ecuaciones, 71
egral de convolucion, 260
egral de Faltung (convolucién), 261
tegral de inversion compleia, 206
egral particular, 129
tegracion numérica, 609
terpretacion de la derivada, 147
tensidad del impulso, 247
ductancia, 28
ductancia inversa, 29

ductancia mutua, 28
ductor:
"1 elemento, 28

2 energia, 475

3 potencia, 476
J
sule (unidad), 36, 474
sule, James P., 628
K

irchhoff, Gustav, 628
onigsherg, problema del puente de, 59
uratowski, grifica no plana de, 64

L

aplace, Pierre S., 628

ey de Faraday, 27, 55

.ey de Gauss, 21

Ley de Lenz, 55

ey de Ohm, 33

Leyes de Kirschhoff, 67
1 circuitos acoplados, 82
2 ley de corrientes, 68,92
3 ley de voltajes, 67, 88

Logaritmo, 122, 202
de un nimero complejo, 587

M

Magnetismo, 25

Matla, 60
Mapeo en un plano complejo, 449
Margen de fase, 456 .
Margen de ganancia, 456
Matriz A 106
Matriz columna, (vector), 89
Matriz cuadrada, 89 .
Matriz inversa, 594
Matriz transpuesta, 594
Maxwell, ecuaciones de, 15
Maxwell, James C., 628
Menores, 96
Método de unidad de salida, 332
Método de ventana, 75
Métodos de dos vatimetros, 507
Métodos numéricos, 609
Mho (unidad), 34
Modelo de un transistor, 42
Modelo MOSFET, 41
Multiplicidad de polos o ceros, 335
Multiplicacion:

1 de matrices, 592

2 de niimeros complejos, 585

N

Neper (unidad), 440
Neperus, 284

Nodo (vértice), 58

Nodo de referencia, 68
Nodo de referencia, (datun), 68
Norton, Edward L., 629
Norton, teorema de, 304
Numeto de cuerdas, 60
Nimero de ecuaciones, 70
Nimero de ramas, 60
Nyquist, criterio de, 448
Nyquist, Harry, 448, 629

(o]

Octava, 440

Oersted, experimento de, 25
Oersted, Hans C., 629

Ohm (unidad) 32

Ohm, George Simon, 629

Orden de las ecuaciones, 121, 174
Orden de las matrices, 531
Oscilaciones forzadas, 338
Oscilaciones libres, 338
Oscilaciones sosteneidad, 192
Oscilador de cambio de fase, 370




Par de nodos, 60
Pared de terminales, 323
Parémetros ABCD, 380

Parimetros de admitancia en corto circuito, 374

Pardmetros de cadena, 380
Parsmetros de circuito general, 380
Parimetros de impedancia, en circuit:
Parémetros de fransmision, 380
Pardmetros g, 384
Parametros h, 383
Parimetros hibridos, 383
Pardmetros y, 374
Parte imaginaria de ejwt, 408
Parte imaginaria de G(ja), 423
Parte real de ejwt, 407
Parte Real de G(ja), 423
Partes (separadas) de una ted, 82
Parco conjugado, 488
Parco de impedancia, 487
Pendiente:

db/década, 442

dbjoctava, 442
Pérdida de insercion, 430
Perfodo de una sefial, 403, 509
Permitividad, 21
Plano s, 182
Polos, 335

factores de polo, 335

fasores de polo, 439
Potencia, 19, 474

1 compleja, 483

2 instantanea, 474

3 medicion, 507

4 promedio, 482

5 reactiva, 483

6 resistiva, 426

7 sefiales periddicas, 542
Potencia compleja, 483, 497
Potencia aparente, 483
Potencia media, 482
Potencia reactiva, 483
Producto Cy, 25
Producto Li, 28
Productos de espectro; 538
Propiedad de ortogonalidad, 513
Puente de Wheatstone, 59
Puerto, 323
Punto impulsor, 324
Q de un cireuito, 183, 435
Quadrats (de raices), 363

R
Radiacion, pérdida de, 38

0 abierto, 377
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Ramas, 58
Rampa truncada, 243
Raices de ecuaciones, 174
Raices distintas (simples), 335
Rafces de niimeros complejos, 538
Rafces repetidas, 169
Raices simples (distintas), 335
Reciprocidad, 301
Red 1r, 59, 376
Red celosia, 59, 333, 345, 438
Red de fase minima, 344
Red de paso completo, 439
Red de T dobie, 79, 390 -
Reden T, 59, 378
Red en T paralela doble, T. 333
Red equivalente con dos generadozres, 379
Red equivalente con un generador, 379
Red escalera, 59
Redes equivalentes, 69, 77
Redes no balanceadas, 58
Redes no reciprocas, 302
Redes reciprocas, 301
Red T punteada, 59, 333, 391
Referencia de polaridad, 49
Reflexién, coeficiente de, 492
Regla de la mano derecha, 54
Regla de L’ Hopital, 204, 248
Relacién amortiguacion, 182
Relacién de potencia de insercién, 492
Relaciones voltaje-corriente, 35
Residuos, 216
Resistencia critica, 182
Resistor:
1 elemento,
2 energia, 474
3 potencia, 482
Respuesta (dominio del tiempo), 121
de polos y ceros, 350
estado cero, 154
Respuesta al impulso, 264
Respuesta de estado cero, 154
Respuesta de estado permanente a una sefial perio-
dica, 536
Respuesta de frecuencia, 424
de polos y ceros, 350
Routh, Edward J., 629
Restricciones sobre polos y ceros, 338
Resonancia, 434
Resumen de parametros de redes de dos puertos,
313
Resumen de simbolos, 36
Resumen de unidades, 36
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S

Semi—conductores, 18
Senoide amortiguada, 286
Sefial no recurrente, 237
Sefial periédica 509
Sefial Tecurrente, 237
Serie de Fourier, 509
1 efecto de referencias de tiempo, 525
2 forma exponencial, 531
3 forma trigonométrica, 509
Serie exponeneial de Fourier, 531
Serie truncada, 525
Schwartz, distribuciones de, 245
Signo de oeficientes, regla del, 93
Simetria de formas de onda en relacién con 1og
coeficientes de Fourier, 517
tabla, 522
Simetria de la matriz del sistema (determinante),
5
s
Simetria de media onda, 5§20
Sintesis de forma de onda, 250
Sistema de banda limitada, 79
Sistema magnético no lineal, 28
Slepian, Problema de, 316
Solucién general, 123
Selucién particular, 193 ¢
Solucion total, 17¢
Solucién transiboria, 130
Steinmtz, Charleg P, 406, 629
Subgréﬁca, 80
Suma de fasores, 584
Suma de Matrices, 592
Superposicjén, teorema de, 298

T

“abla de transformadas de Laplace, 208, 226, 605
‘ellegen, Bernard DH, 494, 629
‘ellegen; teorema de, 494
eorema del cambio, 239
corema del valor final, 258
*orema del valor inicial, 258
evenin, Leon C., 302, 629
ievenin, toerema de, 302
'pologia de redes, 58
ansferencia de méxinia Potencia:
1 eficiencia de, 490
2 por ajuste de transformador, 489
Por parco conjugado, 488
‘nsferencia de Potencia, 486
9ficiencia, 490
2sformada de circuitos, 287

N W
tsformada de impedancia, 97 20105 Wheeler, H 4
at

—0go~

Transformada-de Laplace, 201
1 deﬁnicién, 204
2 tabla, 226, 605
Transformads inversa, 202, 206
Transformady de operaciones, 228, 267, 605
Transformada rdpida de Fourjer (TRF), 578
Transformads (Laplace), 204
1de combinacioneg lineales, 207
2 de derivadas, 208
de funciones Unitarias, 248
4 de integrales, 209
Transformador, 53
Translacion real, teorema de, 239
ansformacign T-r, 397
’I‘ransformaciones de fuentes, 75
Transmisién de distorsién, 569
en de impulsos, 247, 256, 566
ansformada de Laplace, 258
Triangulacién, 99
Truncamiento, 511

U

Unicidad de las transformadas de Laplace, 206
Unilateral, 40

\'

Va (volt-ampere), 483
alores eficacesg mg, 479
Valores de raiz media cuadritica (rmg), 479
Var, 484
Variable dependiente, 121
Variable ficticia, 20
Variables ge estado, analisis de, 103
Variableg independientes, 121
Variableg Para redes de dog buertos, 373
Vector de estado, 106
Vértice (nodo), 58
Voit (unidad), 19
Voltaje, 19
1 caida de, 68
2denodo 3 nodo, 74
3 de nodo 5 referencia, 74
4 elevacion de, 68
5 fuente de, 51
Volta, AleSSand:o, 629
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